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IDtt' Me ^Cu6ddit)e t>om Sa|n;e 1883 Don bnn. R^nm^ 

des Lfi^ons stis le calcid infinit^inuil t>ngcifeil -^, 

fo i^obe i(& beft^idfett/ ftott bkfed Sganfea jtod andere 
füb fld^ beftei^ettbe SBetfe^ bod etm ö&er bte S)tfernip 
italvnl^ttitttg/ .^09 onbere aber tue; $ntegta(te(|muiid 
^oud^ugeben / unt> ed etfd^nt J^ecmit ta$ eefte> 
wetcl^ed bie ®i|femt$tatre(l^nttnd pm jS^cidmflaitt)^ l^«t. 
^ t>0a ntic! i^ffolgten üßet^o^en: untetfcltdben {|^ in 
tiie^tfa^er.^)lnft^t Mn beu/ in t>en^SSteifm öi&a; ber^ 
fdöen .^egntltanb Angmanbten. S^dne ;|)a^tabft(|>t 
pt^ '^^t'^ / ^ iStcenge > tuekl^e i(^ mit vn, m^m 
Sel^tt(|ie bec <%f>raif(l^ett ^nol^ft^ pm ^efe|:ge^ 
mdd^ l^oüz, veaX bec au0 bet birecten SBttca^^tung 
ber anenblt^) lt<>tiicn ^«^^en et^9i:^td^ben ®infik^ 
^ }u ucitdiitgdt. : ^ dtmt&te bolzet;/ bie ^rttn>i(^ 
bmgm bor $u»cttDttm in nnenbli^e Std|im iebeft^i^ 
t)moeifen ju muffen^ menn biefe Steii^en x6ä^i con» 
t)erdent ffnb. S)ie ^a^toi^d^ ^otmel $. S3. (ann benu 
m^ nut: fo lange atö allgemein %^^ angefel^m wet:« 
t)m , atö fte auf eine enbti^e 2Cnjai^l oon ^liebem te« 
buciirt unb butd^ einen 9teji ergdnjt Witt. <S6 ift mit 
fel^t tt>o|>( befannt; ba^ bet betäl^mte S^etfafet bet 
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anal^tif^en WtetS^anit t)iefe ^etmd, anfangd t>on ienem 
Stefle a&fttal^itent) / gut: ©tunttage feinet S^l^eotie 
tet abdet{eiteten Functionen genommen l^at 
^et ungead^tet bea 9tefpecte$/ weld^en eine fo qxo^ 
^ctotitdt gebietet^ {tnb t)o4> t)ie meijlen ©eonteter 
ie|t batin einDetfianben / ta^ man butdi) ^Cnwenbung 
bibetgtrenbec Steigen ju unri(|)ti9en Stefuttaten geffil^rt 
wetben fann. S)ie ^^totf^e gönnet f^eint fogai; 
in gewiffen ^dtten fät bie @nttt)i(f etung einet ^nction 
eine cottbetgitenbe Steige ^ Qebm, dbgliää^ Ue ®unuiie 
bet IRet^e bon bet gegebenen ^nction n>efent(i0 bei:^ 
fK^ieben ifl ((^ @nbe bet gellten Soid(efung). 3(u^ 
wetben ^ bie 8efet meinet SSetf ed ^ wie i0 ^of e/ 
6betseugen> ba^ ft# bie ^i:in$i^ien bet SHffinrengial« 
i;j;4)nung unb beten wi^tigfien 3Ctttt>enbungen oi^ne 
^ätfe bet 9tei|ien (eid^ jut 2)ai:ftettong biringen taffen. 
Uebtigen6 ^obe id^ bei bet ^a{fung biefed SSßetfed 
tie arbeiten anbetet SKatl^entotifet übet benfetben ®e» 
genfiahb; befonbetd bie Sl^eotie bet Lotionen bon 
Sagtange; tie «^ifeten^iatted^nung boit @u(et unb Sa« 
ctoiiC/ eine ^l^anbtung bon ^oinfot in bet Gorre- 

apondance suif! Pbcole Polytechnique , enb(i(j^ bie 

löottefungen Öbet i&ifetenjia(te<j()nuiig bon Hxapeu unb 
eine ^l^anbtung bon bemfelb^ im. btetjel^ttten ^)efite 
be$ 3outna($ bet genannten ®dM^ ju benulen geMt 
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nKtttfnm d($ bod »t^tt^fle/ t>em ^genwartigen 3u» 
fh^nbe bet SBiffimftl^aft dm nieifl^tt entf))te^tt1>^ SSSetf 
übet S)iffetensia(i:e(j()nund ana:fannt/ fo t>d| e§ &&e(» 
^öf{tg tt>dre/ übet beffen äSorjäge ]()iet toeittduftg ju 
teben / unb e0 mag bto^ im ^Og^meinen bemeclt wet^ 
ben, \>o,% biefe SSorjtide bei ]^6(|)ftet ana(9tif(l[)et (Ste« 
ganj unb (Strenge öberl^aupt , befonbetö in einer f4)ar» 
fen SBeftimmung unb au6f^UefiU(!^en SBetra^ng^ ge^. 
tiger gunctionen , in einer auf ben ^Begriff ber ®ren= 
letTgegrünbeten , jlrengem SDefinition ber unenbtt^ 
{leinen @r6pen/ ia einer jtt>e(fmdpigeh SSerbinbung 
ber A^l^eorie be0 unenbU^) •Steinen/ ber ©renjeu/ unb 
ber abgeleiteten Functionen / unb enbtiij^ in ben xavi^^ 
ttgen ^Regeln aber bie @onbergen$ ber ^v^ be» 
{leiten. 

@ine tleberfe^ung eined fo((j()en {(afftfd^en SEßerfed 
{onn bol^er in me^ireren ^injt(j^ten bon 9lu|en fein^ 
unb bebarf wo^l feiner befonbem SRe^tfertigung. 
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kernet tnu^ l^ier no^ bemecft wei^bm, top in bec 
Ueberfelung an tie (S>UUe einet 9tote t)on @au^9 über 
bie 2Cufldfund bet ©tei^ungen He ^outietf^e ^f« 
töfungametl^ote Ut (^Utä^m^m, t>a fle ten SSotjug 
))ert)ient^ unt> jt4> <tn tad fr&i^ei; S^otgetrogene eben« 
faa$ fel^t g^t m\6)ii4t, gefegt ift. 2)ie 3(ufl6fund 
bet Gleichungen mup cid eine bet tt)i(|)tid{len ^ntven« 
bungen bet ^Dif ei:en}ia(re4>nun0 angefei^en wetben/ unb 
bedwegen f onnte ed ni(l[)t unjwe^d^i^ erf^einen/ bod 

$BSefent(i(J^e bon ^OUnetö Analyse des ^quations 

in ^otm eine$ Hn^an^ed bei^ufö^en. 2^ieiit ift no^ 
ein bon <S>tutm entbe^Eter |>6^fl tt>i4>tidei: Sel()tfa| 
bewiefen/ benmttelfl beffen man bisect befümmen twm, 
tt)ie biete teeUe S&uv^ln eine gegebene (^(etc^ung stDt» 
f<^ gegebenen ®tm^ M tvet^ att4> in ^usiet'ö 
SBecfe fe^^tte. 
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SJon ben t>evänbtxliä)m ^xb^xif i^ren ^renjen unb ben un- 
fleinen @v&^en. SSon ben continiiirn^en unb btScon« 
en, ben entmidelten tmb ))ermide(ten/ etnfa(i)en unb 

iufammengefe^ten k. Functionen» äSon ben €ont>ergirenben 

ober bteergirenben Stti^m. 



«Vor ber 2fu§etnanberfefeung ber ^rtnjipfen ber ©ifferenjialretfes 
nung ifl e§ niil^tgr einige rmÜufiit Se^ttfe f i {tiufteQen , ttielibeö 
^a^er ber ©egenjianb i% mit bem wir un§ juerji befc^^äftigen wollen. 

SSenn man eine ®töfe fo betrachtet, bap {te fuccefftt^e t>ers 
ttiebcne ajSertbe annebmen foU^ fo »trb fte .elpc ,t)erdnberlici^e 
genannt 3nt (SegetitScil beißt lebe ®rÄ0e .conjl'ant.(ttn»e'rXns 
beili(!b), xotnn {te einen unt)erdnberlt(ben unb beflimmteh SSertb 
ert)alt. Sienn bie einer loeränberlicben ®r6f|e fuccefftt>e beigelegten 
Sert^e ficb einem fefieh SSertbe unbeflim^it ndbem, fo bag {te 
)uU^t beliebig wenig b<bon Derfcbieben fein (6nnen ; fo wirb biefer 
i^ittn bie ©renje aQer übrigen genannt. @o iß j. fB. bie Arei^s 
9% bie ©ren^/ gegen welche bie il&ä^n ber ein^efdbriebenen 
f'S^bnd^tgen SSylecfe eont^ergirtU/ wdbrenb:bie 3äbl tbrer*@fiten 
immer größer unb großer* wirb ; unb ber t)om ÜRitfclpunfte ber 
^i^pttbtl nad) einem fünfte ber Qixvot, welcher {tcb immer weiter 
^on biefem ^ittel)>unlte entfernt« gejogrite 9fabiu§öector madbtmit 
^ftlljre ber x eisten SBinlel/ welker Oenr buccb bie 2C^tht>töte unb 
^jefelbe %xt gebtlbeten ^infet 5ur ©renje f)at, it. SBir werben 
^ie ©renje , , geg^eti wtidbi eine gegebene oerdnberlicbe .(^%t con» 
J>.<rgtrt/ burdb bie t)or biefe loerdnbertidbe ®r6te gefegte ^brnr^ung 
W anbeutem . . .'•' /. 

^ft ieigen {tcb bie ©renjeu; gegen wel<be loerdnberlicbe 2Cu$8 
(riicfe cont>erffiren / unter einer unb$immiei %mnr. unb. beffen 
ungeacbtet laffen ficb bie wabren SSertbe biefer ©renjen burcb i^- 



/: 



t^ )riKT> 
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fonbere 9Ret|)oben ftriren. 60 j. Sß. geigen {t4^ bte (Srenjeit/ benen 
fid|> bie itoti t)erdnberlt((^en %M^xüdti 

1 

/ (1+-«) « 

unbefltmmt ndl()ern/ xoi\)xtnb a gegen 9}uQ conbergirt/ unter ben 
unbeftimmten formen — / 1^ ; unb bennocf^ ^aben btefe betben 



©renken beftimmte SBeitbe f t$Ai^ ftd^ auf folgenbe SBeife berec^« 
nen laffen. 

%ixt fel^t Reine numerifc|)e SBertl^e t>on a ^at man offenbar : 

Sfn a ^ sin a ^ sin a 



am a a tanga 

Solglt^ wirb ba$ SSerl^dltttip , weld^eS bejtdnbig jtpifd^en 

ben ©rifen^ — fLacsiunb — !1 =s cm « liegt / »obon bie erfle 

ber jweiten gur ©renje bient, felbjl bte SinISieit gur ©renje 
l^aben. 

fBtr wollen nun bie ©renge \\xi^tn, gegen welche ber %a^' 
M. • • .' ■ 
^tutf (1 + a)^ conotDght, ivü^ftenft ^ a ber StitU unbefbbnmt 

tsiiÜ^zxk SIrb a |)oftth).unb ^on ber %wvx — angenommen/ wo 

iBk ivxt garije, }>o{ttltoe/ urib emer tm^efUmmten 8ergr6ferung fa^ 
%\gt 3äl&t bebeutet5 fb l&^ot man : 

. . ■ -A ■ 

^1 ^1.2V «/ 1.2.S\ m/V «»/ 

- ,..+_2-— ^i-lV,_i)...A-=i.y 

2)a bte ©ßd^er im ^wetten S^ieiie ticfinr le^n Sonnelf welcf^e 
Me ®r6pe m mV^äUm, f&mmtticb ^ofttb fiitb, unb bem SBert^ 
unb ber 3aliil na4i mit biefer ®r6ße }uglei(^ wad^fim; fo tfl ((ar, 

^ biv VüMmJt ri*f-| fefb^ mit ber gangen Sal^I m wa4^« 



fen n>trb, inbem er {tetö *in>tf4)en beti beiben^Sttmiiien:. • 

1 

1 

unb 

1 2 2.2 2.12 

liegt f$oIg(idS^ nif)ext er \i^, für junel^menbe SBertbe t>on m, 
unbelltmmt einer getotffen/ iYVtfcl()en 2 unb 3 liegenben ®renje. 
£)tefe ®ren}e ifi eine 3al|^l^ welche in bem 3Ttftnttenma(caIcu( eine 
gtof e SloIIe fpielt^ ünb but^ e bejeicl^net ju werben pflegt Stimmt 
man iii=r 10000, fo ftnbet man iwm 92dberun3^n)erti)e t)bn e, 
n>enn man ftd^ ber gemeinen (ogariti£)mtfd()en Safein bebient: 

/ 10001 y-_^^^^ 

SHcfet Stdl^erungStoertl^ tji, wie wir f^ter feigen werben, bi$ 
auf 9,0001 genau. 

S3ir wollen nun omiell^men ^^ a fet wieber ))ofttit>, aber nidl^t 

mebr \>dn ber Sorm ~ . 3n biefer SSorauSfe^ung wollen wir btird^ 

m 

m unb ii=:m+i bie betben ganjen ^a^n bejeiclinen, weldbejus 
nd4)ft -Keiner unb größer ftnb, atö — , fo bafi: * 

a 

'.■«.- 

J- 
wo ft unb V Bal&Ien jwifdi^en « unb X ftnb. ®et ?(u8bru<f (r + a)^ 
wirb offenbar jwifdS)en; • 



(-:)^l0--l)t 






unb 



(-vf=l('--^) 



II 



Hegen, unb ba blefe beiben «uSbriicfe A +1^") A-f-Vlfit 

ins Unenbltdi)e abnel^wetibe SBertl^e t)^n«/ ober f&r ik^imbig wo^ 
fenbe^ert^e toon m unb n gegen bie ©renje e cosiHigiceii/ wÄ^ 
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renb jtc^i (l + — ]vf l + -y bet ©renje 1 unbefiimmt n%m ; 
fo folgt/ baß ieber ber TttxSbxüdt : 



(-i)M-0 



OL 



I 

unb tttitbitt a\x(b ber äwtfd&cxi innert liegenbe TtuSbrucf (!+«)« 
gegen bu ®renje e cont[)ergiren toirb. . 

©nblicb wollen wir fefeen/ a werbe eine m^atm ©roße. ©cfet 
m<)n in biefer ^9))otI)efe 

wo ß eine j)ofttit)e ®r6fie ijl , bie felbjl gegen' OTuU conwrgirt ; fo 

ftnbet man: 

• * * . ' 

(1+ä)^=:=(1.+ ^).^«:: (l + ^)/?j •, 

itrib tnbem man ju ben ©renken (ibergel^t: 

(1) lim.(l + a)«=e =e. 

^ie &ogaritl()men / welche auS bem @9{leme genommen ftnb, 
beffen fi3a{t6 e ifl/ beigen neperfcf^e ober^pperbolifc^e. 9Bir 
woQen fte bur^ ben S3ud){iaben 1 begeidS^nen/ wdt)renb wir ben 
S3ucb|taben L gebraud^en wollen / um bie au$ irgenb einem anbern 
®9{ieme/ beffen fi3^{tft A i^, genommenen Sogaritl()men anjubeu« 
Un. Diefe« üorauögefei^t, fo ijf offenbar le=l 

j Le le 1 

mt> femer folgt au9 ber Sortnel (1): 

(») ■ bml<i±^=l, (4)Kn..Il(i±^>, =Le. 

SBenn bie fuccefjtuen / fel^r fltxn angenommen/ numerifd^en 
SBertl^e ein unb berfelben Derdnberlidl^en ®rif e bergefialt abnebmen/ 

Jaf fte Keiner werben/ aK iebe gegebene 3abl; fo wirb biefe t)er; 
nberlicbe ®r5ie ein fogenannteS unenblicb ^(eineS ober etnc 
unenblidb (leine @r6$e. Sine SSerdnbertic^e biefer %tt bat 
SttiQ jur^hnje/ unb in ben t)&rberge]^enbeii Stedi^nungen war a 
eilte fol(t^e ®ir(0e. ^ 



SSenn He fucceffiDen $a1)Untotxi!l^z einet m\> berfelbtn Detwn^ 
berlid^eti ®r6fle immmer großer unb grö^t n>er^en, fo ba| fit 
Srö|er toerben/ afö jebe gegebene 3al^l; fo fagt man, bafi btefe 
t>eranberltcl^e ®r6ße bad poftttbe Unenbltd^^/ u>el(|^e& burd^ 
baö 3eic|ien co aftgebeutet n>trb , jur ©ren^e bat / toenn bon einer 
jpofitiüen 85erdnberIicJ;en bie Siebe ijl, unb baS burd^ — co be» 
ieidi^nete negatit?e Unenilxd)t, toenn bie SSerdnberltdl^e nega^ 
tit> ifl. (iim folcl^e war bie oorl&tn gebraucl()te'mdnberli4)e äal^l m 

SSenn ba^ SSerl|)d(tni|i jweter unenbKcb Üetnen ®rö0en gegen 
eine gegebene ©renxe conoergirtf todl^renb jebe oon tl^nen ft^ ber 
9lutt ndbcrt; fo ij! bie erwdi&nte ®renje baS fogenannte lefete 
SSer^dltnifi biefer unenbticb f leinen @ri$en. ^og. IB. tfl bie 
@inl^eit bad le^te SSerbdltniß oon sma unb «/ he baö le^te 
SSerl^attmf oon L (1 + a) unb a, ic . . . / toenn a unenbltcl(> Hein ift. 

SBenn oerdnberlid^e ©ro^en fo mit einanber oerbunben ffnb, 
baf/ toenn ber SEBertl) einer oon il^nen gegeben i^, fid) bie SSert^e 
aller übrigen barauS ableiten taffen; fo benft man fiö^ gewo^nlid^ 
bicfe oerf^iebenen ©rogcn oermittelft biefer einen, toeld^e alSbannbie 
iinabl)dngtge SSerdnberlic^t genannt wirb, au«gebru(ft, unb 
bie fihrigen/ burd^ biefe unabl)dngtge SSerdnberlid^e auSgebrüdten 
®r6ßen toerben gfu netto nen berfelben genannt: 

SBenn oerdnberlic^e ®rogen bergejlalt thit emanber loerbunben 
finb/ ba§ man, toenn bie SBertbe einiger oon i^ncn gegeben pnb, 
bie aller übrigen barauS ableiten fann; |o benft man. :)|cb btefe oers 
f4)iebenen ®roßcn burcfe ntc^reve oon tbhen , weidet atebann u ns 
abbdng^ige SSerdnberlic^e genannt werben, auSaebrüdft, unb 
bie übrigen^ mittetji biefer unabhängigen SSerduberui^en < auäge« 
briidften ®r6ßen \)zi^tn 5?u"ncttonen berfelbert ^Serdnberlid^en. 
SDie oerfd^iebenen iu§brüdPe , wcld^e bie Algebra unb' ^rtgonomes 
trie liefern, finb, toenn fte SSerdnberlic^e enthalten, bie atö unabs 
^dngig oerdnb erlief betrad^tet toerben, eben fo oiele S^nctio- 
nen biefer SSerdnberli^en. @o finb j. S3. 

L (x) , sin X , etc . . , . 

Functionen ber SJerdnberli^en x, 

x+y/ xy , xyz etc.... 

Functionen ber SSerdnberlic|)en x unb y ober x , j unb z , etc . . . . 

SBenn Functionen einer ober mehrerer SSetdnberltdben unmit- 
telbar burcb biefe SSerdnberUd^etiaul^ebrüdft finb, toie in ben oo^ 
rigen SScifpielen ; fo nennt man pe enttoidelte Functionen. 
SBerben' aber blof bie 9lelatt«nm .^toifc^en 'ben: Simctionen unb bett 
SSerdnberitdf^en angegeben, b. b. btr ®{etd^\itigtn , toelcf^en biefe 
®rj|en jgenitgen muffen; fo beigen bie Functionen, .ba fte nicbt 
unmittelbar burd^) bie SSerdnberli^en au$gebr&d(t toerben, fo lange 
bicfe ®leidt)ungen nid^t algebratfd(> gelofä ifinby oertoidfelte 
Functionen. Um fte ju etttwidEelten ju mad^en, brandet 
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man nnr bie ®I({(|>ttitgcn au^ttl6fcR/ xotU^ fit btpamtn, mos 
ftrn MefM miglUf^ ift, 3. ß. toenn y (ine tard^ ttc ®(eM)URg : 

L(y) = x 

» 

b0mmU, umidtitt gunctton toott x ijl, unb bie fBafid be§ To- 

!|ant()mtf^en @9Jlemd/ xoelc^eS man 6etra4)tet/ A genannt n>trb ; 
t{i btefe Function, xotlä^t bvud) Kuffifung ber gegebenen &UU 
ä)uni eine entwldelte lotrb: 

SBenn man eine entotdPelte Function toon einer S3etinberlt(|>en 
X, ober t>on meutern Serdnberltcben x, y, z... beiet(f[nen lotD/ 
ebne bie Statut (Sonn) biefer Function {U befHmmen; fo gebraucht 
man eine ber IBe^etc^nungen : 

f(i)/ F(x), <j5(x), xW. *W etc.... 
f(x/yiB.,0/ F(x,y/a«,.), <j>(x^y,x...) ete,.. • 

(S& {fi {tpecfmd^tg, unter ben Functionen einer einzigen Ser^ 
dnberlic^en bie foaenannten einfacben Functionen, wel^^e al§ 
aud einer einitgen, mit ber Serdnberticben t)orgenommenen 
£)peratton entjle^eno gebacbt werben / Don ben Functionen ju unters 
fcbeiben , bie mm al$ 9tefultate mebrerer jDperationen betrautet, 
unb jufammengefe^te Functionen nennt. 

l&ie einfachen Functionen, xotld)t au§ ben Operationen ber 
IClgebra unb Trigonometrie ^ert>orgcben ({tebe algebraif(be tSnalp^ 
{t9 dap. I.) , f 6nnen auf bie folgenben rebucirt werben : 

a+Xf a— X, ax,-, x*, A^, L(x), 

X 

sin X, cos X, arc. sin x, arc. cos x, 

n>a A eine conftante 3abt/ a=±A eine conflante ®ri0e, unb L 
einen Soaarit^mud aud bem ©pfleme/ beffen SßafiS A i^, anjetgt. 
910^ muf bemerlt werben, ba$ wir, infolge ber in ber alge^ 
braif4^en Xnalpfift getroffenen Uebereinlunft, burcf^: 

arc. sin, x , arc. cos. x , arc« fang, x , arc. cot. x, 
arD« 80C. X, ace. ooseo* x 

nidt^t einen feelit bigen Sogen , wooon trgenb ttne trigonontetrifAe 
Sinie »«x tft/ begeic^nen ; fonbern nur ben unter t^nen, weld^er 
ben (leinfUn numertf^^en t&ttüi ^'at; ober wenn biefe Sogen ij^aar- 
weif^ B^^^ unb oon ent^egengefebtem Seiten ftnb, benienigen, 
weÜ^r ben (leinfien YofUiv)en SBertb l()at W&tifia werben arc. 
•in. X, acc« cot x, arc« coscc x Sog»:n fein, welcf^e )wif4^eii ben 
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®renjen , + — lügen i wb arc cqä. x/'arc. aec. x Sogm 

jwtfd^en bert ©renjif ti 6^ unb tt. 

jD!^^ Suncttoaen t>on ^uQcttoticii ftnli fQ(4ie, tpelc^^ 
au§ meistern fuccefltoen £})perattonen tnt^d).m, räo bie erfte Cpe^. 
tatian mit ber ueranberHcl^^en ®röfe^ unb {ebebet fibrigea mftbem 
Stefultate bec toor^erget^enbm rpetation boracinommen tpivb. ®(> 

finb j. »* . 

Suncttonen t)on Functionen , n)ot)on iebe aü8 jwei fuccefftDen IDpt* 
rattonen entließt. 

Die ^ufanrniengefelten {funcftonen untevfd^eiben ft(^ bur^ bie 
9{atar btt £)perationen ^ n>cl4e ffe erjeugen. (3ig febeint/ ald 0b 
man eigenlKcb öWe guncfeonenf »el^e auft «{flebwiifdS^en iDpewitfo* 
nen entf)>tingen / algebratf(!^e nennen mäfte; aQein man M 
btcfe fiSenennung t)oriug§tt)etfe nur für folcbe Functionen beibebal- 
ten, weUbe bur^i ^ntpenbung ber erflen a(gebrat(di^en JD)>erattonen/ 
b: b. buriS> «bbitton/ ©ubtraction^ SOlultipIication ^ ©Ivifton unb 
Srbebung ju betttmmten ^otenjen gebtlbet toerben. So balb eine 
Function einen üeranberlic^en @fponmUn ober Sogarit^men tnt^ 
Wtf befommt fte ben 9lamen Sicponentiah ober Ugatitl!)' 
mifcbc Function. 

S>te a{gebraifd[)en Functionen werben in rationale unb ir^ 
rationale einaetbeilt. X>k rationalen Functionen ffnb bie, in 
xotl^tn bie t)eranberli(|^e ®röfie nur ju ganzen ^l^tentun et^öbett 
t>orfontmt. 3n^befonbere nennt man jiebe^ ^(vnom / xotUfye^ nur 
ganje ^oten^en ber SSerdnbtrltd^en enthält/ i. 83. 

a-|-bx + cx'+etc.... . r.: « 

eine ganje ^nction , tmb ber Guottent jweier f ol*er ?>ot9- 
nome bei^t etne gebrocüiene Function, pbfr avü rjiflonaler 
IBrucb. 2)er ®rab einer ganjcn Function t>on x ift ber (ipcbfle 
er})onent )»en x, weld^er barm iN>rlmmt SXl flanti g^itfoii' 
M erflen ® rabeS i ndmlid|^ : 

a+bx • 

: • . ' • :. ••■''' 

Hift eitle lineare Fimction, toet^man fUb ikttt bei benTTttKn? 
bttn^en .auf ®tometrie ^m iDarfieUung ber Orbinite mit gtrabcA 
Sime bebient. 3ebe ganje Function tfl ba^tt, fo wie mdf itbt 
gebro^yene , rational / unb jebe anber^ Tixt algebraifc^er Functionen 
gebort ju^ben irrationalen. 

3Die Functionen, »elcbe bur4][ bie ß»)eratipnen ber Srigonoa 
metrie erjeugt twerben, l^eißen trtgonoinetrtfci(>e ober Äreif« 
Sunctionen« 

2>\t t)erfc^iebenen 9lamen , weld^e xok f6 iUn »en üufstmiiMiii* 
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^etnet mu^ ffiet nod^ betnetft toetben / baf in bet 
Ueberfelung an bie ®tette einet 9tote bon (San^i^ übet 
bie 2Cttflöfund ber ©tei^ungen bie Soutietfcj^e %af> 
löfungametl^obe bet ©lei^ungen/ ha {te ben SSotjud 
berbient^ unb ft^ an bQ& ftä^et SietQttcoQem eben» 
faUa fe^i: gut anfd^tie^t/ gefegt ifl. S)ie ^uflöfung 
bei: ^tei^un^en mufl atö eine bei; n>i(!^ttd{len ^tt>en« 
bungen bet «E)iffet:en$iatte^nun0 angefel^en xoetbrn, unb 
bedwegen f onnte ed ni^t unjwetCmdf ig erf^einen/ bod 

SBefentti^e bon ^OUrietö Analyse des Kations 

in ^orm eined ^nl^anged bei^ufägen. ^nUi^t ifl no^ 
ein bon ©tutm entbetEtei: |)d^{i n>i4>ttdet: eel(^tfa^ 
bewiefen^ benatttelji be(fen man bttect he^immm (onn/ 
tt>ie biete teette SBSut^ eine gegebene ®(etid^nnd h^^ 
fd^ gegebenen ©tenjen |)at^ mUl^ ou^ in ^tttiet'9 
asetf e feldtte. 
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TidfU »ovlefung. edte 

Gntmidcbtnd einer teeSen Sunetion oon x na^ ben fMdenben ttnb ganien 
|)otensen ber SBerdnbecli^en x ober ber ^iffereni x— a, in welker a 
einen befonbem SBert( bicfer Ber&nberlidden be^ei^net 68 

' 9lettnte Sorlefung. 

iKac(attrinf(||er unb Sa^lorMer 8e(rfa( 80 

Sel^nte SBotUfung. 

siegeln ftber bie Gonoergen} ber Steiften. Vnwenbung biefer Siedeln onf bie 
!Olactaurinf(^ unb Soplorf^e Gleite . * 91 

Slfte Sorlefttttg. 

Son ben 89ert6en/ toeldfte bte Functionen einer einzigen oerdnbertiilften'Grbfe 
belommen/ wenn biefe JBerdnberlid^e imagindr wirb 105 

^ 3w6lfte »orlefung. 

SDififeren^iale unb abgeleitete Functionen ber oerfd^iebenen Drbnungen f&r bie 
_^ Functionen einer einzigen imogindren oerdnberlülien ®rbf e «... 181 

ibxtxit^nit S^orlefttng. 

Slelationen/ welci^e {wif^en ben Functionen einer imogindren JBerdnberli^en 
X unb i()ren oerfc^iebenen jDifferenstalen ober abgeleiteten Functionen 
flatt ^ben. Gntwidelung biefer Functionen nad^ ben fteigenben yo^ 
tenjen oon x; ober ber ^Differen^ x~a/ in welker a einen befon« 
bern SBertf» ber IBerdnberitdSfen x beseid^net • • 140 

Sterjel^nte SBorlefung. 

tteber bie 2(u(l6fttn^ ber algebraifc^en unb tranicenbenten ®lei4iungen. Sev^ 
legung ber ganzen Functionen in reelle F<^ctoren bed erften ober iwei« 
ten ®rabed • . * 151 

Sunfiel^nte Sorlefung. 

(3nt»i(tetung einer Function pon jl, wel(fie f&r x=s=a unenbli^ wirb/ 
na(|f ben jteigenben |)oten}en oon x— a. Verlegung ber rationalen 
»rft^e. 188 

@t6)iitf}ntt SSorlefung. 

2)ijferensiale ber Functionen mehrerer oerdnberli(|fer ®rb|en« VartteOe dbs 

geleitete Functionen unb partielle ipifferensiale 106 

&xthit1)ntt Sorlefung. 

Oebrau^l ber partiellen abgeleiteten Functionen bei ber ^DifTeren^irnng bec 
iufammengefetten Functionen. 2>i1fereniiale nnentwidtelter Functionen. 
Se^a( Pon ben homogenen Functionen 908 

Xcl^tjel^nte JBorlefung. 

SDif ereniiale ber oerfdlfiebenett Orbnungen fbr bie Functionen me^er 19er» 
.4njberli4)(i^ Qrbfen 
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9ltunitffnU iBovIefung. 

fRc^obe |nt einfachem SefHmmnng bcr ZctaiJbifftcmifaU meieret imob« 
(dugfaet Se(dnberl{4»er. epmbolif^e fBklBt^e biefec S)iff»en|iale . 2U 

ätoanjigfie SBovlefung. 

«fttttiKi nuD winunii o€v g unctwu tn ntt tnf^ccsfs Dcvatnccitiocii wofoi • 

Sin unb iwanjtgfte Corlefung. 

Son ben Sebindunoen; wett^e ecfftlie tonten mAffen/ bamit ein Sotalbiffe^ 
renjCat baS Seiden ni^t dnbert/ wenn bie SBertfie bey iDiffetenstale 
bec unab^dngigen Serdnberlidtien gednbett »erben 

3n>et uni stoanjtgftt CotUfung. 

0ebr<m4 bcv imbefKmmten gactoren bd ber Seftimmnng bet StojEima itnb 
Sltfnima ' . . 



2>Tei unb in)an)tgfle SBorlefung. 

ittttofahlund bc€ Sunctionen von me^en iMtdnbecii^en ®cbfeti# Huis 
bebnuna bei Saplorfcden £ebrfa4e< ouf gnnctionen biefer Vrt • • . 2A4 

2(n][>ang. TCnflifung ber beftimmten ®Iet4)ungen. 

. erjter %b\6)nxtt 

» 

SRet^obe suc Seftimmung |wetet ©ren^ jeber reetten SBucjet unb |ut tUu 
terf4)etbund ber imagindren S&urjeln Don ben reellen 261 

§ 1 unb 2. ®ttbfUtutian mebrerer 3ab(en in bie guncttonen / toeld^e 
burcb fuccefltoe iDifferen^irung gebilbet werben. 3ei(!^enretbe ber 
SlefuUate« 3abt berSetddenwed^feli »eldde fuccefftoe oerf(^iotnben/ 

wenn bie fubfittuirte 3a^ oUmd^ti^ t>on — -- bil «fr «nd^ft . Kl 

§ S. 2){efer @ai finbet au4 bann ftatt/ wenn bie fubflituirte iatjH 
mebrere mittlere Functionen 9erf(f)wtnben ma^t 

f 4. ^efer 6a^ gibt au^ fär ben gaU gleid^er föurjeln . * . . 

§ 5. dr ftnbet audd bann ftatt/ wenn biefelbe Ciubflitution mehrere Sun« 
ctionen in Derf^iebenen Steilen ber bleibe oerfdftwinben ma^nt . • 

§ 6. VttS biefen @d(en erhellet/ wie bie SHei^^e i^re Sei^wec^fel oer« 
liert/ ienad^bem bie Sßurieln reell / gleii^ ober ungleidli/ ober imo« 
gindr ftnb 

§ 7. 2Cttgemeiner ®a( ober bie progretßoe Xbna^me ber Salj^lber Seiten? 
wecftfel .' 

§ 8. Vnwenbung biefed ®a6e< pr IBefUmmung ber Tüt^tfl ber SBur» 
leln einer ®lei^ang ^wif^ien }wei gegebenen ©renken . . . : 

f ü. ^er jDedcarteöf^e Se^rfaft Aber bie 3a^l ber po1ttit>en ober nu 
gatioen SSurjeln ift eine S^ldtning aus biefem ^a(e .... 261 

§ 10. VuS bemf^ben ®a(e erbellet/ in wel((ien SnteroaOen bie SBur« 
leln allein gefugt werben mAffen 

§ 11. Siegel iur IBeflimmung b#S Set^cnö^ welkes man ben oerfd^win« 
benben gunctionen beilegen mu^. $Bei(piel biefer Siegelbeöbo^x? 
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(UoenMu^ Ibinen @ti%tn, totld^f fo atoxbntt üttb, baf i^reJDib« 
nunQiiaWti eine fieigenbe Steige btlberi/. po^ti^, ober negatb 
ijl, für fe^r Iletift äBertbe ber Sap i, ienac^bem bad erfie ©lieb 
biefer Steige pofttto/ ober negativ tji. 

E^r0att3. ^H einem beliebigen @9fleme ifl bad 
9>robuct i^eter unenblid^ ((einen ©rögen bon ben 
jDrbnungen a unb b, eine anbere unenblicb ftetne 
®r6{ie oon ber jDrbnung a+b. 

beweis/ 68 feien wieber i bie S3afi8 beö betrachteten ©ps 
1iem8 unb I / J bie gegebenen ®rif en ; bie erjle Don ber IDrbnung 
a, bie gtoeite t>on ber £)rbnung b. £)ie beiben SSerl^dltniffe : 

I £ 

werben iebeömal 9luU jur ©ren^e l^ben / wenn man r < a , s 
< b fefet/ unb baö Unenblid^e, wenn mein r > a^ 8>b fe^t; 
unb baffelbe gt(t von bem |)robucte : 

L i.=Li 

ir • is it+s- 

hieraus folgit offenbar / bafi bad SSer^ttnip : 

I,J 

für r+8<a+b 9lufl/ unb für r+s>a+b ba8 Unenblicbejur 
©renje l^at. 2Clfo iß bad ^robuct I. J ein unenblicl) kleines Ux 
äDrbnung a+b. 

2(nmer{. 9Benn einer ber beiben ^actoren eine enblid^e ®rife 

würbe / fo würbe ba8 ^robuct offenbar Don berfeiben iDrb« 

nung fein, att ber anbere gactor. 
3ufal^. 3n einem beliebigen ®9fleme i^ ba8 ^robuct 

me^irerer nntnblid) Üeinen ®r6ßen toon ttn IDrbnungen a, 

h, c . . . ein anbereS unenbltd^ AleineS loon ber jDrbnung 

a+b+c+.., 

£edt0at| 4. SBenn brei unenblid^ {leine ®r6pen 
fo bef^affen finb, ^a^ bie jweite Don ber örbnunfl 
a tjl/ wenn man bie erfte jur S3afi8 nimmt/ unb bie 
britte Don ber £)rbnun£[ b, wenn bie jweitejur S3a$ 
fi8 genommen wirb; fo tft bie britte in bem @9fteme, 
beffen S9aft8 bie ttftt ift/ Don ber jDrbnun^ ab. 

Äewei*. 68 feien i, I unb J bie brei gegebenen ®röfien/ 
fo ba§ bie beiben SBerbdltniffe : 

i £ 

Sflutt jttr ®reftu i^aben/ wenn triän jugtric|> r<a, ä<b fefet, 
unb ba8 Unenblt(|)e, wenn man sugleid^ r>a/ s>b fe^t; fo ifl 
flar, baß boS. 9Hobttct: 
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für rs<ab yiixU, unb füx r8>ab baS Unenblid^e jur ©rettAe 
^at/ unb baf folgltci) J ein unenbltc^ .filetneS berlDrbnung ab %% 
wenn i iux Säa^^ genommen wirb. 

3ufa^ 1. S)a§ SSer^dltntfl jn>ifcl[)en ben jDrbnungen steter 
unenbltdl) Iletnen ®r60en J unb I bleibt immer baffelbe ; xoai man 
avi(b für eine IBaftS' annebmun mag/ unb. btefed SSerbdltniß tfi 
gleich ber Qa\)l b, weld^e bte SDrbnung ber erflen'®riße auSbr&dt, 
xßtm man bte gmeite |ur 93a{td nimmt. S<'t9li4)^ wtnn mm, noc^- 
bem bte Orbnungen mehrerer unenbltcb fletnen ©ro^en beflimmt 
ftnb / ^r etne getoifTe f&a^ biefe fiSafid iier&nbert ; fo werben bie 
t)erfi^tebenen OrbnungSjablen aü^ jHgleicl) in bemfelben SSer^dlt» 
niffe toergröf ert ober terflcinert. 

3ufa| 2. 9Birb angenommen, baf ftc|) im eeM<t| 4. bie 

eWfle J auf i wbttdte; fio iji ofenbar ab=l , b = — . S^Iglic^ 

a - 

tfi/ Yoenn in bem @9Üeme/ beffen 93a{tS i iß/ bie ®r5fe I ein 
unenbli^ itleine^ ber ^DrbJtung a {{1/ bie @r6fie i in bem €9^ 

1 

ffeme/ iwel^^cS bie ®r6f e I jur 8Ba^§ l^at, bon ber ©tbnunfl — . 

SSenn j. S3. I, al$ Function t)on i betrad^tet/ ein vmttAlv^Midi 
ned ber erften SDrbnung ifi/ fo fami man baffelbe t>on i, als 
Sunction Don I betrautet / fogen. 2)er {weite 3ufa^ mit bem er:: 
nen^erbunbeu/ fu^rt ju bem folgenben. 

3ufa^-& ?Bmn swei unenbiic^ Ket»e ®rifcn fo befcl^ffen 
fiab ; bofl / wenn bie eine ^m jBaßS genommeii wirb / bh anbete 
tmn .ber crfien £lrbnun^ iü ; fo Ideibt bie £)ibnungigal^t itoenb f is 
tier beliebiigen ®r6ie btefelbe fn ben beiben^^ Spftemen^ vowt)t fene 
fcetben gegebenen @r&iefi gu Uftm fSa\m ^aben. 



, : .j .' 






@rfte SBotlefttttQ. 

©egenflanb ber S)ifferen2ta(i:e(I)nung. abgeleitete ^ncttotien 
unb jDiffei:e»3taIe ber Functionen mit mtx 
' t)erdnbei:li(i()en ®ripe. 



SBenn x, y, z... t)etÄnbetItc^)e ®r6ßcn ftnb/ wefcfte einer 
ober mel[)rern gegebenen ©leic^unaen ®en&ge leijlen muffen; fo 
nennt man ©tpßen, beren 8Set()attmffe ben U^^Xzn SSetbalt» 
ntffen ber unenbK^ Weinen Sncremente gleid) jinb/ n^eldd^e Diefe 
Sßecänberli^ejn gUi<^ieittg annel^men I6nnen, 3)iffereqii4le .t>eit x, 
i»on 7 / t)on z etc . . . unb 6e}eicl[)net fie t)ermittelft bed 93u(i[){la' 
benS d burd(^: 

dx r dj ^ dz . • . • 

^et ©eflenjianb ber ©ifferenjialrec^nung beftebt barin: btc 
SJetbdltnlffe ber ©ifferenjiale dx, dy, dz..^ 5U bes 
^Sx^mtiXf tvenn man bi^ Stelatt^nen lentttr welche 
jwifcben bcn jBerdnberlid^e« x/y, z... ftattflnben; 
ober x^^ baffelbe ift: bte legten SSer^dttniffe ber otnenbs 
Utb. lleintn ©iffetcnien Ax, Ay, Az... b. b- ber um 
enbli'db f leinen unb fintttUanen Sncremente t^on x^y, 
z... ^u befttmmen. 

um bie {Begriffe ju ftjriren/ nebmen wir ^xi, ba^ man bloß 
jwei SSerdnberlid^e betrachte; nämlicb eine unabbdngige SSerdnber- 
liebe X unb eine burcb: 

y=f(x) 

bejeicbnete Function t)on x. 

SBenn bie Function f (x) {wif^en jtoei gegebenen ©renken ber 
SSerdnberlicben x continuirlic^ bleibt/ unb n)enn m(X({, ber SSerdn-- 
berlicben einen jwifcben biefen ®renj^en liegenben SSertb beilegt; 
fo wirb ein ber SSerdnberlicben ertbetlteS unenblicb fleine^ Sncre^ 
ment aud^ eine unenblicb fleine SSerdnberung ber Function iur golge 
baben. 2Clfo werben/ wenn man Ax=i fefet/ bie beiben ©lieber 
beS Sifferenientoerbdltniffeft: 

(1) Ay_ f(x+i)-^f(x) 



■^ 
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mMxä) Reine ®r6f en fein, ^er xoüfyxtvb itd^ tiefe beiden ®liec 
bet unbeftimmt unb 'gletdS^jeitig ber ©renje 9tuII ndbem, wirb ibt 
Serl^dltnt^ felbjl gegen tint anbete ©ren^e^ |[e fei pofitit) ober ne^ 
aatit), ct)nt)etgtren tonnen, xoüü^t baS lej^te SSetl^dltnif bet unenb? 
\\i) Mnm S)tfeten^en Aj^^x fein tt)itb. 2)tefe ©tenje, obet 
tiefet lefete SSet^ltni|i, f)at, xotnn e8 erfflitt*), f&t jeben ^»atticus 
Idren 93ettl^ t)on x etnen beftimmten ^tttf) ; abet e8 t)atiitt mit x. 
©efet man j. 85. f(x;)=x"»; wo m eine oanje ^af)l bejeic^^net; fo 
iji ba$ SSerbdttnifl Jti'ifd^en ben unenbßd^ neinen Siffietenjen : 

(x+ i)5i1f^ » . I m(m — 1) „ „. , I •« , 
— ! — ±=J^ — =:Bix»-*-| ^^ i x"»-2i + ...-j-i»r* , 

i ' 1,2 

unb eä »itb bie ®t6ge mx™-* uit ©tenje b^b^n, b. b- «ne neue 
Function bet SSetdnbetlid^en x. S)affelbe toitb im tSQgemeinen bet 
Sau fein; nut n)itb bte |$otm bet neuen S^nction, toeldl^e bie 



*) jDiefe ®rei»e tt>trb im 2aiaemefnen immer eine enblt4)e unb beftimmte ®t6$e 
fein/ unb fann nur. för etn^lne Sßert^e Don x 9lua ober unenbli^ »erben $ 
aber ntd^t fortmdbrenb t>on einem SBert^e x=a btö ju einem anbem x==:by 
loie fiein bie ^Diferenj b— a au^ fein mag. «Denn bie SBert^e a unb b 
oon X fbnnen tmmei;fo gewd^tt werben r baf f(a) unb f(b) csbliAe unb 
bcflimmte ©rbfien ftnb/ unb baf f(x) t)on x=a bid x=b bef^dnbig 

wft^ft obet beß&nbid abnimmt. <Si fei ^x= , mo n eine polttioe 

n 

dQn)e 3<)i^nfi/ Ut beliebig grof werben fann/ fo baf/ wenn n unenblidE) grof 

»irb/ ^x=si ober unenblic^ Kein wirb, ^iht man nun x fuccefttt)e bie 

"*--**"* a/ a+^x/ a+;8^X/....a+(n— l)/ix> fo erfidtt man fftt 



bie correfponbfrenben SBertl^e beö SBer^dttniffe« --—^ 5?; 

f(a4-:;/x)->f(a) f(a +a^x)->f(a+^/x) f(a^>8i^x)— f(a.|>2/^x) 
^x .^x .^x 

f(a + n-^x)— f(a+(n— l)/ix) 

■ -^ • (ä) 



• • • • 



Ciiffe ®cbf eti %^\>m nadb ber S^rasdfelnng ade boffetbe ^i^tn t unb idre 
^mme ifi offenbar : 

f (a + n 2i x) — f (a) f (b) — f (a) 

s=n. — r . 

^x b — a 

8ie fbnnen ba^^er ni^t alle lugleid^ grbfec oba fieiner fein aU 

«e ««|*e m* bc(Hm«te «,ft<K t^^ill^ß^, «* »«« man n n^m 

b — a 

gtof / alfo ^f X unenblidfi fleiU/ =i fegt/ fo erlEieUet/ ba| bie Sert^e beö 

»erbdOttiffe« ^(^'*"^— ^W ^^^^^^^ ^^ ®renjen a ttub b nidjft aViz 

9httl ober unenbli^ grof fein fbnnen. 

2Cnmerf. b. tteberf. 
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®rcnje Ui SBct^dltnlffea ^^'^'. . tjt , tjon bcr gorm ber 

1 

geacbcnen y = f(x) abijidngtg fem. Um biefe 2Cbl()dn3t9fett auSju^ 

brudfen, gibt man ber neuen Function ben Slamen abgeleitete 

(berivtrte) Function, unb beieicl|)net jie toermitteljl emeS Ttccttd 

' f ober r(x). 

S^xttnad) ftnb bte Stfferenjtale dx^ dy ber unaK 
gängigen SSerdnberlic^en x unb bet gunction y=f(x) 

fo oeto dielte ®xb^tn, ba^ x'fyx fStx^ altni^ -^ mit bem 

dx 

legten S3erl()dltntffe bet unenbltc^ fletnen ®tr6^en 

Ax, Ay, b. l). mit ber ®renje y'=r(x) be$ SSerJ^alt- 

tttffeö — ^ überetnjlimmt. 

Ax 

£)i(fe S)tferen}iale finb mit einanbe; burd^ bte ©leid^ung : 
(2) ll=y' ober (») dy=y'dx 

dx \ \ 

toerbunbe« , »eldl^e man aud^ unter ben formen : 

(4) ^=r(x), ^5) df(x)=r(x)dx 

dx 

au^brudPen tann. 

3laö;) ber ®letdS)ung (2) ober (S) ijl ba8 ©ifferenjtal dy toolfc 
ftdnbig beftimmt, fo balb man bie gorm ber gunction y^=f'(x) 
unb ben Sßert^ ber ©roße d x beftimmt l)at 3Ba§ ben wtxtb bie? 
fer legten ®röfie anlangt, n>eld^e ba$ S)ifferemial ber unabl^dngig 
t>erdnberlic||)en- ©röfie au6bru(ft; fo bleibt biefelbe ganj unbestimmt 
unb beliebig / unb man f ann jte einer conftanten mVl\a)tn ®xi^t h 
gleid()fel^en / ober fte and) atö eine unenbli(l[) fleine ®ri^e be- 
trad^ten. 

tKuö ben ®let(l()ungen (8) unb (5) folgt, ba| bte abgeleitete 
Function y'=f'(x) einer beliebigen gunction y=i(x) genau gleich 

T^ ift/ b. ^. akxd) bem SSerJ^idltniffe jwifdf^en bem 2)ifFerenjial ber 

dx 

gunction unb bem ber t>erdnberli(IS)en ®r6fe, ober tomn man xviü, 
bem Soefpcienten, inx^ wdä)tn man boe le^t genannte ©ifferen- 
jial multipliciren mufl, um ba§ erfte ^u erl^alten. 2(u8 biefem 
®ruttbe gibt man ber bertvirten gunctton juweilen ben Kamen 
©ifferenjialcoefficient. 

,^ (Sine Function bifferenjiren b^i^t ibr Sifferetnial ftnben. 
£)ie SDperation, buxi) welche man bifferenjirt, b^tft ^ifferem 
jirung. 
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Sie bcmtrte Function f^^-r- ^^^^ '^^^ gefunbeu/ noenn 

dx 

man f&Y y eine ber einfachen Functionen tmmi : 
a+x, a — X, ax/ — , x*/ A*, LCx), 

X 

siD. 3(, COS. x^ arc. sin. X/ arc. cos. x# 

tDo A eine confiante Zoi%\, a=:pA eine confiante @Yife Vin\> L 
ben bereclineten SogantJ^^muft in bem @9fleme i beffen fi3a{t9 A ifl,. 
bejetd^net.^ 

SRan ftnbet i. 8. 

a I Ay (a+x+i) — (a+x) , dy , - 

fury=ra+x, ^= ^ ^ ^ . ^ ^ ^ =1/ '^=y =1; 

Ax 1 dz 

Ax i 

dx 

f&ry = ax, --I===5^itVll^s=a,* y'=2===a; 

Ax 1 dx 

a a j_ 

, a Ay II — ^ a djr a 

1 

für y = 81D.X, --i.=r -_C0S.(x + 4l), 

£, Av 8111.41 - / I i*\ 

für y=3:C0S.X^ — i- = ;— Sliu(x + 4l), 

Ax 4l 

y'=-Zr«e: — siB.X=^C0S« | x4- -^ V 

Semer / fe|t man A'rsi+I unt ber&(f{t4lttgt t>te ffetmef 
(4) ber SSorertnnerungen / fo ftnbet mant ^ 

«i,._Ax Ay_ A'-i-» -A)C _ A' -i ,,_ l/.^r^ /" / 

tary_A,_ ______-A _--_-A , ,,„^^ , 



dx L(e> 

Snbttc^ ^at man, xottm man ber JEurje wegen— =a, unb 
für y = L(x); -!.= ^= V ^/ 

ilx 1 ; 

1 

_Ul+a) 1 ,_iy_Me). 
a X dx X 

Ax 1 ;: 

1 

=:^ 1 i x«-l = i-xa-l. 



a 



6§ tfl nun nodf fibrig , bte ©renje be^ SBer^altntffeS ber burc^ 
bte ®(et4^ung: 

mit etnanber t)erbunbenen , unenbUc^ Keinen ®r6f en a unb ß ju 
ftnben. 

^nn, ouft biefer ®(et(|^ung folgt: 

(Ö) al(l+a) = l(l+ß). 

2(u#erbem iji na^ ber f^ormel (3) ber SSorerinnerungen : 

l£±l)=(i+,), lü±£)=(i+,), 

too Y, 9 jtoet unenblicl^ fleine ®rifen beietdiinen. ^olglidt^ gibt 
bie ®(etc^ung (6): 

a«(l+y)i=ß(l + ^). 
n)orau§ folgt: 

« (1 + «) a 

iCa^er iil: 

för y=xs y'=jl=ax--». 

Senn man in ben Functionen A' unb L (x) bie ^^l A in 



bie 3a^l 6=2/71828182. ... . unb ben SBuc^fiaben L in ben Sind^s 
fiaben 1/ weldt^er bie ueperf(£^en Sogärtt^men beieid()net/ toematu 
belte; fo toixxit man ftnben: 

dx 

dx X 

S)te t)etf4)iebeuen i^or^ergel^enben Sormän laffcn ft(i() inNfol« 
gtnbe Ueberftd^t iufammeafleUen : 

ff 

d(a+x)=dx, (a — x)= — dx, d(ax) = aclx, dl-| = — a — 

d(x» ) = ax»-*dx, ^ ^. 

dA»=A»l(A)dx; de»^e»dx, 

(7)/ dL(x) = L(e)^, dl(x)=*^ 

X x 



d siu. X = COS. xdx s=sio. | x + — 1 dx . 

d COS. X = — siu. xdx=s — COS. 1 x + ^ I dx. 



S)a fie bloß für reeBc SBcrtbe t)on x aufaejiellt finb, tpelcben 
reelle SBettl^e ber ^inttv bem äBud&jtabeit d ftebcnben Functionen 
entft)rcdS)en ; fo mu^ x in benjenlaen Sormcln, welche ftd^ auf bic 
Sunctionen L(x), l(x) unb felbjl auf btc gunction x» bcjiel^cn/ 
wenn » ein äörucb t)on gerabem Sienner^ ober eine Jmttonalc 3a^l 
tjl/ pofittD angenommen werben. 

es fei nun z eine jweite gunctiotj t)on x / weldj^e mit ber 
Sunction'y=f(x) burd^ bie ®lei4>ung: 

z = F(y) 

öerbunben tft, fo tjl z ober F[f(x)] eine fogenannte gunöion einer 
Sunction ^er aSeranberlid[)en x ; unb .bejci^net man bie uncnbltdS> 
Meinen un\> gleicbjeitigen Sncremente ber brei SBerdnber(id()en x, j, 
z buxd) Ak, Aj, Az ; fo finbet man : 

« 

Ay_ f(x + Ax)--f(x) Az_ F(y+Ay) — F(y) 
Ax Ax Ay Ay * 

®tf)t'man nun ju ben ©renjen über/ unb fubflituirt benle^- 
tm SSerbdltniffen ber unenblicb rleinen Sncremente Ax, Ay, Az 
bie 8Ser^altnif[e btr ' ©iffer^Siale dxy dy, dz; fo fiinbet man einer 
@eitd bie ©ietd^ung (4) ober (d) unb anbaret 0eit^ bie gormei: 



(8) ?=r(y), obet (0) iz=^V(j)ij, 

dy 

ober xoai auf bajfelbe (linauet&uft : 

(10) dF(y) = F(y)dy. 

Sie ©leict^ung (10) tfi ber ^orm m6) ber ®letcbung (5) i^n^ 
li(!b / unb gibt ba6 SRittel an bie J^anb / eine Function loon j ju 
bifferenjtten / felbfi wenn j nxä)t bie unabl()dnaig t)er&nbevli(jbe 
(Srife tjl; bloß mit bem ttntetfcbiebe^ bafi baS S)i|feren»al dx ober 
ij , weldi^eS im ixoAim Sbeile ber Sileid^ungen ber beru>irten Sun» 
ction f (x) ober F(y) jum Soeffitienten bient^ in ber ®lei4>unfl 
(5) eine confiante Srige unb in ber ©leid^ung (8) bingegen eine 
t)erdnberli4)e ifi/ welcbe bem ^robucte auft ber con^nten (Sröge 
dx unb btr Function f (x) gleid^) iji. 

®ibt man ben ®lei4)un9en y=f(x) unb F (y) fuccefiioe t>er^ 
fcbiebene formen/ fo folgt wxi ber ®Iet4)ung (10): 

d(a+y) = dy, d(-y)=-dy; d(ay) = ady, d/'iW-^, 
dAl=Ayl(A)dy, dey==eydy, dL(y)=L(e)i[; dl(y>=^, 

y y 

dl(y.)=:^ = ^,d.H(yM = ^. etc... 

y' y y 

d(ax»)=aradx«=iii«x«-»dx, d.A^*=A»'l(A)dB*=« 

A»*B*l(A)I(B)dx. 

d. e€x=see»d(e*) = ee»e»dx, de»*=6»*dx* 5=2xe*'dx, 

, ji 1 doos.x 810. xdx 
d.sec.x = d ■ as ^» — / 

COS. X (cos. x)^^ COS.^ X 

« ji 1 dsin.x 008. xdx 
d.C0Bec.x=t=^d« -— = — --—-.=: _; — , 

810. X siD.^'X sin.' X 

* 

,, . . . dsin.x eos.xdx dx 

dl(S10.X) = — ; = — = 



sm. X sm. X fang« x 

,,. . dcos.x sio.xdx dx 
dI(cos.x)=s = — = ; etc. 

COS.X. COS. X cot.x 

£)ie erfie biefer gormeln jeigt/ baf bie «l^in^ufäguna einet 
Sonfiante |U einer Sunction weber baft jDiff^en$tal# nodb Bie obs 
geleitete Function Anbert. 
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SSermttteljt ber Sorittel (10) fann mM aui) let^^t ixt £)iffes 
renjtale ber etnfad()en Functionen x", arc. sin. x^ arc. cos. x be^ 
iimmen/ xotnn m<in bic ber Functionen l(x), sio. X; cos. x aU 
)efannt t)orau6tfefet; benn man finbct: 

für y=x«, l(y) = al(x), -Z=f^ , -Z =al=ax«-i; 

y x dx X < 

für y = ar c. sin. x , sin. y = X/ co8.ydy = dx, 

dy 1 _ 1 ' '■ 

dx co8.y . I^a— x» ' 

für y^=aic. oos. X/ cos. y=X; — sin. ydy = dx; 

dy ^ 1^ ^__ 1 ^ 

' dx sin.y f^i— x* 

man l()at alfo: 

(11) d arc. sin. x = / d arc. cos. x = — 



3n bcn gotmeln (11) mn^ man bie SSerdnberlic^^e x aK jwts 
f*cn bcn ® renjen — - 1 unb -f- 1 liegenb t)orau§fefeen , bamit bie 
Äuöbrüdfe arc. sin. x . arc. cos. x reelle SBSertbe bebalten. 

£)imbirt man bie beiben £l^ei(e ber ®leict)ung (9) bur^l dx, 
fo folgt barauS : 

^-y|f'(y)=f'(x)F[f(x)]. 

©iefe gormel bient jur SBeftimmung ber abgeleiteten Function 
einer Function t)on einer Function. 

3um @4)lufre bemerfen n)ir nod^/ bafi \i^ bie S^ifferenjiale 
jufammengefelbter Functionen juweilen eben fo leidet ftnben laffeu/ 
a(§ bie ber einfadl^en. @o ftnbet man i. SB. 

-. ^ sin. X Ay 1 ( sin. (x + i) t sin. x 
fury = tang.x=- , t^=- 7— r^{— 

cos, X Ax 1 I COS. (X + 1) 1 COS. X 

sin. i 1 ^J .^ ^ 



i COS. X COS. (x-|-i) dx cos.^ x 

COS. x' Ay 1 i COS. ^ +i) > cos. x 
fury = cot.x=-^ — , --^=T . r « 'N i "^— = 

sm. X Ax 1 ( sm. (x +1) ) »in* x 

sin. i 1 dy 1 



i sin.xsin.(x+]) dx sin.^ x 

unb bterauö folgt: 

für y=arc. tang. X, lang. y=X; ^^ — ix, ^=cos.*y — 



COS.* y dx 1+x* 
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f&r 7=:arc. cot. j, coU y = Xy 
«in/ y dx l + x' 



• ^ dx j dx 

dtang. x= — —, dcot. = ;- 



(13) 



COS.' x 



sin.' X 



arc. fang. x= -^-^ — ^^ d arc. cot. x= — 



1+x» 



1+x 



a 



3we(te l9SorUfund. 

4 

'SbcA S)tferensial ber ®umtne nte^reter Functionen ifl ^Uid) 

bei @umme if)ret: £)i{feten5ialc. Folgerungen and tiefem 

f)rin3i))e, S)ifferen2ia(e imagindrer Functionen. 



3n bet toorlj^etgeltienben^ SSotlefung "fyaUn loit geuigt, n»te 
man tte abgeleiteten Functionen unb S)ifferenitale ber Functionen 
mit einer etn^igen t)erAnberIid[^en ®xi$t bilbet / unb tooQen je^t 
bie über biefen ©egenftanb angefteOten ttnterfucf^ungen weiter ents 
tpicfeltt. 

66 fei U)ieber x bie unabhängig oerdnberlicbe ®r(f[e unb Ax 

ein unenblid^ Keines Sncrement berjfelben. fBejeidS^net man burdb 

s; Q, r, w etc . . . mel^rere Functionen i^on x ; unb burd!^ As , Au 

Ar, Aw.... bie gleicbieitigen Sncremente/ xotlö)t fit bdommtn, 

toenn x um Ax toddt^^ ; fo {tnb bie S>if erengiale ds ^ du / dr, 

iyf...., naö) ibrer Definition, refpectioe ben ©renken ber JBer- 

(altniffe: 

As j Aa , Av , Aw , 
dx, dX/ dx; dx etc... - 

Ax Ax Ax Ax 

Folglid^ werben biefe SDiffereniiale^ »enn mcai ber Stützt wt^ 
gen — - = a fe^t / an^ ben ©renjen ber fBerbdltniffe :, 

dx 

As Au Ay Aw 

a a a a 

fileicb fein. 

SUvLXi woUen wir iuoörberfi annebmeu/ ba6 bie Function s 
bie &vtxaxat aUer iibrigen fei/ fo baf : 

(1) s=u+v + w + ...; 

fo finbet man: 

As=Aa + Ay + Aw+. . ., 

As Au * Av , Aw . 

= r + +..f 

a a ot, a 

unb wenn maxi ju ben''®renien äbergebt: 

(2) ds=du + dv+dw+.. . 



— 26 — 

2)it)ibttt man bie beiben S^ietU biefcr le^en (SIet(^ung burt^ 
dx/ fo t)enoanbett {te {tc^ in: 

(3) 8'=u' + v'+^'+... 

Hui ben %dxmün (2) unb (3) folgt, tnbem man fte mit ber 
Steigung (1) bergleic^t/ bag bad ^Differensfal ober bie 
beribirte Function bet @umme me^terir Functionen 
ber ®ummt il^rer ^iffereniiale ober i^rer abgelei^ 
ttttn Functionen gletd^ ifl. ^u6 btefem ^rinjipe fliegen/ 
wie, man fo gleidi^ feigen wirb, ia}flmd}t ^ol^ßtun^m. 

(SrflenS. 9Benn man burd^ m eine ganje Sa^l, unb burd) 
a, b, € p,q, r conjiante @r6fen bejeit^net; fo tft: 

(4) d(u+v)=du+dv/ d(u — v)=dii — dv, d (au+lrv) =adu+bdv; 

(5) d(au+bv+cw + ...) = adu+bdv + cdw + ... 

d(ax"»+bx»-* + cx»-*+ -)-px* + qx + r)=: i 

[Biax°»-i + (iii— l)ax«-3+(iii-. 2)cx'»-34,....2px+q]dx.r 

'S)a§ ?)ol9nom ax">+bx«»-i+cx»-3-f.._«^px«+qx + r^ 
beffen fdmmtUd^e ©lieber ben gonjen ^oten^en ber SBeränberlid^en 
X )>ro))ortionat {tnb/ wirb eine ganje Function biefer SSeran- 
berlicben genannt S3ejei4net man {te burd) a, fo ^t mau bers 
m5ge ber ®Iei4iung (6) : 

«'=maxn>->+(m— l)be»-«+(m — 2)cx»-«+...+2px + q. 

Um alfo bie beribirte F^^nction einer ^ani^tn 
Function bon x gu erhalten, brau^^t man nur j|ebe6 
®lieb mit bem Srponenten ber Serdnberlic|)en ju 
multipliciren, unb ieben dx^omnttn um eine Citu 
Ideit 2ii bermit^bern. (SS ifl leiil^t eituufe^en, bag biefer @ag 
audE^ in bem %aUt ftatt ftnbet, wo bie SSeranberlic^e imaginär wirb. 

3n>eit(n>. ifö fei nun: 

(7) 8 = uvw .... 

2)a/ wenn aUe Functionen n, t, w... ipofitib gefegt werben, 

(8)' 1W=K")+I(v)+I(w) + ..., 

ober in aQen mdgticlien F^^^n: 

(9) 8»=U^V*W»... 

fo gibt bie 2Cnwenbung beS auSgef|)rod[ienen $rinji})ed auf bie 
Formel (8) ober (0): 

(10) ^=^Ji+!!l+^+..., 

8 UVW 



• - w -- . J 

d(uTw...)Ä«viiv... ~+ — + — -r...} 

( u V w ) I 

i 

(11) =vw...du+ttw...dv4-»v,w.dw+... 

d(iiy)=:«dT+irdtt| d(«Viii)=Tii'du+iiwdr + nvdw. 

d.xl(x)=:[l+l(x)]dx; d(x«e-»)=:x«e-*!--li , etc. 
©ritten*- e* fei ferner: 

(«) 8=-. 

T 

©tfferenjirt man l(fl) oöer ^l(tfl), fo ftnbet man: 

,.^. dfl da dv , u/du dv\ 

(13) — = . d«=-l _) 

8 u V v\ u y / 

unb foIg(t4^ : 

(14) d^^) = !*^Zlü^. 

2)affelbe SIefuItat lofirbe man ftnben / wenn man bemerft, baß 
ta8 »ifferenjtal t>on - =:d/u . V\=l dtt+ ud /"i^ =^-Il^.*) 

e)fenn)el: . ^ 

, ,iiinx cosxdfiinx — 'sinxdcosx dx 

atangx=d. — i — = 



T *• 



€0»X C08^X OOfl'x 

dx 



dcotx= — 



mn*x 



j/a\ adx j/"\ «"/ l\j ,l(x) l— l(x), 
./ b \ bdx 

*) tte^rbaupt liefen ftd^ bte 2)tffecen§iaU unb abgeleiteten ffimctipien bet 
oetf^tebenen ttö^er betra^teten gunctionen nodd auf mebretn anbem Ütf 
gen fttbenr ftm^^htm tiefe ober iene IDrbnnng babei befolat »itb^ j[es 
na^htm eine Function felbfl unmittelbar biffeten^irt ^ ober i$re ^iff^$ 
iimnd auf bie einer anbem §uriutdefi&brt wirb^ unb nadb bem^ was man 
aud ber alaebraif Aen . ^Cnalpfid ald bei annt Doraudfe^en mtU. jDo; vor 
bem IBerfaffer ^etöablte SBea ijl unttreitig ber einfadbite/ elegantefte unb 
rationeUfte t>on allen/ n>elae eingefd^agen werben fonnen. ;Denn U ift 
einlendbtenb / baf bie SDitferensirung ber e infamen guncttonen/ auf 
wetdbe fldb bie ber ^ufammengefelten immer ^urüctfübren laffen mu|/ bie 
S3afti$ ber ganzen ^tfferen^ialre^^nund bilbet. 2Cnmerf. b. tteberf. 



I 

i 



SSknn ftdt) bte Suncttonetf u , r auf ganae Sunctionen rebucU 
tm, fo voixb baft SSer^dltmfl ^ tin fogenannter rationalem 

V 

»xuä). @ein jDifferen)tal la^t fidf leidet bermittelii bec ^omün 
(6) unb (14) beflimmen. 

^aä)itm bte ® iffetenjiale beJ ^robuct« utw ... unb be* £luo= 

tlenten " aebilbet ftnb / laffen ^6) W*t bte ©tffetenjtale mOftmx 

V 

anbern Äu8brfi(fe, wie u^, u^; u^'^ etc.. finben ; benn man ftnbet: 
far8=u^, l(8)=vl(ii), ^ = v~+l(u)dv, 

8 U 

d8 = va^-*du+u^l(a)dv; 

.» ""i/v li^v d* dn ,,v dv 

fftr»=u% l(8)=-l(u), _=_- .l(u) — , 

V 8 UV V* 

— i du -,, .dv 
d8=u«^ — — u^ l(u) — ; . 

V V* 

fülV8 = tt^'', l(8)=v^l(n), 

« 

^ = U'^Y^ j— + -l(u)dv + I(u).l(v)dwj. 
8 ( U V ) 

flSeifpiele : 

d(x*)=x«[l+l(x)]dx.; d(xr)=Lz:JW,rdx, d.x^*=etc.... 



X» 



SBir f4){ie{len biefe SSorlefung mit ber S3efltmmung be$ X>\fft^ 
ten^iatö einer imaginären Function. @o nennt man ieben 
XuSbrud/ xotl^n auf bte Soun u^-v)*^"^ jurftcfgefäl^irt werben 
tann, inbem n unb v ixoti reeQe Sfunctionen bejei^nen. SDtefeS 
DorauSgefel^t ^ fo wirb man ftnben/ ba% wenn man unter ® r e n ^ e 
eines imagittdren t)erdnberli(^en XuSbrudeS baS toerjlel^ti wad^bte^ 
fer 2CuSbru(f wirb / wenn man in benfelben für ben reeUen Xf)tH 
unb ben ßoefftdenten toon f^^ i^re refpectben ®renjen fubjlitutrt/ 
unb wenn man ferner bie Seftntttonen , welche man für bte Riffes 
rengeit, £)iffeteniiale unb abgeleiteten Suncttonen reeller Functio- 
nen gegeben l^aben^ auf bie imagtndren Functionen erfireat/ bte 
©lei^ung : 

8 = u + rf^'— -1 
auf folgenbe fftl^rt : 

Ax Ax Ax 



^ 
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As Au i* Ar ^— — 
<x et, <x 

s'=u' + v'K^f dsmdu + dv.K^. 

& ijl alfo:* 
(15) d(u+v|rZi) = dii + dvr=i:; 

2)te %oxm bterer legten ©lei^ung tfi ber ber ®Iet4)uqg (4) 
d^nlic^. @e^t man: 

fo ftnbet fidj) : *^ 

ds=|cos(x4--)+K^8in(x + - J |dx=g1^'^dx, 

9lo(|^ wollen mr bemerlen^ baß bie Sotmeln (4), (5)/ (11) 
unb (14) aud^ tl^te ©filtigfeit bebalten/ xotnn bie barin tootforn» 
menben Sonjianten a^ b^ c.p, q^ r unb bie Functionen n, v, w 
imagindr werben. 



» . 



SDrffte SSorlefung. 

S>tfferen)tale unb abgeleitete Functionen ber t)et:f4)tebenen jDrb^ 

nungen^^^fäi;, bie ^ncttonen wn Amt einzigen t>erdnberUd)en 

®r6fle. $8ertaufd()Un9 ber unab^dngig t)erinberUd()en ©r&pe. 



S>a bie Functionen einer t>er&nberltd^en ®r6fe x atwilftüid) 
bertt)irte b<^ben , welcbeö anbete Functionen biefer ^evanberCid^en 
finb ; fo ift Hat, baß man oon einer gegebenen Function y = f (x), 
tm Allgemeinen eine fSlen^e anbetet , neuet Functionen wirb aMei« 
im f 6nnen / wotoon jebe bte betiüitte bet t)otbergebenben ifi. Stefe 
neuen |$unctionen ftnb bann bie fogenannten abgeleiteten 
Functionen ber Derfcbiebenen £)tbnungen t)on y ober 
f(x), unb man bejeicbnet fie butcb: 

y'^ y% r^ y'^ y%....yH 

ober burcib: 

r(x), r(x), P'(x). P^(x), fv(x),....ftn)(x). 

J&ietnad^'itl y' ober f/(x) bie abgeleitete Function bet erftcn 
©tbnung t)on bet gegebenen Function y=f(x); f obet f"(x) ift 
bie abgeleitete Function bet ^weiten iDtbnung loon j, unb ju^ 
gleid!^ bie abaeleitete Function bet etilen JDtbnung t>on f, etc.. 
€nblicb ijl y^"^ obet P»>(x) (n>o n itgenb eine ganje 3abl bejctd^s 
mt) bie abgeleitete Function bet nten £)rbnung t>on y / unb ju glet? 
cbet 3eit bie bet et jlen IDtbnung üon y<n~^5. 

& fei nun dx=h baS 2)imteniial bet al§ unabbdngig bes 
tta(bteten 83etdnbetli(ben x, fo ifl na4^ bem eben ©efagten: 



Y=:^, y"=^f f'=^ 

dx dx dx 



dv(n-0 



dx 



«<' 



(1) 

obet rocA baffelbe ift: 
(2) tly = y'h, ij=fb, dy"=y'".h,...dy<»)=y<«+i).I,. 

S)a fetnet baS S>iffeten)ial einet Function bet SSet&nbetltdben 
X n>tebet eine Function biefet SSetdnbetlicben ift/ fo binbett nidi^tS, 
y mebrere SRale nacb einanbet )u biffetenjiten. 



^^■"^i^ 
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2(uf titefe IBelf^ eri^dit man ixt ^^txtnj^aW in Derf^iebenen 
Drbnungen loon ber gunctton j, nämlic^: 

dddy= h^ dy"=y"V =y"dx' , etc.., 

2)er Ahtit Koegen fd^reibt matt Iblcf d^y ^att ddy, d^y ftatt 
iidj, etc; fo bag baS Differential ber erflen SDrbnung buä[>dy, 
ba§ ber {weiten butd^ d^y^ ba§ ber britten buvcf^ d^y^ etc.«. unb 
aUgemetn boS loon ber Crbnuna n burcb d° y ouSgebKucft mrb* 

tiefem gemdf \)ai man pffenbai:: *" 

(3) dy = y'dx, d*y=yMx% d»y=y"'dx' d«y=yC«)dx% 

(4) Y^^,r=^, y-=^ . YC>=r*lZ 
^*^ ^ dx'^ dx*' '^ dx^^--^ dx«" 

Tiui ber leisten ber S^^meln (3) folgt/ ba# bte aboelettele 
gunctton ber ©rbnung n, ndmlicb y^"^ stnan ber ßoeffiaettt tfl^ 
burd^ mUbm man bie »t« Dotenj ber Sonfiante h=dx maiti))It» 
ctren mufi / um ba§ 3>if ereii)tal ber nUn £>rbnftns ju erbaiten. 
35iefeS ift bie Uxiaä)t, weswegen y^"> juweilen ber Sifferenjiat 
(oef^tent ber n^^n £>Tbmmg genannt wirb. 

S)te !0{etboben/ burdt^ welche man bie £)iffereniiale unb abge? 
leiteten guncttonen ber erjlen Drbnung für Functionen mit einer 
SSerdnberlid^it befKmmt^ bienen ebenfaU^ ^r SBere^nung ibrer 
©ifferenjiale unb abgeleiteten Functionen ber böbern SDrbnungen. 
9fe4)nungeii btefer TM laffen ff*, wie fogleidj^ an JBeifpielen gejeigt 
toerben foU, febr leitet loerricbten. 

SS fei iuiDÖrbevfi y=8tB x. $^a, wenn a eine conjlante 
©rofie tft , allgemein : 

dsiB(x+a) = cos(x + a)d(x4-a)=8in(x+a4-^^)dx/.... 
tft^ fo folgt: 

dsinx = 8in(x + 4^7r)dx/ dsiii(x-f-T^)dx=:sin(x + 7r)dx,^ 

dsin (xr}-tnr) = siii (x-J-lw) dx?. ... 

^olQlxd) bat man: 

föt y = sinx, y' = sin (x + 4;r) / y"=:rin(x+:w)/ 
y'"=am(x+4:jr) y(«)=wn(x+^).... 

SSerfdldrt man auf biefelbe SBeife r fö wirb man ftnben : 

fftr j=co8Xf y'=o«i(x-t-4«r); y"z=:cc«{Ä+w), 

y'"=C08(x+4^), yC»)=:C08(x+|^); 



für y=A», y'=A'l(A); y"=A«(lA)\ " 
. y'"=A»'(lA)» . ...yC«)=A»(lA)»; 

ffir y=x^ , y'=:ax«-i, jr''=±a(a— l)x«-a, 

y-=a(a— l)(a— 2)x»-3 y(n)=a(a— l)(a— 2)....(a— n+l)x«-». 

©8 iil ju bemerfen/ bafi iebct bcr Ku^brürfe sin (x+4ii7r), 
cos(x + 4n7r) t)ter Detfcbtebene SScrtbe ocflattct^ tt)eld()e |)eriobifcl^ 
unb immer in bcrfclben ©rbnung wxtbtmf)xm. SSon btefcn t)ter 
SSJert^en wirb ber erfte» jwcite, britte ober t)ierte erbaltert/ 
jena^bem bte 3abl »/ b.urd^ 4 bbibfrt^ 0/1,2 ober S jum JRejte 

Sibt, unb Jinb refpectiüe sin x, cos x, --sin x, — cos x f&r ben 
[uSbrurf sin (x-f-T»^) unb cos x, — sin x, — cos X; sin x ffir 

ben 2Cu8bru(f cos(x4-ln7r). gerner, wenn man bei benSunctto* 
nen A^ , x» für ben SSuc^ftab^n A bte 3abl ©/ b. b. bie S5ajtS be^ 
neperfcben ßoflaritl^menfpftem^, unb für bie ©röfie a bie ganje 3abl 
n fefet; fo wirb man finben, baß bie fwccefftioen beritoirten gunctto^ 
nen t)on e» aße =e^ finb, »dbrenb ficb bie abgeleitete Function 
ber nten ©rbnuna t)on x« auf bie conftante ®r6ge 1. 2. 3...ii re? 
bucirt, unb bie folgenben auf 9luH. 

. @e^t man für bie abgeleiteten J^unctionen bie ^ifferenitale, 
fo ergibt ficb au8 ben eben angeführten Formeln : 

d" sin x=sin(x+4^n7r) dx» , d"* cos x = cos(x-j-4n^)dx** • 

dnA»=A»(IA)ndx«, d°,e» = e»dx», 

.d»(x«)=a(a — l)...(a— n + l)x«-adx» 

d»(x»)=1.2.3v..n.dx», d"l(x)=;dx.d»-»(x-») 

— iP-* . ^t idx" : etc . . . 

x" 

' fÖetrad^ten wir nodj) bie beiben Functionen f (x+a) unb f(ax). 
SRan ftnbet: 

füry=f(x + a), y'=f'(x+a), y"=r(x + a),.... 

y(n}=f(n)(x4-a), d» y = P«) (x + a) dx» . 

• 

füry=f(ax), y'=af'(ax), y"=a*r(ax),... 
y(n) = a« f n) (ax) , d» y = ft» F») (ax) dx« . 
«eifpiefe: 

d« (x + a)n = 1. 2. 3 . . . ndx» > d« . e«* = a« e« dx« , 

'**8in(ax)=etc... 

(SS feiert nun y=f(x) «tib z jjwei gunctionen t)on x, welc|>e 
burd) bie ®leidi)ung: 

(5) ^ z=F(y) 



mit einanber «erbunben ftnb. iDifferetiiict man btefe SUic^ung 
mehrere 9Ra(e na(|| einanber, fo ftnbef man:, 

iPz=F'"(y)dy*+3F"(y)dyd»y + F'(y)d\v, etc^T 

«eifj)!elej -^ 

a*Ca+y)==:d«y; d»(— y)=i — d»y, 4«»ay = a.d-y; 

d«(ay»);=;=L2.3i.*ii.ady»/ dey^eydy, *ey==^(dy^4-d*y), 
dVe* = cy(dy'+3dyd»y-f d»y), etc./. 

fo würbe bie ©leic^^unö : 

W • y=f(\) . 

bur^ mef)mialtged 2)tjferenitren )u neuen Sormeltt' f&^veti / »eb^e 
ben ®iet(i>mi8fn (6) oiQtg itinlt^ fmb, namli4^: 

(dy = f'(x)dx, d»y=f'(x)dx»+r(x)d^x, 
^^1 d*y=:r'(x)dx'+3r'(x)dxd»x+r(x)#x; etc.. 

^ierau* folgt: 



(9) 



dx' dx \dx/ 

f ' rx^ = J»(M*y-''y^*>) - 3<Px(dxd'y- dyd*x ) 

dx» 

= i-. dr*i^!l=:^*f U 1. d i ±. dri\ ! , etc.. 

dx V dx» ) dx Idx VWi 

Um auf ben SaQ jurütfiuf ommen / wo x unab^ngia oev» 
dnbetli^ tjl/ brauet man blog dx conjlant unb f»lgHq> a*x== 
0, d»x=o etc. }u fe|en. XUbann «enoanbeln f{d> bie ^otmdn 
(9) in: 

(10) f'(x) = ^, f"(x):p^, f'"(x) = £Z,etc..., 

dx dx* dx* . 

b. (i. ftc rebuctren ff^i auf bte ®Iei4ungen (4). S3ergl€t4^ man 
btefe legten ®let(|^ungen mit ben (SUeicbungen (ft), fo ergibt ft(b# 
baf , wenn man bie fuccef{tt>en abgeleiteten Functionen t)on f(x)/ 
bur4^ bie Differentiale ber SerAnberlicI^en x unb y=f(x) oM^ 
br&(ft, bte abgeleitete Function ber erften Drbnung bie einjige if, 
m\i)t benfelben VudbrudC beb&lt, toenn x als unabb^ngta ^tx^ 
anberlidb betra^^tet n>irb/ ober aufbort/ et ^u fein. umi>on 
bem erften %aVit )u bem jweiten Aberjuge^en, muf man 

8 
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i^ ' ^^ W' - 

dx' dx' 

fe^en; unb GubfKtuttonen btefer TCrt jtnb ti, burc^ «oe^c man 
eine SSertayfAung bec unabhängig ücfdnb^rltc^en 
®ri]gen brioertßllltgen tann. 

' Unter ben (iifttmiiengefettoi Shmcrioneii einet eiit)tgen ^ttin- 
beritten Qti^t Ail^ ii welcbc / beten fuccefftDe £)if ereniiale un- 
ter einer fe^r einfa^^en %oxm erf^einen. & mögen }. S3. u, v, w 
WXf4ijf^9f |^«ctionfn whi :if beyi^^nf«, fö finbet manc wenn 
man iebe ber ^ufammengefe^ten Sunctionep : 

(12) d»(an4-bv-f-c^-f-.i.)=ad«n+bd»v-f-cd*-w4-... 

Vtt§ ber Sormel (12) folgt, bafibaö £iffereniiä( d« jber gan- 
ien Function: 

ax»4-bx»-'+cx»-2+._pxi^qx4-r, 

ft(!^ f&r n=m fuf bte (Sott^ante 1. 2. 3...madx'"i nnbt' fär n 
m / auf 9luQ f ebudrt. 



j :, 



. 1. 



»! 



< * 



NT 



SUküqxifr^ ,, |9el4)e in>ifc^en Un reellen ^utictionen einer ein^ 

jt^rtl »etrdTtl>|rIi^ett unb Ifn^ert oböeldfettA 8^n«iotten 

ober Dif erwiiiüle» jl«tt finben- 



9lä(]^bem mt gelebrt ^ben,. wU bte abgeleÜeteti Functionen 
unb 2)tffeten2tale ber Functionen von einer einji^en SSerdnberlicben 
gebtibet n^erben^ bleibt tfnf> flocb itbtig/ ^u getgen/ toetct^en ®e« 
braudl^^ihalt ba^en maibett fatf^/ unb ibre ^u!|»te{^er(f(baftiti an» 
jugcbcn. Sn biefet %a^^i woHett tfotr juetp berf^tebene SRetatto» 
nen attffieUM / tt>el^e i^ifcb^n ben abgeleiteten S^nctionen ber oer:: 
f4)tebenen jDrbnungeft Unb ben teeU böraudgefet^en gunctiort^n fllbf 
liatt ftnben. £)iefe Stelationen werben in ben fogleicb folgenben 
&(irfdl^en auJgebturft. 

9jsl^Mt\ 1. iDte Function jtzz^-^), «»etd^e aU 
reell unb in IBeiielt)ung auf bte JBtrdnberÜcbt x in 
bet SHabe beft bejonbern SBertbeö x=x^ biefcr SJerdm 
berlicben ald C0ntinuirticb^i>rtfir&0efe|t witb, n)d(bft/ 
ober nimmt mit biefer SSerdnberltcben bon bem äBer^ 
t^e x=i:i[^ An gleicbjeitig ab/ tbtnn ber c^rref^^bnbfi 

renbe SBcrtJ^ ber abgeleiteten gUnctian y'i=*i}>c>fitib 

iinb enblicb iji; Sfi aber biefer leiste SS^ertb enblicb 
unb negatiV/ fo nvirb bte Function y für wacbfenbe 
Sertbe bon.x ^bnelbnten/ unb fuc abnel^menbe äßer^ 
tISie biefer SSerdnberlicben wacbfen. 

33 e n) e i $. 6$ feien Ax , Ay bie unenblicb f leinen unb ftmuU 
^witn Sncremente ber SSerdnberU^cn x, j; fo ifi bie ©renje be6 

SerbditntffieÄ ^— %=j'' ^erau« folgt, Mi ba« »erbdltnif 

Ax dx . 

-^ für febr f leine ä^blenwertbe bön Ax unb für einen bcfonbem 

Ax 

SBertb ^q t>on x }»bHitio i{i; tvenn ber ctrrefipiHibiieiibe SSertb 
traft j" eitte ^df4ii«6 unb ettbltcbe @rj^|e ijt; negatib 
aber/ wenn btefer SSertb bon f enbltcb ttnfb neg.atit> ifc. Sa 



— 36 — 

im erften %aUt ttfe unenbttd) Keinen Differenzen Ax, Ay baffelbe 
3eicben ^abm, fo wirb bie Function y mit ber Säer&nbetlid^en x, 
t)on bem befonbern a38ertf)e x = Xo a\x§>, aleid^seitig roa^^tn, ober 
abnebmen. S)a bie unenbli^ tleinen S^ifferenjen Ax , Ay im imU 
Hn gaUe entgeflengefefete Seichen baben , fo wac^fl bie gunction y, 
wenn bie SSerdnberltcbe x abnimmt / unb nimmt ab # wenn bie 
SSerdnberlid^e wdcbfl. 

3ufafe 1. @^ fei y=f(x) eine jwifd^en ben gegebenen ®ren* 
jenx=Xo, x=;c,^ «Wig jWcibfttbe gunctiön» feenn man bie 
SSerdnberlic^e x dttmdTjlicb" *t)ön ber ertten ©renje bis jut jweiten 
wacbfen Idgt, fo wirb bie gunction v iebeSmal wac|>fen^ wenn 
bie abgeleitete gimttion ttnen enblicben unb i^oft tit^en SBertb 
\)at , unb a b n*e biUif^n i \ty oft btefe abgeleitete Function e wn n e^ 
gatit>en SSBert^ bcfomnitt. Jjotgltc^ wirb bie'guhction y nur im 
fofern toom SSSacftfen iwtti TUntf^mtn, bber »om Xbnel^men 
^um Sßacbfen übergel^en. f 6nnen / atö bie abgeleitete gfunction y' 
t>om ^ofitiioen jum Slegatitoen, ober umgefebrt, übergeben 
wirb* @S ift.j^u bemerf en. / . bag bie abgeleitete Function in biefem 
Uebergange ÜlnU wirb'/ wenn pe corttinuirlid^ bleibt. . 

3u f a fe 2. a^ir woUen <ninel&niett/ bafi bie guncti^n y= f (x) 
f&r ben befonbern SBertb x=x<> uerfd^w^inbe , unb in ber 9ldbe 
bicfeS SBertbejB continuirlidi) bleibe, Sft ber corfefpon^irenb? SBertb 
*er. abgeleiteten Function y'=f'.(x) e.nblidS^ unb i>ofittt>, fo wirb, 
jw^mt man x feb« ipenig wn x© i><^rfd[)ieben: <^nimitjt> 

f(x) > für X > Xo , unb f(x) < für ;c < Xo ' 

fein. 5B«nn im ®egeHtb«il ber SBert^ ton y' enMi(|> unb hega= 
tit> ift, fo wirb man l^c^ben: 

f(x) < Q füu X >.Xo , unb £(x) > för x < x, . 

^ it^VMtti. ^8 feieit f(x) uiibfCx). jwn reelle 
guncttonen, wel^e für x = Xo toerfcbwinben / unb 
welcl^e jwtfc^en ben ©'renjeux^x^ , x:=X c^ntinutrs 
lid) bleiben. UeberbieS wollen wir fe^jen/ bie abge« 
leitete gunction F(x) uerdnbere ba§ geidben nte^t 
jwifc^en ben ang^fübtten ©renjen. jBe^eidbnet mon 
xn tiefem Sntert>alle ten fleinften SSertb be« 8Scr= 
bdltniffeS: ' "" ' ^ 

r(x). 

• 'F<x) 

bur4) A-ünb ben größten biirc^ B, fo Hegt btr Sruc^: 

f(X) : 

F(X) 

j'wtfcbett'benb'ef&tn'Örenjen A unb B. / 

ä3 e w e i e. S>a man nadb bet JGbr<H»ä^(ang füt aQe jYpifdS^en 
XounbX liegienbe fBert^e t)on x ' - 



I mm \ k ^l^d^imaai^m^ii^m 
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E'(x) • -^ , F(x). ■ . 

iKit/ unb bie gunction F'(x) jwtfc^en bfefeti ©tenjcn t^r Stiö^tn 
niä)t dnbert; fo fann man btt^aupun, bag in biefem 3ntert>aQe 
cinö ber ^robuctc : ' 

*'«}^-AJ=r(x)^.Ar(x),, , 

F(x)j?^^— B ) = f'(x)-^BF'<x). 
|F'(x) j 

lietd }>o{tttt> fein wirb unb ba§ anbere negatio. 'JCuperbein ftnb 
btefe 9>robucte bie abgeleiteten Functionen t)on: 

f(x) -AF(x), f(x) — Bf(x). . 

SoIdücl^»YDtrb nad^ bem oben ©efagten (Sebrfa^ 1/ 3ufi^ 1) vy^ 

eine biefer gunctionen öon xrzri^bi« x=X ftet» »adS^fen/ unb "^^ 



rie anbere befi&nbia abnebmen. 'Klfo werben ibre Sßertl()e / weil 
fie für x= -------- 

itiommtn 



fie. für x==x ^Au gltlc^^er Seit^erf^winben ^ voelcl^e fte für x=X 



f (X) — A F (X) , f (X) - B F (X) 

@rö#en bon entgegengefe^ten 3eic()en fe!n; un'b baffelbe wirb t)on 
ben £luotienten gelten # tpelcl;e txi}ixltm werben, wenn man biefe 
®r^ßen bux^ F<X) bitoibirt, b. 1^'. bon ben-Äiffereftjmt 






SfelflH* liegt btr 85ru* -^^ iwffcben^A unb B. ' j ;, 

F(X) . • . ; l^'^ ^»/A 

SBBenn bie abgeletteten Sunctioqey f (x) / F (x) j^wtfd&en ben <::r-~- *" 
® renken x = Xp/x=.X felbp conttniiirlid^ pnb/ (o wirb ba« SBer« f 1 

f (x) T ' • 

^iltni$ / wd^renb man t)on bcr einen ©renje jur anbern 

übttge^t, ftä^ b^r^eftolt dnb^ern^ btt^ e$ ftetd'pifdt^n ben Mben 
SStrtt)m A ^ B liegen , unb fuccefftüe alle }wifobMiegenbt WüttÜ^t 
annehmen wirb. Tllfo. wirb iebe jwifc^en A unb B liegenbe ®r69e 

j. ». ber-«ru* 1^, ein SBJcrt^ beS SSerlS)dltnijTeö 1^ fein, 

noelc^ev «inw imfi^m 7^^, um> >\ Jtitg^nben.ffiettftet WH x lot« 
fpricbt; fo bag: .... -^ .; .. ,' 

F.W F'C;) 
ift. ^ 



*• i^ 



r 











®e^t man ber fBtqntmlUbhit wegen X:::cKo+h; fo wiib 
bie @rö|e 4 üon ber Sonn x^ + b^ fein , n>o hj eine ®rö^ t)on 
bemfelben ßeid^^en , aber t)on einem tleinern 3a^lenn>e¥tl^e ift atö 
b, unb bie .®Uid^t|ng (l) t^erwanbelt ftd^ ifi: 

F(x,+h) F(xo+h»)' 

b. b. / wenn man burc^ ^ eine 3a^( bejeicbnet/ weld^e fleiner i|t 
atö bie @in]()eit; fo (ann man biefe 3abl fo wählen; baß ber ®Ui= 
dl)ung : 

F(x,+h) F(Xof <?h) 

®enöfle geleijlet wirb. 

3ufa^ 2. aSenn bie Functionen: 

(4) ( f (X) , f ' (X) ; r (X) , . . . . f Co - 1) (X), 

I F(x), F(x);F'(x),....FCn^i)(:j^)^ 

alle fftr x=x^berfdl)n)fnben, unb n?b|l .f<">(x), 'F<">(x) jwlfc^jen 
ben ©renjert x=Xo, x=Xo+b continuirlicj^ bleiben; fo erbdlt 
man t)erm6ge ber ®lei4)unß (2); wenn man iebe ber abgeleiteten 
Functionen 

F(x>, F'(x), F"(x),....F.Cn)(x) . 

t>on ber nften bi9 jur/iweiten ©renje immer ^ofitito^ ober immer 
ne^atit) fe^t / unb burdt^ h^ , hi , h3 ^ .... ihn ®r6§en t)on bemfelben 
Setc^en, aber beren äal^lenwertl^e befldnbigr {(einer werben/ bejetcf^^ 
net, eine fRtx^t dl()nticber ©leid^ungen; beren SSerbinbung folgenbe 
Formet gibt: 

(6) ^(^o + b) „ r(x,+h,) _ r(yo+hJ -: 

F(Xo+h) F(x,+hJ r(x,+h,) 

' - • _. !f^"^(^p+bn) ' 

- -F<«)(xo+b„)' 

SBenn man in ber ®leidt)un^ (6) bloß ben erjlen 93ru(b bem 
(efttes sleicbfe^t ^ fo tojin man bie barauS cintfy^rinaenbe ©(eicbung 
ff)(getM)er ^^eßaü f4)ciiben : 

'. ' f( X0+h) _ fCn)(x, + ^h) " ' • 

)»$ 9 tfdltBm Wit^t, bie fleimv i^, Ott tAt ^inbevt. 

3 Ufa 6 3. ©eftt man in ber Formel (S) x« ='Ö, F(x)=x, 
fo folgt barauS: 

(8) f(h) = hr(^h). 



Ctotf^ ilntnrt »an ^i miAi man in Ux %^miA ^7)y x^ =^0^ 
F(x)=:x« fe^t: 

F(.)(x)=i.2.3..,-;^<^=i^:!<£!i>,. V..; .. 

folflltdj: • ...■•■ 

(9) r(h)=t, _J^ ft.)(«h). - • 

1.2.3..'. D 

^l.an.f^nn alfo /olgenbe Mbtn ®a|e aiif1iej|leni *. 

Sei^r0at}3. SBenn bte Suncttonf(x}mtt bev SSerdn- 
berlic^en x V>etfc^mnbet/ unb fte^fl tl^^er ab^etHte^ 
ten Sii.iictUa r{x) i^on x=0 bt| x==l^ (iMtj bleibt; 

^6n 6,,,votld)tx btx ®Iei4)ung ©ttiiige Kei^ei:' 



j; '^ * 



. y M 
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Iffkr^iat} 4. :a3entt bie Functionen: \ 

f(x),r(x)/>(±) .f^";-;^^-W.^, .,. , 

mit.b/( .Sl|er&nberli4^en X t>erf4Wi^bfto/ unb Qebft 
Ocr igxxriixUn Function f\"^.(x) bD;trX=x6 6i*. xi==Ii: 
Hettg blei&en; fo^ibt e^|n)Yfd^en4{uitb:l einen SS ert^ 
öon d, xoti6)^x ber 0let.c5.»ng jgenugt: ;, * . . 

(12) . f(h)i=i«Jll.^f(»)(^lt)i , v^ * 1 - 

1.2.3..-» 

6S fet nun/(x) eine »unction t)on ^f.xonö^ für x = x^eis 
nen enbli^en^ tJdittfeerf'lobVr ne%a{\t>trr^tft^ txWt , unb, fftwie 
bie abgeleitete SUnctii^n f(i), tjon 3t=öfi^ 35*=X fletig bleibt. 
©e^t man : ... 



'T. '"7 • ',;j.i : w 



(12) f (x) =^/(y) -/(x, ) , t (x) = *- X. , 

\ J\, -i-r 3f^ '' \ \ » ' I 

ober: ^ . , . . .^ \ . « v , . ^ : 



» 



SRatt Itixm föt^!#-ttti TotgMen 8e^rfH' ii<ilfij^ed|>en : 






elften'^ e^frli*Vn'ttlrtt^lb\tr*W/ 'ttiiirviir*tt*>flS>r*r iWTgeK 
leiteten gttnct{on/(x).|>vtt:^^ifoJWrv:iö=i.ii^'if fc c 
tinutrlt^ bleibt; fo gibt e$ itioifd^en ben (Srenien 



'unbl einen Bert^.t^JonO, bur^melcl^eti ber flSUi^ung: 

(16) /(x. +h)^/-(x, )= h/'(Xo +^*h) 

gen&at »irb. k. 

(SBenfo erlidit man, wenn lüan in ber gonnel (7) 

(17) f (X) =/(x) --/(Xo , F (x) =; (X - X, )• 

fe|t, fbtgenben anbern Sebtfa^: 

£e||r08t| 6. SBenn fic^ bie et{{e beir Functionen: 

(18) _/(x),/"(x),r(xK..:./u-i)(x) 

fftt x=Xoauf eine enblicbe ®ti|e, bie ftbrigen auf 
SluPt^tib'ttciren/ unb alle neb fl!/^»>(it) t^on x=:x^jbi» 
x = x^ + h ftetifl bleiben; fo eicijlitt j»if*en ben 
©renken unb 1 ein Sßertb bon ä, butcb welken ber 
©leicbung: 

(10) /•(x. + h)-/(^o )'= ,of ■Z^'^H^o + ^fc) 

ein ® enfige aefc^iel^t. ... 

UebtigenS nn^ bie Soxmeln (16) unb (19) in benen entl|a(ten, 
iibel<!be man au9 ben ©teicbungen (S) unb (7) f^ttitxUt, rotnn man 
fftr bie 9tt>^^i<>n^n f unb F ^xott anbete / unb F ftobltituirt, toel(be 
mit ben beiben etfien butd^ bie ®leid[^ungen : 

(20) f (X) =/(x) --/(x, ) , F(x)=F(x)-F(xo) 
vetbunben {tnb. jDenn atöbann folgt auft bev (Sleicbung (8): 
m) /(Xo+h)-f(xo ) _ /^(xo +dh) ^ 

• - F(Xo4-h)-F(Xo) F^(xo+4>h)' 

unb au< ber ®Uiä^nn^ (7): 

^ ^. l^x,-f-h)-2?Xxo) l^»)(x, + ^h)' 

X>ie gormel (22) , toelcbe ber Sormel (21) gleidi^ wirb , toenn 
n=l ift, fe^t i^otauS: 1) bafi ficb bie gun^ti^nen /(x), F{x) 
füx x=Xoauf enbtidl^e ®t6$en unb bie abgeleiteten Sunctionen: 

(2S) < /'W//"(x)/r'(x),.../C^-»)(x), 

I F'(x), F"(x), F'"(x),.:.F(»-«(x), 

auf 9lull rebttdrkn; t) baf iebe ber abgeleiteten Functionen : 
(24) . F:(x),F"(x),--./'^— »nx),.l^^»>(x), . 

im^ä^n bea Ovenieii ^^^pr^iibift j(sp=X bat'äeic^ett m4^t Rubere; 
^) bol ;bif .«uttctivnen <»»). uiib/(x)/ F(x); /a»)(x),. ^^»H») 
iwifdi>ett bi^fea Sreniin ftettg bleibeo. 



-^x. 



SefKmmüfig ber Sßm(^e/ n>e(d)e teeKe Functionen einer einji« 
gen S3erdnber(f4)en anne|^men , mm fte untev ben unbefHnrai^ 

ten aformen: J/^^/ OXztco, 0\ co*»', i±* etc^., 

ftfc^einen. 



X>\t in bet t)orl^erge(^enben Sorlefung dufgeftcUten @d^e gc« 
ben ba& SRtttel an bte {Mnb ^ ben «oa^ren 9Bert() eined. IBrudi^e5/ 
beffen bei^ OUeber reelle functionen ber SBeränbevUcben x finb, 
in bem %aUt gu bclKmmen / wo man ber SSerdnberlt4)en einen bu 
fpnbern SBertb beilegt^ f&t welcben ber IBrucb fi(b unter ber nm 

beftimmten Sorm - jetgt £enn ei fei: 

btefer Sru4^^ unb gefe|tf. ber befonbere SBSen^ ^=^^^ rebucire s 
anf bie Jotm - ober m^i^cbe f (x) / unb F" (x) ' t^etf4»lhben } fo 

Wirb ber x = x^ entfpre<beiibe Sertb tH)nir nU^tS Aid)er6 fem, M 
bte Srenje , welcher {tcb s unbeflimmt n&b^rt , toibrenb fic^ x bem 
SBSerl^e x^ n&bett. £>iefei \)orauftgefe6t / fei X eine febt toenig boh 
Xg üerf(biebene^ unb k eint j^ifcben x« unb' X tiegenbe @lr6fie. iDa 
im «Ugeineinen jebe ber günctionen f(x), F(x), r(i), F'Cx) 
fiettg bleiben / unb oon bem butjcb x« be$et4)neten befonbeni Vkttift 
von X bis )u einem febr nabe Ueaenben x=:X baffelbe Setzen 
bebalten wirb : fo fann man oermdge ber gormel (1) ber 4t<n Sor« 
lefung bie ®roge 4 fo lodblen , baß' bie ©leicbung : 

F(X) F(?) ' ; '^ ' 
verifkfrt tolrb. 

ffierni {T(b ntm bie @lni|ie X ber (9rdt)e Xonutbetimmt nd« 
l^ert , fo wirb föl^ei um fo mel^r mit ber @r6f e ( ber SaD fein, 



1 
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URb ber rtotitt Ziftil itx ©Ictc^utig (1) wirb offenbar ben SBertl^ 
beö IBrud^e§: 

r(x) 

jur ®renje l^aben , wclcber x = x^ entfprict^t. SRan fami alfo fofc 
genben @al^ auöfprecben: 

%t^t»ZU i. SBennein befonberer Sßert^ bed SSer» 
bÄltniffeS p5i ittltet'brt gorlttÄ ucfc^^int, fo fAllt 

biefeV SBert&.mit J^em corrcfpDnbir*ttbc;n SBer^b;« be* 
SSafcSnnt.ffe6.^^ jufammen. , ,. 

S3et£:t)iele. 9la(l^ bem \>ox^txgti^etl^tn''ittix\a1it l^at man 
für XÄirÖ: ' . ^ - X : ' <» ' ' 



«I f » «< ' ■ m* t m 



sm X cos X 



sin x'* 2x cos x^ ■ ^ sm x cos x 1 

= =0, — r'= — — = -/etc... 

■. X':. •• X • rx . --. Äx .1 9' 

•• •* ''' 't(x) 1 , • x--i i "i"'' 



f. 



* I 



in? . ; 4j . - '•,♦ 



X — 1 1 ^^^-i ' / ' ' f ^ " ... - 

x"— 1 nx"~' n -^ 

& t>ei:bient bemetft ju iperben / bag bie ©(elc^ung (ij unb 
ber .fte^rfafe 1 ^\if au4) auf ben gall .erjlredfen/ wo bie ßonjlante 
Xo u Ä eit b l f cb tbitÖ. 9lut br&dPett X' unfr § «lHbahrr ^röf eit bort 

bemf«ÖMfn.x3«!^Ä4"i^l*'^0 ' <^t>« IP^ri Wn^, y^n Jt»WP» W^<K» 
au§, unb ber Sablenwertb üon % ijl groper, alö b»r oon X. 
. ©enn bt< gimcttonen f ' (x) / F (x> ancb .f&f ^ 3?:x=x^ wfÄ«dii« 

beii I fo .n)&rbe ber befönbere gBerj* beS aSeriö4lttliffe§'. ;5-^ 
feibft Urtier bet ffotnf - etfd^trtett mfb mttfy ge^rfd^i mltbelir ton 
'tif}H«ibftenWii IBert^e be» fter^ttitJffij t . ji . . - i: 

• . :r(x) 

Abereinftimmen , beffen bdbe ©lieber . bie abgeleiteten Functionen 
ber erfien äDrbnunfl »on f C%) ntfb .Don F (x) pnb. S&iiin bie 
gunctionen f"(x), F'(x) no* wrfcbtodnben, fo müßte, m« r . um 
*?P 4i^P»4JtW,?Be,rt^..fto» a.jM er^ftlk?* iu beni,.fi5r^(:./-. / 






i' > •' . J ^« j< « 4 ; 



F"(x) 



a^PWV^K^H 
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jibergel)«!; etc. g^^tt man auf btcfe SBcife fort/ fo ergibt ft(t> 
aus tem erflm gebrfafee folgender r 

■ ,f<J^Wt»^?..JB,,enn^Hgun^tUne^t,: .. , .. , , 
1 f(x), f'(x),f"(x),...f(— •)(*)•, •■ ■■' 

( F(x), F'(x), F"(x),...F(»-i)(x), 

alle fär ben b(fonbern>.'SSßt;f|^ x^=x,.t>4Tf(|)n)tnben< {o 
fdllt ber entf)>red&enbe SBettib be$ SSerb&Itntffe$: 

mit bem beS aSerHttnjffe^: 

Fi^n)(x) . 

jufommen. 

©eifpiele. Kac^ t>tn\ 8c{)vfa^ 2. ip ffir x==ü,: 

1 — cos X sin X cos x .. x — sin x __ - 1 -^^ coif x * 

A^ 2x 2 X* x^ • 

-X 

= 2. etc. 



e^ — e-* — 2x_e» + e--*— 2_.e^ — e-»_e^ + e-\ 
X — sinx. l-^qosx, . ^ m\ . <;P8X^ 

©f^J. «n^n (n ^n ^e^r(;djfeeal anb'2 bet l^jir^ »?|<ah >... 

'■f(x)=y, F(x>=tz, •- ' ' ' 

fo l&dfirian btefeti «e^'tf^«» öimärg>''färil=*;'': '• ' ' ''■'';;,' 

z z' dz ') 

Obtr :% ' O • • ' ','.'.: - . "; i . ! • «: •/• • * * .' -v '» *^ i • it . ' ' ••: 

(7) I=L_ = 11. 

2)ie ©leid^ung (6) ftfet to'^ra.u?, b.ag Der 9Bcrt^ ^on^^^für x 



= Xo unter ber unbeiltmmteti: §0«ii --irlAebf^, uMDibteeUttd^ung 
(7) f baß fidt) bte correfponbirenben SBertl^e \)on f '' \ \ 

« '1. J' .•■ J:^ . - J - - - ' - 

— / — / , . . , - 

2' Z" Z("-l) 






ttutef '^etfdbeiKi^fmv jemeti: 






\ •. 
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(8) 1,1 

X z 

auf 9lua rebttdren ; unt^ tti Die abgeleiteten Functionen tiefer Xu^^ 
brficte tefpectitoe gleich : 

V z 



(9) ^> 

ftftb; f» i9&tb( man na^ bcm etflen St^rfo^e \)abtn'. 



y» z» 



ober: 






SB* . ^V' Z 



yV ^ y 

9Rulti))Ii€itt man bie beiben Steile bev t>i)rtgen ©(eic^ung buxd) 
?^ifo folgt: 



z 



z' z ' 

So(gU4 etiiredft {!c(^ bie Sfo^^I (*) <^ud) auf ben %aU, wo 
P4> ba« SBerbdltniß ^ = -l^ uiiter bet unbeflimmten gorm ' . ■ ^^ 

(etgt/ unb man mu^ mit bem Sefyrfa^e 1 nod^ ben fotgenben oer^ 
binben : 

M^tBUtl^. fSenneinbefonbeter SBertb beftSSer« 

f(x) 

biltniffeft -1-i fi4^ unter ber unbe{limmten %otm 
— ^Seigt, fo {iimmt biefer SSßertb mit bem entf{>res 

dtoo 

*enben ffiertbe be» »er^Itniffe« ?^ überein. 

F'(x) 
eetfpiel. e« ifi für x=0^ 



1 



\x/ sm* 



GOt X 



»■» X ain X .. 
= = . 8in X = sm X = 0. 



3ufat S>er Sebrfa^ Z. erfire^ fitb/ eben^olfi a» »er 
<vfU/ aud> auf ben 8aa# mo ber bec SerdnbetUcben x btiAcleate, 
bcfonbcrc fll^rtb unenblt^^ mtib. Soteltd^ ift^ wttm ber Bol^tn^ 
loertb ber Sunction f (x) mit bem berlBerdnberIi(|^en^.mibctiniiiit 
foiii)ft, für x=±cK>, 



— tt — 

(10) !M=r(x); ' ' 

X 

Kngenommeti, man fe(|te r(x) fuccefftt>c ben bctben Sititctionm : 

A-,L(x) 

ikxif f wo A eine Säl^I bejel^net, bfe sr60er tfl M Die ®tl|f{t# 

unb L(x) einen SosaritbmuS au$ bem. Spfteme, beffep Safid A tft. 

2)a t^on ben abgeleiteten biefer beiben Functionen/ b. b- ^on 

AM(A), L^, 

X 

bie erfle unenbliA unb bie jtoeite 9)uQ n>iit, für unenbltd^ {rofe 
SSertbe ber IBerinoerlic^en x; fq fol^t au§ ber Sonnel (10), inbem 
man x gegen bie ©renie oo cptioergtren \i%Xi 

(11) lim —=ry^, (12) lim ?1^=0. 

X X 

2(uft ben Sormeln (11) unb (12) folgt: 1) ba^/ wenn A>l 
gefegt wirb; bie (Srvonentialgriße A^ {ule^t weit fcbneller wd^ff^ 
als bie 8Seränberli(be x; 2) ba§ bie Sogant^men ber 3ai^len/ in 
einem @#eme/ beffen Sap griger ift/ a» bie (Sin^ett^ nicbt fo 
fc^^neU a» bie 3aW«n felbjl wacbfen. 

Senn bie abgeleiteten Functionen f'(x), F(x) beibe unenb(i4^ 
würben/ fo würbe flc^ ber befonbere SSettb beö Serb&ltni(fe6 

--^ au^ unter ber Form barjiellen , unb nacli bem Se^r« 

F (x) db oo 

fa^ 3. mit bem correfponbirenben SBSert^e beft SSerf^dltniffei : 

r(x) 



F"(x) 



7 



beffen beibf. ©lieber bie abgeleiteten Functionen ber erflen Orb^ 
nung Mtvr(x:)/ ^(x) ftnb/ üfN^reinfornmeii. Senn btt FunctmM 
r (X), F"{x) felbjl unenblic^ würben; fo würbe man gen6t^igt 
fein, ku bem Srucbe: 

• r"(x) 

fortjugel^en / etc. F^l^rt man fo fort/ fo leitet man oM bem 8el^r« 
fa^e 3 leicbt folgenben @a^ ab: 

Selireati 4. SSenn bie Functionen (4) alle für ben 
befonbern a3ertbx=Xonnenbn4^ werben; fo wirb ber 
correfi>onbirenbe SBert^ be« JBerbdltntffeft: 

._fCx) 

F{x) 



• « * 
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mit tem bed SSerl^dltniffed: 

iufammenfaden. 

93eifptel. @et a eine po^tiot donftantt, unb n bie ndcbli- 
df^r« SW^e^^aW al* a}:fo ^t mm ««* t)<im.8e]^rfa^e4 ftr x=oo; 

X« a(a-Ti)..i(a — ö + Dx»-" a(a^l)..,.(a— ii + l)^^ 

ober xoa^ baffelbe iji: 

'•©te öbi^ett 8e^iffdfee Wenen jür ' »^jWmmuttg bet JSert^e ber 



-. . . « * 



0' tso 

S^xüö^tf xotlöft ftdl) unter ber ^orm - ober — barfiellen ; unb ed muß 

OD 

noct^ bemerJt »erben, böfl^ffct) barauö bie SB8ertl)e ber guncfionen 
einer eimigen SSerdnberlid^en ableiten taffen/ n>etc^e unter einer 
^er unbe^immtsn ^tarmtn erfd^etnen; 

ÖXdbe«, 0\ c^^ 1*® etc. 

SBeiel^met mn ). S3. buc(^ y unb x j^et Functionen t)pn x, 
»ot)on bie er jle ' für x = x^, 9lijU , unb bie jweUe uneiiblic^ wirb; 
(o wirb ber x = x^, entflpre^^enbe SBert^ ber gu'nction 

. .XW) .. ' ' 'a?=yz . 

bie gorm OX±c^ annebmen / -njnb offenbar mit benen ber SBcr^ 
l)dttnifrer • 

imb 



^-•«^^■^ 



(0 C-) 



ubereinjlimmen, weldt^e t)ermittetjl berSe()rfd^e 1^ 2, 3 ober4be: 
^Ummt nJierben Unotn^ mM fte luiter ben gotmen - utit>. — — 

... - zt oc! 

erfd[)einen. ßS ijl j. lÖ. nad(^ bem ge^rfafee 1 für x = co: 



-l(x)=!i^^= ViZ = 0; 



(15) « 

unb für x=0 nad) Ce^irfal^ 8: ^ 

(W) : . . xl.(x>=3 -i-i =^ =— »=0f 

X * — x-~2 






(17) • xal(x)='-^- . ?" ■■ ' =-51 = 0, 

X-* — «.ax~"-* a 

WO a eine po^tm Sonfiante i{i. 
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ba$ man f&r x = Xq l^abe : 

ober: y = o^ unb »3b^0, , j . .. i;. .rr . 

ober ttud^: y=l itnb «=±00; 

fo wirb ber x = xo entft>w*enbe SBSettl^ t)on 

(18)- " • *=ry^ ' ' - > \'"; 

unter einer ber ünbeflfmniten gormwi: 

erfc^einen. Um nitn btefen SBertl^ $tt finbeti / brauct^t man mi )u 
bemerfen / baf ^ufolge ber ®Uxä)i\ni (18) 

l(8) = zl(y) = liZ^, 

unb fblaUdl; 

Ky) 

t^« wilb bamt boi Sicrt^ be«.S3tT^f(ntf{(«t > * . 



;♦' * w^— 1 



nä^ benf' JeH^e« '/ */ 9 ober 4 ^u'^epfhittmi. ^p l4j|t jl4> 
}. JB. umnfttelddv aiid^ beii Setitfd^en 1 mtf <> t>erhirtben Mit 
ber* 8fonn« a^)^ frtgenber. @a| ^etleiftn: ^ 

S;e|itM9tt ^ Senn etn fiafticuUret SB^ertl^. bei 
^CudlbtucfSj^ unfet: eineY ber itabeflimm^en j^ormes 
«*, Qo% liflD erfd&eint/cfo fdllt btefer mit bemioirre* 
fponbiren^etn CSert^e ber Sjrponettttalgröfe: 

(21) e y^' ^ 

iufammen. .1 

äufaft 1. e« fei y=F(x) unb z=x, wo f(x) eine gun^ 
xtioH be^eid^et/ weld^e fttr x=sO^ üerf4)wtnbet; fo finbet man ffir 

x=0: -' ' L ' -^ . ■ :* 

x^r(x) 

(22) [f(x)]* = e f« . 
So i. ». tjl für x=0: 

(2») x« = e-»=:l. 

Sttfafe 2. ©et y=f(x) unb z=-, inbem f(x) eine gun* 

X 

(tion be^ei^net/ beren Sal^lenwertl^ mit bem ber JBer&nberlic^en x 
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unbefltwnt tokdflt ; fo findet mAH fitt x<= oo : 

(M) rr(x)p = ««»>. 

unb wenn man fvA)=x fe|t: 

(») x» = e»=l. , . 

ättfafe 8. (8S fei y = x unb «=F(x), too F(x) eine fum 
ction be^ei^net/ welche für x = l einen unentUc^en SBert^^ be- 
fommt; fo W WÄtt für x=l: 

F(x) 



unb wtm man F(x)= fefet: 

1—x 



.■F(x) 



1 1 



1 — X A X 



1 



(27) x»~x = e 

e 

SStt woUen unft bei ber fBetracbtuntf ber loerfcbiebenen unbe- 

fKmmten Sormen , unter weld^rn fid) m .befottbem f3et<^ ber 

Functionen mit einer t)erdnberU4^en @rö#e barbieten fönnen^ 

1 

nt<^t l&nger anfialUn , weil fte ficb / j. 93. 1 * ^ f^<x>..., teicbt 
auf bie beri;itd betrachteten Socmen j^rü^ffAbren taf^ft^ t«^. f^Ue« 
f^n biefe SSprlefung mit, beriBemerfung^ ba$ man bie ^nwtn« . 
buna ber 8ebrfä^e f; 2f etc... in mebrereii %illtn 
burcb tint^e analptifäj^e Jtunßgriffe/. wie i.^fi). bie 
äerlegung ber Siinttionen in^actoren, Vereinfachen 
fann. @0 i{t }. fB. näd^ bem gebrfal^e 1 f&t x=^Q: 

1 — coexj^ ti»x 1 8iux__.l^j 1 

•inx* 2xcosx^ 2cefix' ' x 8 2* 

e«— e-» — 2x _e*4-e-*— 2_ 
X— «sinx 1 — C08X 

2( SlD^X i 2] C08|X j 

etc... 

I 

' ^ 



« « « 



V 



4ebet bie abgeleiteten Snnctionen, n)e(4)e unenbli^) Heine 

@r6pen au8brä(fen. 



®et /(i) eine reelle Sunction, welche mit ber JBer&nbetlicben 
1 dletc^icttig t)erfcl^n)inbet, unb btefe SSeränberlict^e bie Säafi& etned 
©t>|!eni§ unenbli^ Reiner ®r6ßcn. gerner fei a eine conjlante^ 
tdttonate ober irrationale ^af)U fo ift nact) bent/ n)a§ in ben SSor^ 
erinnemngen gefagt n)orben,/(i) ein unenbtic^ itleine§ ber jDrbs 
nung 8; n^enn bie ©renje beS §Berl^dltni{fe§ : 

m . t$ 

f&r aUe {(einem SBertl^e üon r aföa/ 9lult/ unb für alle großem 
SBBert^e t?on r alS a unenblic^ iji. ^iernacb n^irb.eö \xa Klls 
gemeinen IcidS^t feitt/ bie Erbnung einer unenbK(^ Weinen ®r6fle 
}u befiimmen/ unb blog in gen>i{ten %cMm n)irb ber SBertb von 
7Cu§bru(fen/ n)elcbe {tcb unter unbefttmmter Sorm barbieten , nacb 
ben in ber \)orbergebenben SSorlefung aufgeftellten ©d^en ju be- 
Timmen fein. 

IBetracbtet man }. S3. ba§ ^robuct: 

(2) i«l(i), 

fo wirb man Uxiji finben: 1) bag biefeS ?)robuct mit ber SÖerdn» 
berlicben i ebenfon>obl t>erfcbn)inbet/ afö ba6 ^robuct x« I (x) mit 
ber S3erdnberlid()en x ({tebe Sormel 17« SSorlef. 5); 2) ba^ ba$ 
SScrbättnifi : 

!lM=i.-.i(i)=l<^ . 

il^nfaUö für pofttbe SBertbe t)on a— r üerfcbwinbet , unb für ^JO« 
ftttüe SBertbe oon r—a einen ftnenblt(!ben SSertb' befomme. 2((fo 
ifi ber tKudbrud (2) eine unenblicb fleine ®r6ge ber IDrbnung a. 
Sbenfo / xotiX btr fdx\x6i : 



— so- 
mit i t)erf(|^toinbet / I94l(^renb ftd^ baS Setb&ttntg: 

irl(i)~ l(i) ~ir — 1(0' 

auf SRuU rebucirt für j>ofitit)e SBert^e Don a— r, unb auf - für 

|)of[tit)e SBert^e t)on r — a ; fo fann man ht^aupttn , bafi ber TCuS- 
brudf (3) ein unenblidi^ Kleine^ ber iDrbnung a tjl. X)affetbe gilt 
t)on ben ^robucten: 

weldE^e n>tr fd^on in ben SSoretinnerutioeii betrad^tet b^ben; unb 
welcbe gebilbet werben / wenn man bte AUÖbr&cFe (2) unb (3) burd) 
ben neuen %^ttox e^ multiplicirt / ber ben enbti^^en SB3ertb 1 er: 
bdlt für 1=0. 

@el^ man in bem TCu^rutTe (ß}, aznO^ f^ erbäit man ba§ 
»erbittnif: 

voetcbeS eine unenblicb tleine ®röfe ber jDrbnung a=:0 i(i. S>ie= 
fe6 S3erbdltnt| toerfcbwinbet wirKtcb mit i. Kber^ wenn man e$ 
burd) I' bimbirt; fo bat man fiir i=0: 

1 1 



i'i(i; o' 

wo ber Si^wnent r einen beliebig Keinen )>ofttit>en 9Sertb f)at 
gerner ergibt ficb leixbt/ ba| ber XuSbrud: 

(5) e * 

eine unenblicb Heine ®r6§e ber £)rbnttng co \% £enn biefer Znh 
brucF t)erf(bwinbet fitr i=0, unb wenn man nacb ber S)imfton 

mit i' ; -7 = * f^fet; fo finbet man für i=0 ober f&r x=od: 
1 

L-l=x'c-« = ^=— = 0, (gormelW; »orief. 5.) 

1*" e* CO 

WO ber (Exponent r einen fo großen )>ofttit)en SSertb liat, ali man 
nur wia. 

9htn fei/ inbem/(i) ein ttnenblicb Aleined ber jDrbnung a 
iß , n bie gan)e ^l , wetdbe ber Soisftante a gleicb $ ober unmit^ 
telbar gr6f er a» biefelbe ifi ; fo wirb ba$ SSerb&ltniß : 



— 51 — 

M txfkt ®lUh Ut s(ometrifdS>en ^rogreffion: 

feilt/ xotld)a f&r 1=0 nidl^t mt%t toerfdS^winbet / ober yocA auf 
talfelbe bin<^u$ldnft/ toelc^e^ feine unenblicb Keine ®rö£ie meb( 
iji; unb man mufi blo^ getoiffe befonbere SdOe avAmf^mtn, in 
mhben bte (Sonjlante a ber ganjen 3a||l n gleicb ifL 2>enn bai 
SSerbiltnig: 

1» 

wel^e^ aus bem XuSbrudFe (1) abgeleitet wirb/ wenn man r=a 
fe^ti Unn, wie in ben Sorerinnerungen bemerft würbe, einen 
entlicben SBertb^ einen a3ertb=9lua ober einen unenblicben Sertb 
baben ^r i=0. SBenn nun biefeS SSerbdttnig t)erfd^winbet/ unb 
psleicb a=n ift, fo iQ ber ^Cuibrutf: 

M erfte ©lieb ber*^rogreffton (7)/ welches (eine unenblicb Hcine 
®r6{le mebr iji» £iefed ifi }. 83. ber S^Q/ ^^enn man fftr/(i) 
bie Function : 

(10) — / 

I(i) 

nimmt , beren SBertb für i = / 9luII wirb. Stun, baft erjie ® lieb 
ber ?>rogrefpon (7), welcbeö nicbf mebr mit i »erfd^winbet/ tfltm« 
mer einer ))on ben TCuSbr&den (6) ober (0). 2d$t man nun iati 
gen bie ® renje SluU cont>ergiren / fo ftnbet man fuccentt)e mit »e» 
jugnabme auf bie Sebrf&^e 1 unb 2 ber )>origen SSorlefung : 

Kin/(i)=o ober f(0)=0, 

liin-§? = Uin/"(i) = 0/ /(0)=0, 

1 

Km:i^ = hmZ^=0, /'(0)=0 

I 

etc. etc.. 

i»-» 1.2.3...(n-l) •' 

K«/<l> -^m WiL = «?) /Cn)(0) =1.2. 3... n. uJ!ll. 

i« ^ 1.2.3...n 1.2...II i» 

SolgH(b# wenn ber Itu0bru(f (6) nid^t mit i t^erfcbwinbet / fo 
ijiy(o)(0) bie erftc ber ®xi^n: 
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(11) /(«)/ /'(O) / /" (0) / /"'(O). e«c. . . . , 

rotlä)t einen «on 9lua t>erfd(>teb<nen SBert(). befommt. SBenn im 
(»«d«M«^( ber ^uötirudP (G) mit i t>erf4)n>!ntiet^ fo wirb bie @r6ße : 

(12) /•('')(0) = 1.2,3...nliin-$2 
öwd; SuU fein^ unb man wirb ^ol^Ü^ i)dbtn: 

i»+i 12.3...n(n+l) 1.2.,.n(ü+l)' 



/(n+J)(0) = l,2...n(n + l)liin/^. 

Da atöbann ber2Cu§brudF (0) mc^tmiti t)erf(|^wtRbet/ fowirb 
/Cn.H-i)(0) baS erfte ®Iieb ber 9fcit)e (11) fein, welche« einen an^ 
Dern 3Bert() al$ 9luU ert)dlt 9}tan fann a(fo folgenben @ai^ aM: 
fpreci()en : 

Ee|ir0at| l. e§ fet/(i) eine unenbli* flcinc 
®r6ge ber Srbnunga in bem ©pjlem.e, beffenjBafi^ 
i ijl, unb n bie ganje $al)i, weld^e gleidt) a ober gus 
ttdtl()flar6ferijlalSDie(5onjlantea. SBenn n>a ober 
ii==:a ijt; unb ba§ SJer^dltniß: 

ni*t ben SBertl) Slull für4=0 befontmt; fo ijl 

' (lÄ) /•<»'\(i) 

bie erfte ber Functionen: 

(14) /(i);/'(i)//'(0/r(i)/ etc., 

weld^e mit i n\ti)t mebt loerfc^winbet. ^at inan aber 
n=a, unb 

(16) iß = o für 1=0, 

in 

fo wirb bie Function: 

(16) /(»+U0-) 

ba8 erjle ®lieb ber SReibe (14) fein, »elcbe« ni^t mc^r 
mit i toerfcbwinbet. 

Sjl nun f(x) eine reeKe Function üon x, welche fo befdjaffen 
ijl, tiaßbaS SSerbdltni^: 

(17) ^ 
^ x« - 1 

für x:r=0 toerfc^n^inbet^ fo wirb f(x), »enn We JBerdnberlicbe x 
M eine unenblicb ftetne ®r6ßc ber erflcn ©cbnung auöbrficfenb 



m 
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bttva^M mxb , ein yxnttMxi^ JOIeine^ wn ber IDrbniMta =s n i>ber 
n fein / unb bann folgt a\x^ bem Sebtfage J , baß bie suncttonen : 



f(x), r(x), r(x),...fc«-o(x) 

aUc für x=0 Derfdbwmben. ÜRitbin fu^rt ber 8e|)rfa6 4 ber 4*«» 
SSorlefung ju fo(g«nbem Se^rfage: 

Seiir0att 2. eingenommen; baß bte Functionen: 

f(x), r(x); r'(x),...f(— i)(x), f(«)(x), 

jwoif^^w ben ©renjen x = 0, x = h continutrlic^ finbi 
unb baf baS SSerHltntfi: 

(17) M 

mit ber S3erdnberlt4)en x t)erfc|^n)tnbet; fo fann man 
atibann/ wenn man ber SSerdnberlidi^en x einen 
SBSertb h ober einen jwtfd&en unb h liegenben 
SBertb gibt, eine 3abl ^/ Heiner aU 1 finben^ burcf^ 
ipcl^e Der ©leidt^ung: 

(18) fW^r^i^^ — f'**^'^^) 

©enfifle geleiftet wirb. 

3ufa t SaSennman ir= 1 fe^t, fo rebucirt pcb bie ©leicfeung 
(18) auf: 

(19) f{x)=xr(öx). 

Diefc refete (Sieicbung flimmt mit ber ©lei^ung (10) beraten 
SSorlefung überein / unb fefet üorauS: 1) baß bie gunctioii f(3^) 
mit x t>erf4)n)inbe ; 2) bag bie gunctionen f(x), f'(x) jwifcbcn ben 
©renjen x=:0, x = h ftetig bleiben/ wo bie abgeleitete gunction 
übrigen« f&r x=0 einen unenbltcben SBJertb/ ober eine Unterbre- 
*ung ber etetigfeit ocjlatten fann. gcrner laffen fict> avih ber 
©lei^^ung (19) leidiit fotgenbe @dge ableiten. 




©renjen x=0/ x=h fletig bleiben/ n>o h eine ®r6ße 
ifl/ beren SaH^nwertb febr Hein angenommen wer- 
ben ta nn; fo wirb 9{ull ber einzige SB er tl^/ ober einer 
ber SSert^e beS »er^&ltniffe»: 

(20) M 

r(x) 

für x=0 fem. 



jw 



SS e weis. (SS genügt offenbar, ben SeM^^ S f&t ben %(xU 
betoeifen/ n>o bie abgeleitete Function i'{j) ^r ben befohbem 



— 54 — 

flSertl^ x=0 mit f (x) iUQUiä^ vtx^dmnUt, weil bete corte^on« 

birenbe SSertld iRuQ , xoüi)tn \>ai SSerl^dltntff -^ in iebet anbern 

r(x) 

^9)>ot&eff ]^t/ aföbann unter ber ^orm- erfcl()eint. 

;Dtt)tbtrt man nun bte betben S()eUe ber ©leic^unfi (10) burd^ 
f'(x). fo folßt: 

f'U) f (x) ' 

hierauf woHen xoxx ben 3al)lenn)ert() t)on x ahnü^mtn laffen ; 
fo wirb/ ba ^x eine in)if4)en uhb x Itegenbe ®r6§e bejetct^net 
unb r(0)=0 ijl, {'(dx) \(i)mUtx, al§ f'(x) gegen «Rutt con^ 

Dergireu/ woran« folgt/ bag ber SÖxuö) -^ — i eine SKenge t>ott 

r (x) 

i'idx!) 

Meinem 5!Bert^)en al8 hie einl&eit / unb baS ^robuct x -— — - 

r (x) 

eine SRenae ^eoen KuÄ^lconbergtrenber ^txü)t, befommen wirb, 
goIsli(|) ijt bte @ren)e btefe« ^robucted unb be« baburd^ auSgebrucf- 
ten SBerJ^ältnifTe« ^20) aleicb S^uQ. 

Sufal^ 1. Ser Se^rfag 3 fann bei ben Functionen: 

"(-)' . 1 
sinx/ 1— cosx; e ^^ , x^sio— / etc.. 

X 

befiatmt werben. 

tiefer Se^rfa^ i)at felbfl in bem ^aUt ftatt/ wo bte St^nction 
f (x) nur infofern reeU ober unenblicl) Hein ijt/ al§ man ber SSer? 
änberlicben x unenbli^ Keine/ mit einem aewiffen Seid^en be^afs 
Utt SSertt)e beilegt/ welche« j. S3. ber %aU iß/ wenn man für f(x) 
t\m ber Functionen: 

(23) J-/ nr, e ^ e ^^^ , etc.. 

nimmt/ wel^e nid^t mz\)x reeU ober unenblicb fletn [xnb, wenn 
man ber S3erdnberltd()en neQatit)e unenblid!) tleine SBert^e ^ibt. 
(^Uici(^ fann biefer Sel^rfa^ ftatt finbtn, wenn gleid) bie abgeleitete 
Function f (x) biöcontinuirlic^ wirb f&r x == 0. ©efet man j. fB, 

(24) f(x)=;:X8inl/ 

X 

fo ftti^et tnau/ ba§ bie abgeleitete Function: 
(25) r(x)=8ml — icosi 

XXX 

f&r X = unbeftimmt/ foIglid() biecontinuirlid() wirb ; unb Idfit man 
aUbann x gegen bi? ©ren^e 9{uU conbergiren / fo gejlattet ber au3 






(1»), b. l). 

f (x) _ . X 



(26) 



'« l^lcoti 



X X 

eine unenbltdl^e SRenge t^on ®ren)en / n>ot)on eine gleich StuU ift. 

3ufa^ 2. SBtr woHeh fe^en/ baß bte ffunction f(x) unb 
il^te fuccefitDen aboelcttetcn gunctioncn btt jur JDrbnung n— 1 fle» 
tig finb in ber Sfdbe bed befonbem SQertbeft x = o, baß bie n 
®xi^tn 

(27) f (x) ; r (0) , r (0) . . . . f <• - »)(0) 

loerfcbwinben , unb baß ber 3a^(em9ert^ üon x unbeflimmt abnimmt; 
f0 toirb 92ttU bte ® renje / ober eine ber Srenjen fein, gegen web^e 
iebed ber SSerl^dttntffe : 

(18) ^W f'W ^"W n— '>(x) 



# •• 



i*'(x) r(x) p^(x) ioo(x) 

unb folgltd^ il^r ^robuct: 
(29) — — . 

fC«)(x) 

cont)ergtrt. ^Daffetbe gilt t>on ben 2Cu6brücfen : 

totU^t man erbdlt , wenn man irgcnb ein« biefer JBerl^Ältniffe bur^ 
bte baranf folgenben multii^Udrt. 

Zd^raatt 4. Sßenn ftdi^ alle« xoit im £e(rfa| S 
Derl^alt; fo ifi 9{uU ber einzige ^trtf), ober einer 
ber aSertbe be« ^robucte«: 

(31) xr(x) 

fürx=:0. 

IBen>ei& 2)a« ^töbuct (31) t>erfdbn>tnbn offenbar mit ber. 
Serdnberlicben x, wenn bie abgeleitete »unction r(x) f&r x=:0 
einen enblicben SBert^ be^&lt. Sßenn biefe Suhction f&r x=0uns 
enblid^ w&rbe , fo xo&xbt, wenn man x gegen bie ®ren^e 9tull cott« 
Dergiren Idßt/ aus ber burd> 6 mu(ti)>lidrtert ^leic^ung (19) folgen : 

= Um [d f (x)] = lim [d x f (dx). 

Solgli(|) würbe SRuU audb ber einjige Sßert(»/ ober einer ber SSer< 
tbe fein, welc^^e ba« Drobuct ^xf'(^x) f&r ^x=0 er(^dlt; unb 
folglid^ bet einzige ffiertb^ ober einer ber 9&txUft , v^eUi^e baS $ro^ 
Duct. xr(x) ffir x=:0 erl^dlt. 
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3 u f a ^. £er. Sel^rfa^ 4 ftnbet ferner aud) in bem SdHe flott/ 
n>o bie gunctton f(x) nur fo lange reell unb unenbltcb Hein bleibt/ 
ald ber S3erdnberli4)en x unenbliQ {leine SSSertbe mit einem gemif- 
fen SeiiJ^en beigelegt werben i xoxt folcbeS ber %(kVi ifl / wenn man 
f&r f (x) eine ber Function (23) fe^t. @el^t man 5. S. 

f(x) = x8in~, , 

X 

fc fann baS ^robuct: 

1 1 

xf ' (x) = X sin - — cos -/ 

X X 

für x = o eine unenblicbe SRenge, jwifd&en — 1 unb +1 liegenbcr 
ilBertbe b<^ben / n>ot)on einer 9iuU fein wirb. 

Selirdatl 5. 68 fei /(x) eine reelle gunctton/ 
n>elci()e für x=0 einen enblid^en unb bejlimmten SBert^ 
/(O) befommt. SBenn biefe gunction unb ibre äbgc» 
leitete /'(x) iwifcben ben ©renken x=0/ x = h fletia 
bleiben^ wo, h eine ®r6ge bejetcbnet, beren numeru 
fcber SBert^ febr flein gefegt werben fann; fo wirb 
9lull ber einj^ige SBertb/ ober einer ber SBert()e fein/ 
xozli^t ba$ ^rob^ct: 

(32) xj\iL) 

für x=0 annimmt 

{Bewet§. Um ben Se^rfal 5 au§ bem Sel^rfa^e 4 ab}uleiten/ 
braucbt mm offenbar nur 

f (X) =/(x) -/(O) 

ju fe^en. S^rner läßt ffcb UW folgenber Sebrfa^ auffleQen: 

Ee|rr0at| 6. 9&ir wollen bie IBer^nberli4^e x, lx\s 
bem alle 5 wte. im Sebrfal^ 3 bleibt/ aU ein.une.nblidi^ 
ÄlefneS ber erijten JDrbnung betracbteu/ unb anneb? 
meh/'baß ba8 SSerbdltntg: 

(33) i£W 

f(x) 

ft!Ö(>.fur xr=:6 a,uf eine gewiffe ©onjlante rebuctre;T6 
til bte reelle gunction f(x) ein? unenblid^, fleinc 
©rHe, beren SrbnungSjaj^l im ^(llgemeinen iener 
Sonjrante gleicb ijl. . 

^t^t'x 9. 69 fei a bie £)rbnuQ3$ial()l : ,b^r. unenbli^^ {leinen 
®rige f(x); unb wir wollen ferner 

(34) ; , l^ = (^ (x) ober t{y) -^- <p(x) ' , . 

feien. :• >.••'..='..:•, 

2)a aus ber @lei<l^ng (S4)/\wenn man bie eogari^^^men t^rer 






"^-1 
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bctbett S^ette t>tferenitrt/ 

f(x) ^ <?>(x) 

folgt ; fo tj} sunt S3en>ttfe unfeteS it^x\a^ti nur nöt^ig > ju itx^tn, 
tiaf tier SBertl^ tie§ SSer^dltntffeS : 

(36) ' *^ 

im ZU^mmtn ÜtuQ tf! für x=:0/ n)eI4ie$ auf folgenbe SBeife ge^ 
f(^clE)en fann. 

2)a f (x) eine unenblic^ ((eine ®ri^e ber £)rbnung a iß , fo 
ifl bie ©renje beg äSer^&Itntffed : 

(37) fJ^ = xa-r^(x)=^«^ 

für |)of[tit)e SSSertbe üon a— r^ Slull, unb für ^o1tttt>e SBertbe tm 
r— a, unenbltcb. IBejeicbnct man olfo mit e eine beliebig Weine 
3a^I/ fo t)erfcbn)inben bie beiben Functionen: 

(38) x'<p(x), J^- 

jugleidE^ mit bcr SSeranberlidJ^en x, Slun wollen wir annebmcn,^ 
baS Serbditnig (36) rebucire jtcb für x=0 auf eine beflimmte*^ 
ßonflante c. SBenn biefe Sonftante ntd)t SRuU ijl/ unb wenn über« 
bicS bie Function <p(x) toon x=0 bis ju einem febr nabe liegen^ 
ben SBertbe x=X bajfelbe Seichen. bebalt; fo werben ftcb bie dbs 
geleiteten Functionen ber 2(u§brü(fe (38); ndmlid^: 

.(39) ji^'-^^^i.^ls+ll^ 

^ - ^V/( ^ ^(x) j' cp(x)^ c^(x) J 

für fel^t Heine Sal^lenwcrtbe oon x unb t)on b, auf ®r6§en rebus 
iixtn, wel^e ftetd baffelb.e 3eic^n. ^.abtw, al6 bie ^robucte:, 

x,-l-l ^ / \ -^ C X - - 



-~ ► r- 



95(X) . 

9lun fei bie ©rige X ber 9lull binreicbent):gefld|^ert/ bamit 
bie Functionen 38 unb 30/ ^ot)on bie beiben legten für x=0 
unenblidb werben/ jwifcben ben ©renjeii x=rO unb x=X enblicb 
unb continuirlicb bleiben; fo enjiirt jwifcben bicfün ®renjen (pebe 
«ort 4. gefyrf. 2, äufafe 1.) ein SJertb für x, füt welc|)en ba§ 
»et^dltniß ber ^KuSbrötfe (39)/ b. b- baö g)röbii(t:. 



:,*g>'(*) • 



[9>(x).]' 



^■/ <?(x) 
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bem SSerH^iltniffe ber ®r6^en: 



ober bem %üSbtüäti 

gletd^ tjl. 

ÜRan fann dfo ben ®rögen X unb x fe^t (leine $A\)Untoext'f)e 
beilegen/ bur4> weldt^e bet ®letc()ung: 

x£(x) 

(40) _?.«=iiwr 

x<p'(x) (,)(x)) 

©enfige gefd^tebt. 

^terauS folgte n>enn man X gegen bie ©renje SSlixU cont^er- 
gtren t&ft: 

e — c ( <p(\) ) 

9lun !ann aber biefe Ie|te S3ebtugung nicbt erfitUt xottitn, tote 
((ein € aucb immer fein mag , fo lan^e bie Gonflante c von 92uU 
tDerfdbieben angenommen wirb. ^olgUcb mufl biefe Sonjtante ober 
, bie ©renje beß 5Berb4ltni(feS (86) , ^ »eil e unbeflimmt abnehmen 
(ann / notb^enbig 9luU fetn. ÜRitbtn folgt auS ber ©leicbung (35) 
allgemein : 

(41) Km!^ = a; 

f(x) 

folglidE^ tfl ber aufgefteUte Sebrfa^ beriefen. 

3ufa^ 1. 2)er Sebrfa^ 6 (ann leicbt in Se^iebung auf bie 
Functionen ^ 

X* , X* e* , X* e-* etc . . . ^ 

toel(be aUt i9on ber IDrbnung ä {tnb^ t)eriftcirt werben. 2)iefer 
£ebrfa^ ftnbet felbtl in bem %aVit ftatt , wo bie Function f (x) nur 
bann reeU ober unenblid^ flein x^, wenn man ber SSerdnberlic^eii 
X SBertbe t)on einem gewiffen äeicben beilegt; wie fol4)e8 ). S6. 
ber %aVi ifi^ wenn man ffir f (x) eyte ber Functionen: 

rrz, x"^, x'^Ux), ^, xM[I(x)], e »; i^e *etc... 
I(x) l(x) 

fe|t; wooon bie erfle t)on ber jDrbnung 0, bie uoeite \>on ber Otb^ 
nung i, bie britte, vierte unb fünfte t)on ber £)rbnung a unb bie 
beiben leisten t)on ber £)rbnung co finb, etc. 

3ufa^ 2. äBenn bie reelle Function f(x) ein unenblicb iClei^ 
neS ber jDrbnung a ift, unb ber 0al^lenwertb / fo wie baft Beiden 
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bcS IBerl^aittttffeS: 

(34) -^^=<?W 

unbe|ltmtnt werben f&r x=0; fo Unn man X ni^^t melf)r fo wiH^i 
Un, bag biefed SSerl^dltni^ iro\iä)zn ben ©renken x=0# x=X 
baS 3ei<^en nid^t dnbett/ unb ber 2(uSbru(f : 

(33) ^ii:« 

n>ttb fld) nic^t mel()r notl^tDenbig auf bte Za\)l a rebuciren für x=:0. 
@e^t man ). S3. 

(42) f(x)=xsinL, 

x- 
fo ift: '^ 

(43) a = l (44) !LLM=i-icot i, • 

i (x) XX 

8dßt man nun x gegen bie ®tenje SluD conberjtren / fo con^ 
loergtrt ber zweite Sl^eil ber ®Uxi)VLn^ (44) gegen etne unenbltc^e 
SRenge t9trfd)tebenet ©renken/ unb mi)t bloß gegen bie ©renje 1. 

SSenn bie Function f (x) tmagtndr voirb, fo fann ed gefcbeben/ 
ba$ tetner ber Sßertbe beS *l(u$brud$ (33)/ metcbe x=0 entfprecben, 
ftcb auf bie Sonflante a rebuctrt. Um bie IBegriffe ju ftriren^ n>o(s 
ten Yoir 

— . 1> „ r-r^i 



(4S) f(x) = x* jco8l+ r=5 sin U = 



x«e» 



fc^en; fo ift f(x) ein uncnbli^ Äleine§ ber Orbnuüg a, unb 

(46) lIM = ,-l,^i, 

1 (x) x 

weldS^er Äuebrucf offenbar für x = unenblid) wirb. 

£)ie unenblid) fleinen ®r6f en oon ganzen jDrbnung$)al^len bie^ 
ten einige bemerfen^n)ert^e ßi^enfc^^aften bar , n>eld)e jtc^ unmittel« 
bar aud ber gormel (12) ableiten laffen / unb in folgenben @d^en 
liegen. 

Sefit^att^. @d fei/(])etne unenblid^ f leine ®r6ße 
auSbem ©i^fteme; beffen SBafi* i ift, unb /^°>(0) baÄ 
erjle ©lieb ber gfei^e(ll), weld^eS nicftt »erfcfewinbet 
Ueb erbtet n>ollen wir annel^meu; ba^ biefed®lieb eis 
ntn beftimmteu/ t>on 9luU oerfc^iebenen SBert^ bts 
f omme; fo n>irb baS SBerl^&ltntf : 






für fel^r fleine äabUntoertl^e t>on i baffelbe äeicben 
baten. aU/(">(0). 
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WLt^tBKttS. SBenn \x(i) alUi wie im eel(|¥fal| 7 t>e^ 
halt, unb n eine gerabe $ai)l ift; fo l&at/(o für fcfer 
fUine numerifc^e SJSert^e t)on i befldnbig baffelbe 
Seiten aU/f»>(0). 

S3etfpie(. ^el^t man: 

y(i) = e» — 2008 1 + ^"'^ 
fo finbet man: 

/(0)=0,/(0) = 0,r(0) = 4. . 

^an })at alfo in bem gegennxürtigen SaQe: 

11=2, /(»)(0)=/"(0)>Ö. 

Sfolglic^ ijt bie f^unction : 

e' — 2cosi-j-e--* 

nad^ bem 8ten Se^rfa^e f&r fe^r fteine 3at)(enn)ert^e t^on i {let§ 
f)o{ttib. 

Sejgrdatl 9. Sßenn fid^ aUeö n>ie im gel^tfa^ 7 
Derl^dlt, unb n eine ungerabe äal^l ifl^ fo dnbert/(i) 
ba* Seiten/ inbem fie mit i.hurd) 9luM gcM. ^lö- 
bann^ Öaben /(i) unb i einerlei äeic^cn, wenn/^°>(0) 
pofitib ijl, unb entgegc^ngefefete SeidS^eUi wenn/^"^(0) 
negatit) x% 

S3eifpie(. @e^t man: 

/(i)=e» — 2cosi — e^\ 

fo ftnbet man: 

/(0) = 0,/'(0) = 0, f"(0)=Or r(0^ = 4. 

3n biefem SaQe ift alfo: 

n=3,/(»>(0)=/'"(0)>l. 

^ol^lidS) licit na4) bem 9tcn gel^rfafee bie gunction e> — 2cosi 
— e-» für fe^r Keine 3al&lenn>ett^e bon i bajfelbe äeic^eri/ al8 
biefe S3erdnber(icl[)e. 



Siebente SSorlefung. 

Uebcr bie ^a%ima unb SSintma ber reeden Functionen mit 

einer t)erdnberiid)ett ©ripe* * 



SBenn ein befonberer SBertb ber gunction/(x) reeß ift/ unb 
alle benadjbarten reellen SBertl&e, b b- öUe SBertbe, xoü(i)c man 
erbteltc / wenn man x um eine febr Heine ®röße wacbfen ober ab* 
nebmen liege/ fibertrifft; fo wirb bicfer befonberc SBcrtb ber gun- 
ctton ein ÜRajtimum genannt. 

Säenn ün befonberer SBertb ber gunction/(x) reeU unb flei« 
ner alf> aQe Umö)battzn reeQea SSertbe ifi/ fo })ti^t er ein SJ2U 
n { m u m. . 

^un folgt aber offenbar an^ btm, waS in ber t)ierten SSorle« 
fung gefagt i|r (gebrfa^ 1, Sufafe 1) , baß, wenn bie beibcn gum 
ctioneny(x);/'(xX in ber 9ldbe eineä ber SSerdnberlicben x beis 
gelegten befonbern SBertbeS ftetigjtnb, bieferSBertb nur bann/ (x) 
juw SDtarimum oberSKinimum machen fann, wenn/'(3«) für 
tenfelben t)erfcbwinbet. SSon biefer SBemerfung auögebenb/ lagt 
ftcb leicbt folgenbe 2(ufgabe lofen. 

Sufoafie. £)ie ÜRa;t:ima unb SRintma einer reetleti 
gunxtion ber einjigenSäeranberlicben x ju finben. 

6S f^i/(x) bie gegebene gunction. aJfan fuc^e juerjl bie 
SBertbe 'oon X / ffir welche bie Function aufbort, fletig ju fein; 
fo wirb iebem* biefer SBcrtbe, wenn eö folcbc gibt, ein SSertb ber 
Function entfprecben, weldber im TtUgemetnen, entweber eine uns 
enblicbe ®rpße, ein ^ajcimum, ober ein Minimum fein 
wirb. 

S>ann fucbe man bie Sßurjeln ber ©leicbung : 

(1) /'(x)=0 

nebp t>m SBertben t)on x, welcbe bie Function /' (x> bi^continwirs 
lieb macben, wo^u befonbcrS bie ju reebnen ftnb, welcbe ft4) ouS 
ber ®lei(^ng: 

(2) ' /'(x)=±co, ober-i-=0 

ergeben. 

g§ fei x=Xo einer biefer SSJertbe, fo ijt ber correfjjonbirenbc 
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Se|ir0att8. SS3enn ft4) aUeS n>ie im Sel^rfa^ 7 Der^ 
bdlt, unb n eine gerate äal^l ijl; fo \)at/(i) für fefer 
fletne numertfc^e 9J3ert{)e t)on i befldnbig baffelbe 
3et*en al»/C">(0). 

S3etfpte(. ^e^t man: 

y(i)=e* — 2cosi-|-fe""*/ 

fo finbet man: 

/(0)=0,/(0)=0,/"(0)=4. , 
Wtan \)at alfo in bem gegenwärtigen SaQe: 

n=2, /(")(0)=/"(0)>0. ^ ^ 

golglici^ ijl bie gunction : ' • 

nad) bem 8ten Sel^rfa^e für fe()r Heine 3alS)(enYoertl(^e t)on i jletS 
|)0jttit). 

iUiirdat} 9. SBenn fi^ alleö wie im 8e|)rfafe 7-5 ^^ 
Derl^dlt, unb n eine ungerabe Sal^l ijl^ fo dnbert/(iii'^-^r-| 
ba§ Seic^^en/ inbem fie mit i.hurd) 3luM ge^. 2Cl*Ä-v:r .^ 
bann^ Öaben /(i) unb i einerlei Seichen, vo e n n /^°>fOM " i,. 
pofitit) ijl, unb entgege^ngefefete äcidiien^ »enn/^»>(0jr- ..; 
negatiö ifl. ftir. ,.j 

83 e i f p i e l. @efet man : {y ^«:.. . 

/(i)=ei— 2oo»i-e-S ;\,^. 

fo finbet man: i ..: 

/(0) = 0,/'(0) = 0,r(0)=0.r(0^ = 4. i 

Sn biefem galle ijl alfo: ^"^" . 



•♦**■;; 



Sol^lidb bat nad^ bem 9ten Sel^rfal^e bie Function e> — 2cos ^ 
— e-i für fel^r Weine S^l^lenwert^e toon i bajfelbe äeic^cn, o^Bt 
tiefe SBeränberIi(|)e. 



f 

'f: 



I 



Siebente Sctirfcr. 

"»Er Drränccrlict)fr, fert- 

«;., n^ ^ , iz^r^'-,^.;.-- - ^-r. 
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uticz 1 •- . - ■■-■...- 
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' ober 
. witb; 
=a btn 



,eEien, o^nt bftfe Sun: 
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SSert^ tjon /(x), b. ft. /(x<, ) ein ÜRartmuni/ xotnn We aboe(eu 
tete gunction /(x) in ber Sld^c t)on x = xo i)Df{ttt).ift für x 
< x^ unb negatit) für x>Xj, . 3m (Segentl^cil tjl /(x^ ) ein 
SRinimum, wenn bie abgeleitete Function /'(x) für x<Xj, ne^ 
gatit) unb f&r x>Xo }>Dfitit> iji. SBBenn enblicb bie abgeleitete 
Function /'(x) in ber 9ld^e t)on x=xo befldnbijj pofftit)/ pber 
befidnbig ne^atit) wdre; fo n)ärbe/'(^o) n^eber em ^arimum 
noä) ein ^Xtnimum fein. 

Seifpiele. 2)ie brei Functionen: 

(3) xVi, J.^, xl(x), 

l(x) 

xotl(i)t biScontinuirlicb werben # inbem fie bom Sfeellen jum Sma^ 
gindren übergeben/ n)dbrenb bie SSerdnberlicbe x abnimm tunb t>uxd) 
9luU gebt/ erbalten für x=:0 ben SSertb iRuU/ ber ein ^ini: 
mum ber erjlen unb ein SJtarimum ieber ber beiben anbern ifi. 
2)ie beiben fj^unctionen : 

(4) x\ x'/3, 
teren abgeleitete: 

3 x''3 

t)om 9legatiben,jum ^ofiti^en übergeben/ wenn ffe ßcb auf 
9{ull ober ba$ Unenblicbe ^rebucireu/ wdbrenb bie SSerdnber- 
liebe x t)e rfdbroinbet/ inbem fte bom ?)ofitiben jum 9le= 
gatiöen übergebt/ b«ben betbe ben SSSertb 9lull jum SKini^ 
mum. Sagegen b^ben bie jwei Functionen-: 

(6) x' / xV3, 

beren abgeleitete: 
a) 3x 



^ 1 



3 x»/3 



aucb für x=0 SluU ober unenblid) »erben/ aber für jeben SßSert^) 
t)on X pofitit) bleiben/ weber ein fSRairimum nocb einä^immum. 
£)te Function: 

(8) x»+px + q 

bleibt / fo wie ibre abgeleitete Fu>tction / für alle 9Bertl()e t>on x 
continuirlicb > aber biefe abgeleitete Function: 

(9) 2x+p 

tjerfdbwinbet für x=— ^p, wirb negetit) für x< — i-p unb 
^of itit) für x>— 4p. Folglicb wirb bie Function (8) für x= 
— 4p ein SRinimum/ welcbe« gleieb 

(10) q^if 

ijl/ unb welkes jicb leicbt nad^weifen Idgt/ wenn man erwdgt, 
^a^ biefe Function auf bie Form : 

(II) (x + 4p)>+q^-ip2 



-^ « — 

gebracht «verben fann; uiib f&r ieben toon — 4>p Derf4^beiicn SBert^ 
t>oa X 8r6fer tjl ate q — tP* • 

S^ltid^ntn xoix nun burdt^ A eine gröfere Bal^l al& bie &th 
htit , unb burdb L (x) ben Sosaritl(imu& tmi x au$ bem @#eme, 
beffen Baft^ A ifi. S)te abgeleitete Function tM)n 

A» 

X 

ijt: 

^ ^ X (L(e) x)' 

unb ba biefe abgeleitete Function für einen großem äSerfb v>i>n x 
olS 5RuU, negatit)/ SRull ober pofitit) i§, jenacbbcm x< 
L(e), x=L(e) ober x>L(e) ijl; fo folgt, baß bie Function (12)* 
für x = L(e) ben fleinften SBertb: 



befommt. 

£)ie Function: 




L(e) 


(15) 




L(x) 

— f 

X 


beren abgeleitete: 


1 




(16) 


-^[L(e) 


-L(x)] 



für ieben großem SBertl^ un x aK giuB, |>ofiti\), 9lull ober 
negatito tjl, ienodjbem man x<e, x = e, x>e fefet/ befommt 
für x=e ben größten 8Bert||: 

(17) ?i^> 

e 

S)a enblicb bie abgeleitete Function bon : 

(18) x«e-», 
nämltc^: 

(19) x'»e-^/'~-l\ 

für einen großem SBert^ Don x, atö SRuU, |)ofitit>, 9iull ober 
negatit) ijl, jenac^bem x<a, x=:a ober x>a gefagt wirb; 
fo f ann man behaupten , baß bie gunction (18) für x = a ben 
größten fSSert^: 

(20) a» e-a 

erWtt. 

SSSenn man, um bie SBSertbe t)on x ju fünben, tDel^e bie fSla^ 
rima ober SJlintma ber gunction./ (x) geben, ol^ne bfefe Fun- 
ction ober ibre abgeleitete gunction /'(x) biScontinuirli(Jb ju ma^en. 
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bie reellen SSurjeln ber ®lei(bun$) (1) bejHmmt MY fo tjl e§ aetvoj^n- 
lld^ binretc^enb, um ^u entfc^etb.n, ob j|ebe btefet S3ur}e(n/(x) }um 
Slarimum ober SRimmum macbt/ bte abgeleitete Function ber iwtl 
Uli £)rbnung ju btttai^Un. 2)enn e6 fei x^ eine biefer SSurj^eln, 
unb wir woUen annel^men , baf ^ä) ber corren)onbirenbe SB3e.rt^ 
\)on/"(x) auf eine enblicbe ®röge rebudre. £)er SBurjel x=Xo 
wirb ein 5Winimum \)on /(x) entfjjrecben, wenn bic gunction /' (x), 
welche für x=Xo9luUn>irb/ t)otn 9legati\}en jum ^Poftttoen über- 
gebt; b. b. mit anbern SBorteh/ xotnn bte Function /'(x) mit ber 
^er&nberlicben x wdcbfl. iRun n)tro aber biefe le^te SSebingung 
erfäUt (SSorlef. 4, ge^rf. 1.)/ n>enn bie abgeleitete Function t>on 
/'(x), b. 1^. /"(x) für febr wenig t)on Xo üerfcbiebene 2Bert^e oon 
x ftet§ poptiü ober SiuH ift/ folgtic^ wenn bie (Sröge/^Cx^ ) einen 
• enblid()en pofttioen SBSertb^ ober einen äBertl) =0/ ber aber ein 
SRinimum t)on/"(x) i(l, gibt. Sm ©egentbcit i(i/(xj,) einSRa^ 
rimum t)on/(x), wenn, mbcm 7'(^o) = ö ijt/ / (x) für wa^s 
fenbe SBert^e üon x abnimmt in ber 92dbe beS befonbern äScrtbe^ 
x=^Xo , »elcbeö (nac^) bem angcfubrten £e()rfa^e) jlatt ftnbet/ wenn 
/"(Xß) einen enblicben unb negatitjen SBertb/ ober einen, SDBertb 
=0/ ber aber ein 9Rarimum t>on/"(Xo) auöbrütft, |)at.' 2Ran 
{ann alfo folgenbe @d^e a\x^\pxe(i)zn i 

, UtfttMtt 1. £)amit ein SOßertl^ bon x, wetcf^er ber 
(äleic^ung: 
(1) /W=0 

©eniige leijlet/ ein SKinimum ber gnnctton/(x) jur 
Solge i^abe, ifl e^nötbig^ aber aucb ^nretcbe'nb/ ba^, 
wenn ber correfponbirenbe SBert^ öon/''(x) eine tnhi 
iiöi)t unb bejlimmte ®r6@e x^, biefe ®röpe |)ofttio 
fei, ober bag, wenn fie =0 ijt, fie ein SBinimum \>on 
/"(x) auöbrücft. 

S3eifpie[. @e^t man: 

/(x) = — , 

X 

fo ftnbet man: 

X (L(e) x) (L(e) x)"^ 

(L(e) x), X* : 

( L (o) X ) x^ 

golgli* rebucirt ber SBertl& x = L (e) , für welchen f (x) tJer« 
fc^winbet^ bie abgeleitete Function /"(x) auf bie po^üu @ri|e: 

x' X» [L(e)]» ' . . 
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unb madft bte gegebene Function — }um SRimmum. 

Semer fet: 

7(x) = e« — 2coflx+e-», 

fo tjl: /''(x) = e« + 28iiix — e-*, 

unb: y"(^)=«^4-2co8x+e-». 

Solgltd^ rebuctrt ber SSertb x=0; für n>el(ben/(x) unb 
f (x) roerfcbwtnben / bte abgeleitete Sunction /" (x) auf bte pofis 
tme @x&it 1+2+1=4; unb folglt^ t(l 9luaber Reinfle SBertb 
ber gegebenen Function. 

S^lirdatl 2. 2)amit ein SBertb t>on x, xotliftt bet 
eijbung (1) ®enfige leijiet; bie gunctton/(x) jum 
QTtmum mad^e^ t{t e$ nötbig utH^ aucb ^uteicbenb, 
f/ toenn ber Speftl^ ![>bn/''(x) eine enbltcbe unb bu 
mmte @r6fie xft, btefe ®r6^e negattt) tli/ ober baf, 
nn fte SHuIl tjl/ fte ein fWarimum toon f'{x) au^ 

Seif viel. @e|t man: 

/•(x) = x«e-«; 
tnbet man: 

/(x)=:^«e-«j^-li = j^-l|/(x), 

(x ) fx ) 

/"(x) = j|-lj/(x)--i/(x) 

= |--l!/(x)--4/(x). 

(x ) X* 

Solgltdb rebuctrt ber SBertb x=a/ für n^eUben /'(x) toer« 
f(btptnbet//"(x) auf bte ttegatit)e ®r6ßc: 

— ^/(x) = — ax«-2e-» = — a«-'e-% 

X* 

unb madbt folglidb bte gegebene Function x* e-^ jum üRartmum. 
SStr nooUen nun annebmeu/ bag f&r einen, äBertb x^ t)on x, 
toelcber ber ©leicbung (1) genagt/ ebne bie Function /(x) bidcon^ 
tinuirltcb ju machen, mebrere ber abgeleiteten Functionen: 

(21) • /'(x),/''rx),/'"(x).... 

t)erf4)»tnben. 2)ur(b /^^(x) »ollen wir bie erjie t>on tbnen bes 
ieitbnen/ weldbe nicbt toerfcbwinbet / unb fefecu/ baß/^»Hxo) eine 
enMtcbe unb beflhnmie ®r6fle fei. £)aniit/(Xo) ein SRtnimum 
ober Maximum t>on /(x) fei / muß notbwenbig (nacb Sebrfal^ 1 
unb 2) /•''(xo)=0 ein ÜRinimum ober SRarimum oon /"(x) 

5 



fein. ' Solgß* «^»f ft* ^^^ ^^ ^.^^ ©rdf^n : 

(22) r(^o)//'''(^o) 

auf 9luU, unb bie jwette auf eint |>ofitiw dbn negative # ober auf 
giuU, xotlö)t aber ein SJltnimum ober 9)la>:{mum t)on/"'(x) 
ifli, rebuciren. Sn ben betben etften gdKen tft n=4. 3m brtt^ 
tcn gaHe folgt aue bem 8e^rf. 1 unb 3 t»iebet, baß bic etile ber 
bciben (Stoßen: 

(23) /'K)/"(*o) ^ 

fiil^ auf 9taU, bte ^tteite auf eine pe^tm ober negative ^ ober t^iel^ 
mebr auf ^\xU, n)eld()e aber ein 9Rinimttm eBfr 9laxrimttm 
t)on/'"(^) auöbrücft, tcbuciten muß, SBeun bie jmeite bc« ©ro^ 
fen (2S> t)on 9lutt i^etfdbieben ip, fo \)at man affenbar n=«. 
Sa^tt ma>i auf biefetbt SSSeife fott^ fo witb man jutelt ftnben: 

1) boßi penn ber 2Bettb x = x. , /(x)4um SRinimutn ma&' 
n'etne getabe Balpl mVf^'^K^o) ^f"« |>ofitit)e (Stiße fein witl 

2) \)a^, wenn bet ®ett^ x=Xo biefelbe gunction jum SJlar 
mum mad^t, n wiebet eine getabe 3abt unb/^"^(xo) eine ne- 
g a t it) e ®r6ße ift. SRann fann folglich mit ben ge^tfdfeea 1 unb 2 
ben folgenben \)etbinben. 

Utbtmti 3. aüJenn ffir einen befonbern 2Bett^ 
X, in beffen 5Rd^e bie gunction/ (x)flett^ ftTeibt; 
vii^ abgeleitetenSunctionen betfelben üon etnetnie^ 
btigetn Stbnung äU n t)erf4>n)inben, unb bie abge^ 
leitete gunction uon ber Drbnung n ft* auf eine 
cnblidbe unb beftimmte ®r6f e rebucitt; fo fann ber 
correfj)onbirenbe SBertb t)on/(x) nur in bem galle 
ein Slajcimum ober 9Binimum fein^ wo d txnt.paaxt 
3a^l bejeic^net. Sn biefem galle «)itb/(x) ein 5911- 
nimum, wenn bet SBettb t)on/^°>(x) pofitit) tjl, unb 
ein ÜJianmum, wenn ber SBJettb t)on/^"^(x) negattvifl. 
S&elf.»)ieL ©efet man: 

/(x) = e»+2co«x-|-e-*, 

fo finbct man: /'(x)=:e» — 28iiix — e-*, 

/"(x) = e* — -2cosx + e-*, 

/"'(x) = e»4-28inx— e--*; 

4 

/iv(x) = e»+2coßx4-e-*=:/(x). 

golgli* tebucitt bet SBett^ x=0, fftt weld^en bie aftgeleite: 
ten guncttonen: ^ ^ ^ 

mf*»inben,/'^(x) auf bie pofiim ®r6ge 1+2+1 = 4, m 
baber ift ber correfponbitenbe »ertl^ tet gegebenen gniKlien f (x) 
ober bte 3cr^ 4 ein tRittimum betfelben. 



üon X 

bie ab 
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jDev %^ali S Mnnle aud^ tinct aM ba S^mtl (W ^^ 
t)ierten SSorlef. abgeleitet tberben. X>enn bamtt etn i^rrunUrer 
ffiett^ /(xo) t)on/(x) ein SRitttm um fei/ ifl erforberltcb unb 
genügenb/ bafi er üon aUen benacbbarten SSertben äbertrof|[en »erbe/ 
welt^e aQaemetn m)n ber fotmf(y^-\'i) finb/ inbem i eine um 
enblic^ f letne ®r6fe be^ei^mt ; b. Ij. mit anbern Siorten / bofi bie 
2)ifferenj : 

wenn Ite reell xft, fixt febr fleine äablenwertbe , unb irgenb wtU 
(be0 Seichen \>m i pDfittt) bleibe. ©eSgletcften / bamit/(Xo) 
ein 91 a Y t m u m ^on /(x) fei / tfl e^ erforberltcb unb genugenb/ 
baß bie 2)ifereni (24) reell unb für febr nabe an iRuQ liegenbe 
Settbe üon i ^tti negativ fei. SBenn nun, inbem /(x) eine 
in ber Öldbe be« befonbemSa8ertl)e§x=Xotlettge Function ift, bie 
abgeleiteten Functionen toon /(x) t>on niebrigern JDrbnungen al8 ä 
%(9b Auf ^nU, nnb/^Mx) auf eine enblicbe unb beftimmte ®r6f[e 
rebuciren; fo b^^^t'man (nacb ber gormel 19 ber 4ten JBorlefung)/ 
y^zm man ber ®r6#e i febr fleine Bofblenwettbe beilegt ^ unb bur^ 
"f eint Reinere $a\il M bie einbeit bejetcbnet: 

(M) /(Xo +i)-/(xj = -_^ ^/(.)(x, -h^i). 

9Iurt folgt aber offenbar an^ biefer Sletcbmfg/ ba0 bie ZHffe^ 
renj (24) für fel^ ttente numerifcbe 3Bert|)e t)on i baffeibe Btx^ijm 
bot, als baS f)robuct: ' 

2)iefe SiiffetetQ berdnbert fotglicb ba6 äeicben, wenn r eine 
ungerabe 3abl ifi/ ttnb bie ®r6ße/(x^ ) fann mber ein SVa» 
jcimum noc^^ ein Minimum \)on/(x) fein. 3ft im ®egenlbei( 
n eine gerabe $a%l, fo bleibt bie Differenj (24), Inbem fte ffd^ 
ber 9{uu n&^ztt, wie ba$ $robuct (26)/ für j|ebee 3eid)en t>on i 
flef^ )^ofttt9 ober jtet§ negatit>/ jenacbbem ber iwetfe Factor 
f^H^o) t>«fe8 ?>r0bucteS felbft |)ofittt) ober negativ ifl. 6» 
tft alfo/(x.) ein SRarimum ober SBtntmum t>on/(x); je« 
nadbbem /w (x^ ) negatit) ober })ofiti\) ijl. 68 üerbient be« 
merft ju werben / baf man ben Sebrfa^ 3 aucb au8 ben Formeln 
7, S, 9, SSorlef. 6/ ableiten UtmU, wenn man bafelbfi für bie 
unenblicb fUttie @ti$e/(i) bie unenblic^ fleine ®r69e/(x,+i> 
— /(xo ) fefete. 

3um ©(bluffe biefer SSorlefung bemerfen wir nocb/ bag , wenn 
tnatt/(x) burcb y bejeicbnet/ bie t>erf(biebenen ©lieber ber JReibe 
(21) bie Sorm annehmen: 

/orrx ^y d*y d'y * 

(27) JL, — L, — L etc.... 
^ dx dx2' dx' 

unb bie ®tei4)ung (1) toerwanbelt {t^) atöbann in : 

(28) dy=0. 
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— Serner f^um mAti offenbat bet»au|)ten : 1) ^af[/ toenn 

bQS erjle ®Iteb ber fRt\i)e (21) bejei4)net/ »elcbeö für x=Xj, einen 
t>on $RuU t)ferf4)tebenen SBßertb befommt/ cl"y ba&®Heb tft/ »el^e 
btefelbe SSebingung in ber Steige ber £)tfferehitale : 

{29) dy, d^/ d'y, etc.. 

erfüllt; 2) baß/ wenn n eine gerabe 3al^l ifl, baS jDifferenjial: 

d2y=i3/(«)(x)dx» 

bejldnbtg baffelbe Beteten \)at , al§ bie abgeleitete ffuncticn /^°) (x). 
^ternadt) leuchtet ein/ baß man bem Se^rfag 3 folgenben fub- 
ftituiren fann. 

Seiirdatf 4. e§ fei/(x)=y eine flegebene gun-. 
ction t)on x. Um ju entfcl)eiben/ ob eine SBurjel ber 
®lei(t)ung (28) ein SBlarimum ober ÜRinimum bet ge:: 
gebenen Function erzeugt/ genügt e6 gen>6^nli(!^/ bie 
biefer SBurjel entfprec^enben SBert^e oon d^y, d*v, 
d*y... gu beregnen. S33enn ber SSSertl^ t)on d^y jpofi^ 
tio ober negatit) ijl/ fo ijl ber SBert^ üon y im erjlen 
^alle ein fSlinimum unb im jn>eiten ein ÜRajrimum. 
gjebucirt fi* ber SSSert^ t>on d^y auf 9lull/ fo muß 
m<xxi unter ben 3>ifferenjial'en d'y/ d*y... bae erfie 
nidS)t t)erf^n>inbenbe fuc^en/ unb eS fei d"y biefe§ 
©ifferenjial. Sjl bann n eine ungerabe 3abl/ fo ijl 
ber äßert^ t)on y n>eber ein SRarimum nod(^ ein ^ini- 
mum. SBenn im ®cgentt>eil n eine gerabe 3abl ifc 
fo ijl ber äSerl) t)on y jebe^mal ein fEKcinimum/ toenn 
d'^y pofitit) iß/ unb ein 9)la]cimum/ menn d"y nega* 

tit> ijl. 

}(nmer(ung. %hx Sel^rfa^ 4 muß/ wie im &e|)rfa6 3/ am 
genommen tverben / baß bie abgeleitete Function : 

dx» "^ ^ 

für x=:Xo nic^t nur einen enbltdben/ fonbern aud^ • bejltmmten 
SESertl^ bebalte / unb baß folglich biefe abgeleitete Function nebji 
ben Functionen: 

in ber 5Rdbe bc8 ber SBerdnbertid^en x beigelegten befonbern ©er^ 
t^eS Xo jletig bleiben. 



_ i 



6ntn>t(felttng einer reeUen Function wn x nad; ben {letgenben 

unb ganjen ?)otenjett ber ®er(inbetUd[)en x ober ber JDijferenj 

X — a, in tt)eld)er a einen befonbern SBertl) biefer 

SSerdnberUdE)en be3eid)net. 



SEBenn bte Function f (x) unb t^re abgeleiteten Functionen bi$ 
jur nten ßrbnung t)on x=0 biS x=h reell unb continuirltcb finb, 
unb ba^ SSerbdltnig : 



xn-l 



« 

mit ber SSerdnberlicben x ju gleicber 3ett i^erfcbwinbet; fo fann 
man nacb bem / toa^ in ber 6ten SSorlefung gejeigt n>orben / inbem 
man biefe SSerdnberli^^e )n)tfci)en ben ©renjen unb h annimmt, 
eine 3ab( ^ ftnbeti/ xotld)t Keiner ift alS bie &nf^it, unt> ber 
® lei^^ung : 

(2) * . {(^) = ,^Z^((n)(0^) 

1.2. 0...I1 

®en&ae teifiet. 

Siefer ©a^ gibt, wie fogleic^ flejeigt werben foü, ein febr ein? 
fadbe6 9Rittel an bie ^anb , bte reeUen Functionen einer SSerdnber« 
ticken X nacb ben jleiflenben unb ganjen ^otenjen' biefer SSerdns • . i /; 
berlicben ju entwirfein. V*^ '/^ ' / 

6ö fei /(x) eine reelle Function toon x , weld^e nebft ibren ' 

abgeleiteten "^Bfrctionen bis jur Drbnung n für x=0 emen enb g< 
Ijrt^en aSBertb bebdlt; unb wir wollen uberbieö annebmen/ oaß oie 
Ijunaionen: 

(3) Jj)C ^ /'(x),/"(x),/-(x), .../C»)(x) 

wn x=;0 b ig x=h reell unb ftejtÜoleiben. ÄuS ber ©leidj^ung 
*T[ÜJ filWil Bian~* "^^ — ^ ""^ 




i?. 



f (x) =/(x) -/(O) ; unb n =? I, 



1^ 
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(4) /(x)-/(0)=x/'(«x), 

unb wenn man /'{ä^=f\0)-\-? 

fe<5t: 

p_ /(x)-/(0)-x/'(0) 

2) @«^t mam f(x)=y(x)— /(O) — xy'(O), unb d=2, 
'fo ftnbet man: 

(5) / (x) -/(O) - x/' (0) = -iil/-" (e X) ; 

1 . ♦ 

unb wnn man /"(«x)=/"(0)+<? 

c . /(x)-/(o)-x/'(o)-JLr(o) 

<: • ~Q = — — • 

1,2* x» 

C 3) ©efet man : f (x) =/(x) -/(O) - x/'(Ö).- -^/" (0) unb ii=3, 

(6) / (X) -/ (0) - x/' (0) - -^/" (0) = -4^/"' (d x), 

l.Z' M. , A »ö 

unb /■"'(öx)=/"'(0)+R 

gefeit, gÄt: 

1 /(x) -/ (0) - :^' (0) - :^ /" (0) - -^fiO) 

"-i^p"'""-^""X» iTTi ■■■ ■ » .PI »»■■ ■ ■.■...-. 1 — ■■■■ ■ > » — • 

1.2.3 x^ 

etc.. 

%&l)tt man auf bfefe Sßeife fort, unb bemetft/ bafi bie Sun? 
cttonen : 

P,^ JLq, -JL-R, etc.. 
1.2^' 1.2.3 

alle mit x t)erfcl()n)mbe?; fo erl^ält man bie ®(eidi;uug: 

(7) fix) -/(O) -^ x/-'(0) ~ ^r (0) - -4-5 ^' ("^ ' • • 



l.2...n-^r 1.2.3...1I 

ober; 

/ (9) /(.) =/(.) ^^ (0) + iy'(»)+..+ -If^^-W) 



+T:ix::r^'-^*'>- 






-c 
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VkS ber fexmtV (8) fotgt, baf tne reeUt l^uncttpn /(x) olS 
ans «hier garten Function von x , %. Ij. au€ : 

(9) /(0)+x/'(o)+J^/'(i)+...+ -_i!l!_/-(-')(o), 

1.2.3. ..n 

bejielienb/ angefeilten werben fann. 

@e|t man in berfelben Sorniel fuccef{tt>e n=l, n = 2, n=3, 
etc . . . , fo erbält man bie ©letc^nngen : 

(11) /(K)=/(0)+x/'(Öx), 

(12) /(x)=/(6)+x/'(0)+^"(öx), 

(13) /(x)=/(0)+x/'(0)+ -^/"(0) + -i^/"'(öx) 

cic • • • f 

n>cldt?e mü bcn gormcln (4), (5), (6), etc. übcrcinjltmmcn. 

. Cetft)iele. SBenn biuc^) ^ eine conjlattte ®röfle Ji^ejf i^uet 
wirb,, tt»* man 4üt/(x) fucceffm bic rcdlen gunctionen: 



e^/ coBX^ sjnx, ' ' •': 



(l+x)A*, I(l + x) 



> • 



/.- ' 



fefet,.\Dot>Dn We bref etjhn für iebc§ x, unb bte iefben Ufeten fle^ 
ti^ Pnb, wtnn 1+x »ofttit) tft; fo finbet man in SSciiebnng auf 
bufe gunjtioncn für bte SBertbe loon /<'»)(x): 

' > 
^ ((i- 1) (^-'2)' . . . (f*-n+i) (1 + x)M -n, (_1)-J. ilMll^; 

unb für bie correfponbirenbe» SBertbe »on /^°> (0) : 

1/ COSr^, SHl^, , 






Sfolglid^ gibt bie gormel (8) für irgenb welcbe weüe SEBertbe toon x : 

^1 1.2 ^1.2.3...(n-l) 1.2.3... n 



— w — 

(15) C08X = 1 if+ +...+ — ^ z r^osi — —Ju. 

1.2 1.2.3.4 * 1.2.3...(n^l) 2 



^1.2.3...n V 2/ 



(16)«nx=x— + +... + : r««^ ^ 

1.2.3 12.3.4.5 ' l,2...(o— 1) 2 



+ Bin l^x+---|; 

1.2.3. ..n V 2/ 



unb fbx sri^ere S3ertlE)e t)on x atö —1: 
17) (l+xy = l+^x+ffcL^x>+... 

1« J» 

■ fi0t-l)(»-2)...(iit~n^2) ^„_, 
1.2.3...(n — 1) 

1.2.3 n 



(18) l(l+x)=rx-^^-...±^±l('-^ y. 

i — 1 ii\i4-^x/ 



2 3 n 



9ltmmt man in ben Sotmeln (15) / (16) f&t n eine gerate 
$a^l, fo t>emanbeln fte ^d) in: 

(19) co»ji=l-±--\- 



• . . • 



1.2 1.2.3.4 1.2.3... (n— 2) 

X»' 



1 .2. 3 • . • n 



COB0X, 



(20) sinx=x 2 1- ^ * 



1.2.3 1.2.3.4.5 l,2.3.„(n— 1) 

x" 

sin ^X/ 



1 . 2.3...I1 



Sbenfo ftnbet man / n>enn f&r n eine ungerabe $a^l gefegt 
wirb: 

(21)cosx = l — _ + 



X 



1.2 1.2.S.4 1.2.3...(ii— 1) 



n 



■I amOx, 

1 .2.3. • . n 



~ w — 

1.2.3 * 1.2.3.4.ff 1.2.3. ..(n— 2) 

cos ßx. 



1.2.3...n 

®e^t man n=l/ fo folgt a\xi bcn t)oir]|^ergetienben Sotmeln: 

(23) = e^^, (24) =8iH^i, (25) =cob0x, 

XX X 

(26) «±^)^:ill=(l+.x)M-^(«7)lü±i) = _J_. 
fix • X l + ^x , 

SSenn man hingegen n=2 fe^t/ fo ergibt fi^i 

(28) «x^l+x+iile^, 

x^i 

(29) cosx = l cos^x# 

1.2 

X* 

(30) 8inx = x sinOx, 

• 1.2 

(31) (l+x)M=i+^x+djiZ±>xa (l + (^x)/'-^ 

1.2 

(32) .(i+.)=._i(_i_y 

etc.. 

Semer woKen toit fe^en: 

y (x) = arc. taug X / 
fo ifl: 

/(.) (X) = (r^-i ^•^'^•-<°->) j (j^ip^)' 



(i+xrni) )' 



. /(•)(0)=LM:^i<lL=i>ii-(_i).](|rzD.-.i, 

unb folg«*: 



2 



/(B)(o)=o, ot)er/-(»>(0)=(~l) 2 1.2.3... (n-1); 
imadjbtm n rine gerabe ;obeir ungerabe 3al^I iji: 



H 



ftief« t>oratt«Äefefet, gibt bie gorniel (8) fftt beliebige reeUe 
Settbe Ut Ceranttrli^ien x, «b^r.f&r «ine paaxt 3abl n: 



(33) are. tang x 



3 6 (n— 1) 

^T 27^ ' 

m% wenn q ungerabe t{l: 

^x»(i— ^x^•^)-»+(l+^xrI:i)— 
aSenn/(x) eine ^an^e Sunction M 9taM m xft, fo j(l t>r 
Differential unb folgltcb t^re abgeleitete 'Function ber jDtbnung n 
€ine conjlante ®röfie (ftebe SSorlef. 3, @. 31). ^an ^at folglich 
aiebann : 
(35) /f«)(to)=/(»)(0), • 

unb aus ber ff ormel <8) ergibt ficb : 

(36) AiO =/(P) +5«/'{0)H- J^/"(OH-...+ r5?T— r/^° ''^ f"> 

1. iE. ..1 

2)ierer ®<^luß Idfit ftcb leid()t rechtfertigen / unb bie ®leic|>ung 
(36) ftcb felbjl in bem SaUe birect ableiten , xqq bie Sunctipti /'(x) 
unb bie 8$erdnberli(|)e x aufb6ren/ reeU }u fein. S)enn eS fet: 

(37) /(x)=ao + aiX+ft2^*+*"4-«n'^° 

« ' j 

eine ganje Sunction i^oai ®rabe n, fo fhtbel mat^/ noenn man bie 
@lei(bung (S7) amal nac^ einanber bifferenjirt: 

/'(x)=ai-j-2a^'x4-.;..4-»Ä«T*--i| 

(38) { ^W = l-2.a,+ ...+ii(n— l)anx— », 

etc.. 

/<«)(x)=1.2.3...(n — l)na„. 

0e(it wicai mnin biefen t>erf(|^iebenen Formeln xzccO^fo folgt 
barauft : 

(39) ao=/(0), a,=/'(a), a,= -L/'(0), ....a.=-2-/C«)(0), 

1*2 1.2di..il 



@ubfKtuirt man bann .btc Doi^gti^nibm fBSert^e wn m^ 
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a2...an m tie ®leict^ung (37), fo t$i\ftdt mm offtttftor Mr @Hct^ 
dj^ung (36) tüteber. 

85 e i f »> i e I. €8 fei /(x) = (1 + x)«, fo ttWt tnm Wc be^ 
fannte Sormel: 

' 1 

9Btr n>pQen nun aitn^meni bafi; tQbra « einen (^efonbem 
SBertt) ber SBeränberIt4)et| x bejeicbnet/ bie ganje eber niÜft fianje 
Function /(x) nebfi ibren abgeleiteten Si^ncttonen bt$ jur £)rbnung 
n, für x=a einen enbli<|>en SPSert^) beJ^alten, nnb baf bie j^n^ 
ctionen (3) toon x?=a bt8x = a-|-h reell unb tletig bleiben, ©efet 
man aldbann: 

(41) x=ra + z unb (42) F(z)=/(a + z), 

fo finbet man: 

F(0)=/'(a), F''(0)=/"(a),...FC»)(0)=y(«)(a); 

unb aus ber Sormel (8) folgt für SBertbe t)on z ^wifcfien unb h : 

1,2.>.(d-^1) .I,2...n 

ober nHi8 baffelbe ifl: 

(44) /(x)=/(a)+i=l/(a)+...+ , l'^r^^r^^ /^^'^^^^ 

1. 2...n 

Sfclgfid^ fann man in ber atma6)Un SSorau6fe|ung eine B^ 
d ftnben/ weld^e Keiner ift/ olS bie Sinbeit/ unb ber ®(ei(l(^una 
(44) genügt/ fo lange x jtt>lf*ett ben ®rettjen xt=;a/ x=ta4-K 
liegt. 2)erfelben Sormel ^ufolge fann bie Function /(x) M aM 
ber ganjen Sunctton : 

(45) /(a)+ iZJ!/'(a) + fcf>i/''(a)4l... 

+ _i5rzi?l!lL_/(n - 1) (a) , 

1.2.3.., (n:rl) 
tvel4>e na4) ben ftetgenben ^otenjen t)on (x— a) fottfc^rettet/ unt 



— w ~ 

oitf einem tmi) twS fhobuct : 

(46) .^Lr:^/{»)[a4-ff(x— a)] 

1.2.3.. .II-' 

au$ge((fi(ften Rcfte bejit^enb angefel^en wetbcn. 

6e|t man in bet ^onnel (44) fUtcefftve ii=i, ii=2 etc., 
fo etl^ätt man bie ®(et4)ung(nt 

(47) /(x)=/(a)+(x-a)/'[a+<?(x-a)], 

(48) /(x)=/(a)+(x-a)/'(a)+ <2f:^/"[a+tf(x - a)], 

(49) y(x)=/(a)+(x-a)/'(a) + ^5Z:f)iy-(a) 
etc . . « 

JBcif))tele« @et fi eine conflante ®r6£le, unb eS toerbe fut 
/(x) fucceffttoe eine ber beiben Functionen gefegt: 

xf-, l(x), 

toeld^e mit ilE^ren abgeleiteten ber loerfd^iebenen £)rbnun0en contt^ 
nuirlicl^ bleiben / fo lange man ber SSerdnberlicben x etnen pofis 
C tiioen unb enblicben SBertb beilegt. 3n 93eiie^ung auf biefe ^un^ 
^ ^ €tionen finbet man für bie aUgemeinen SBert^e toon /^"> (0) : 

x° 

ÜRitl^in gibt bie gomiel (44) f&r |)ofttit>e äSertl^e ber SSerdn« 
berltd^en x: 

xA'=aA* +fta/^-Kx— a)+ (i^^inl^ a/*-2(x-,a)« -}-... 

1 • 2 

+ f«(f*-l)(f*--2).-(f*-" + 2) a^H-iU-a)— « 
1.2.3...(o— 1) ^ ' 

+ . o o ^-'(x— a)»[a+ö(x — a)]/^ 

1 .z.o. • .n 



(60) 



r. 



unb: 



,/x\ X— a 1/x— a\*_i_l/x— «V 
^. ' n-lV a ; ."^äVa+öOC-«)/ 



— n — 

S>ie^lbtn Sormeln to&rbe man erlitten , xomn man m bcn 

götmcln (17) unb (18) för x bie 2)iffcrettj^— 1 feftte. 

a 

@e|t man n=l, fo folgt auS ben Sotmeln (JM) unb (&1>^''' 
(52) ^xM=a/*+f*(x-«)[a+^(x-a)l^-^ 



(53) 1( ± )= 

etc . . . 



/x\ X — a 

W~a+^(pÄ' f^ 



£)ft tft e§ imedfotaflig / ben TCnSbrüdFen (10) unb (46) anbeire 
)u fubjittuiren / welcbe§ auf folgenbe SSetfe gefcbel^^en fann. 

SStt wollen annehmen/ baß man in bet ©letdl^ung (4i) bte 
®röge X ald conflant bitxai^tt, bte ®rö§e a hingegen ald berdn« 
berück , unb burcb <P (a) ben Vu&brucf (46) , al$ Function oon a 
betra4itet/ bejeic^nen/ fo bafi: 

(54) /(x)=/(a)+^f(a)+... 

1.2.3...(o — 1) 

VuS t)et %oxmil (47) folgte wenn man f f&t/fegt: 

(55) 9)(a):?=^(x)-(x-a)9>'[a+<>(x-a)]. 

UcberbteS fol^t avi Ut ©Iric^ung (M) offenbar: 

(56) ^(x)=0, ' 

un& wenn man btefelbe ®(et4>ung na4) a ^ifferen^irt : 

'"^ *•'•'— il'a'T-i/ '""'' ' 

folgltcl^ au4^: 

(58) ijJ'[a+ tf (x-a) ] = - ^^ /^ ^' . "! /W[a+tf(x-a)]. 

J^temad[^ gibt bte Sormel (56) : 

(59) 9^(a)= ^^~^)°"'^''~y /(»i)[a + (y(x-a)]. 
^ ^"^^ 1.2.3... (n — 1) -^ / ^ 

SRan fann alfo ben 2(uSbrudP (59) für ben XuSbrud (46) fe^en. 
9luv ift ju bemerten , baß bte ^af)l d bei bem Uebergange i»on bem 
einen jum anbern ibren SSettb anbem (anu/ aber tmmer im^i^tn 
ben ©renjen O/l bleibt. 

9Rtt SSejugnal^me auf bte ©letd^ung (59) toenoanbett fi4^ bte 
gormel (44) in: 



ytx) =/(a) + ?=?/ (a) + ^^rCa) + . . . 

1.2.3. ..(n—1) "^ ^^ 

@c|t man in tiefer ©lei^wng a=0/ fo (at man blo^: 

i.2.a...(ii— 1) 

%uS Ut ®Iei4)ung (81) folgt « baß man f&t ben ^u<bru4 (10) 
in ber Sotmel (8) 

(62) (1-g)— 'x-^^ 

1.2.3...(n-l)"^ 

fe^en (ann; nur fann bie Ba^l tf bei bem Uebergange ttoti bem 
einen XuSbnt^e pm anbem ben SBertI inbenif liegt ober immer 
i«»ifdS>en ben ©renjen unb 1. 

SSenn man in ben Sormeln (00) unb (61) b=1 ^ti^t, fo 
muß man (u gleidber Beit ^r ba$ ^robuct 1.2.S...(n— i) bie 
(Sinl^eit fe^en. 9tan micb dfo bann bit go^rmeln- (11) unb (47) 
wieber erl^alten. @e^t man aber ii^2^ n=3/ etc.../ fo ftn« 
bet man: 

(63) /(x) =.^«)+ (x-a)/'(«) +(i_tf )(x_a)« naH-fl(x-a)], 

/(x)=/(a) +(x ^a)Lr:(a)+ ^-^^f^^/' («) 
(64) i *', 

+(lr:?);.(^zi^.r[.+*(x^.))- 

etc . . . 

(65) /(x) =/(0) + x/' (0) + (1 - ö) X Y" {0 X), 

(66)/(x)=/(0) + x/'(0)+2^/'(0) + li:Z^/-(»x), 
etc.. 

SStifytele. iRimirt oim fur/(3t) hit betbeti SumtioMM: 

(1 + X)A*, 1(1 + ^). 

fo folgt aus ber ®lei(|>unfl (61) für x>— 1, 



7» 



, fA(ft— l)(tt-2)...(tt— n+lV ^ , 
(68) I(l+x)=«-^4-?l-...=b^±ci-<?)«-./_Ji_Y 



2 3 

©efet man n=2, fo ergibt pc<): 
(69; (i+x)''=l+*»x+f(«-l)x»(l-<?)(i + <>x)— » 

X 



(70) 






e. 

f. 



fDtacIattttnf^er unb Zai^lov^d^tx Se^rfa^ 



SSenn einer ber Ttnibxiidt : 

f&v SBertl^e i>on z , bte iioifcben anotffen ®ren)en liegen / unb für 
^<1 unbeftimmt abnimmt, loabrenb n «odcbji; fo ftnbet man, 
wenn in ben ®Uicbungen (8) unb (61) ber 8ten Sorlefung 0=00 
8€fe(}t wirb: 

(3)/(x)=/(0) + ^/'(0) + J^''(0) + ^/-(0)+etc..^ 

Solfiltcb bleibt bic «eibe: 

(4) m, ^/'(O), ^/"CO). f^"'W' «^^•- 
beren allgemeine^ ®lieb: 

ijt/ contoergent, fo lange x iwifcben ben gegebenen ©renjen liegt, 
unb biefe Stetbe gibt eine @umme , n>elcbe ber Function /(x) glet^ 
ift« £)terin befiebt ber 9taclaurinf(be Sebrfa|. 

& ijt iu bemerfen, baß ber in bem Xudbrucfe (1) üorfoms 
' menbe Sbma)t 

(«) — ^ — 

1 .2. 3. . • n 

f&r einen uiienblicbenSBBertb toon b t)erf(bn)inbet. jDenn bad 9>tobuct: 



m 



'-+'>=m-(=^-y 



wdcbfl offenbar mit ber ganzen 3abl m loon ]n=l bi6m= - , unb ba 
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folg«* 

Hi<a(n-i)<3(ii-i)<.,. 

(7) I.2.3«..ii>n«, 

fo tft Kar/bafi ^ Bai(>I(nwtrt^ t(ft fl3nt(M (6) be^inbig ((eincv 
ift, als ber bet @t6fe: 



(8) 



(i%)' 



unb ebenfoYOo^l aU btefe®r6ge f&r n=(x>9etf((^t9tnbet. ^terauS 
folgt unmittelbar/ bag bei ^uSbm^ (1) gegen bie ©renje 3luU 
contoergtrt/ wenn bie ®xi^t: 

(9) /^">((?x) 

eineit enbltd()en SBertlE) bixbcf)iiU, xo&t^xtnt> n unbeflimmt xoii^fi. 

Solglicb iü atöbann bie SRacIaurinfc^e 3itxi)t, b. b- bie !Ret6e 
(4) contoergent unb )^ertßcirt bie Formel (3). S){efeft ftnbet für 
ieben reellen unb enbltcben SSertb t)on x f}att/ lüenn tebem berfel» 
ben ein enblicber SBertb ber gu:<ction/^")(x) entfpri4>t. 

@e$t man f&r /(x) fucceffitoe bie brei S^nctionen : 

e'/ cos X, ainx, 

fo pnbet man für bie jugel&örigen SBSertl&e ioon/<">(x): 

e», cos I x-j- 



('+t)"K'+t) 



2>a biefe ®r6fen für iebeß x enbli^ bleiben/ tt)dl^renb n itm 
bejiimmt junfmmt; fo fann man bthanpUn, baß ber üRaclaurinfcbe 
Se]()rfa^ immer auf bie Functionen e^, coax, sin x angewandt 
Yoerben !ann. ÜBon ^ot affo f&r beliebige rfeUe' SSert^e ber SSer» 
inberlt^^en x: 



X . x2 . x' 



(10) 6^=1 + 1+-:-+ -J^ — + etc... 

1 1.2 1.2.3 



- X2 , X* x' 



ril) COSX==:I — — + +etc. 

1.2 1,2.3.4 1.2.3.4.5.6 



X X* ' x' 



(12) 8inx=- — 4- —etc... 

1 1.2.3 1;2.3.4.^ 

S>it ©leic^ung (10) jtimmt mit ber ®lei4)ung (13) ber üou 
erinnerungen uberein. ®e^t man barin fftr tit SSerduberlidl^t x 
bat ^robuct xl(A)/ n>o A eine pi>[xtm Gonftante be^eiclj^net ; fo 
ftnbet man mit SSer&cfficbtigung ber Sormel: 

(13) A-=:l+Jl(A) + ^[l(A)]'+_^[I(A)]»+etc... 

6 
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Ucbrigcn* f ann e§ gcfd^e^en , bag /^«j (ö x) mit n unttiMic^ 
n>trb/ unb bafi befftn itingea^tet ber f^ajtiaitdifd^e Se^rfa^ flatt 
finbet. ®cfefet 5. S5., baß 

.fiti/ttnb baf bet SSejpAnibetltdben ?( m tlmtwc ^dftUnwxffi M 
bie Stnl^eit beigelegt xoüxit ; fo ergibt fic^ in biefem SfiOe : . 

;unb bÄ ba^eSet^dltmß: 

i.2.3...(p— 1) 

(1+^)" 
beßänbig gtofier ijl atö bod ^xobutt: 



B-l 



• (I + x)» H-x| 1 + x j ' 

fo nimmt e* mit « unbejümmt ju , unb folglidS) ^itt taffeffie t)on 
ben beiben Sunctionen>°n:»)r/^"U<^x). ©er XuSbrucf (2) t>er= 
wanbelt ftct) übrigen^ in: 

unb ba ber S3nt^ : 

l — ^ _^_ g(l+x) 

l + Ox l + dx 

4 * 

offenbar fleiner ift atö bie ©nbeit ; fo leudbtet ein , bafi . ber tnh 
brutf (14) für n=:cx) Derfcfewinbet. (So ijl baber fnr alle gwi^en 
ben ®renjen— 1, +1 liegenbe SBertbe t)on x: 

^ 3C X^ X^ X* 

(15) l(H-x)=--_ + _ -—X... 

.12 3 4 

SBSenn ber Sabtenwertb ber aSerdnbcrltclJ)en x größer würbe oB 
bie Sinbeit/ fo würbe baS allgemeine @lieb ber Reibet 

(16) _,^5-, IL., ^^^leic.r,, 

12 3 4 

ndmlidb': • ... 

(17) •.. 'dt^, ■'■•■'■ . /:'. • 

n 

für »acbfenbe SBcrtbe t)on «gegen bie Orenje dbcoconoergiren. 
(®iebe gormel 11 , SSorlef. 5.) gotgli* würbe bie «eibe (16). 
weil fie bit^ergentwdre, feine @«mme mehr baben, unb bie, gor; 
mti (15) nidbt »erifJdren. - *• 



ii^t mm in ^er gontiel (16) M? SniiibeKlt4)< ^ D fingen 
bie ©renje 1 unk 2) gegen bte ® lenje *— 1 cenHfgken , fb evt 

\)Ht mm im erften S<^ue : 

(18) I(2)=l — 4+i— i+etc... = JL +-L + i+... 

v/ T-T-T 4-T 1.2^3.4^6.6 

= 0|69314718..., 

unb im ^weiten S^Qe : 

(19) i(o)=-(i + 4+j + i+.. 0=^00. 

Semer u>oQen wir fe^en: 

y(x)=:arc. tangx. 

Sßtrb alSbann f&r n eine ungerabe Bat^l gefegt/ fo rebucirt 
{tc^ ber %u§bnt(f (1) auf baö lel^e ®Iteb ber Formel (M) ber 8tcn 
Sorlefung/ b. 1^. auf: 

(20) -p>^° (i-<yxr-"^)-»+(i+^xr=:iy-" . 

n 2 

Xußerbem feien pn/ qn jnoei reelle / burcl^ bie ©leid^ung: 

(21) — (l + ^xr=J)-» = Pn+qor=^ 

iefiimmU ®ri^en; fo i|ts offenbar : 

(22) ll(i~^xr=^)-»=p„^q.r=Zi 

n 

umb folglid^: - 

(23) X" (l^^xr^)-'>+(t+<yxr^-" ^ 

n 2 

Serner folgt au$ ben Formeln (21) unb (22) burdS^ aRuItt))ncation : 

ober: 



1 / x^ V 

(24) Pn+q«=;;r^Y+^^j^j 



®ibt man nun ber SSerdnberlid^en x .einen Sablenvoertl^ ; ber 
Keiner ift afö bie Sinl^eit« fo wirb ber Sßertb be§ burcb bie &UU 

*ttttg (24) gegebenen JBtnomiumöpa+qS offenbar für ii=ooSlttH, 
•.-K c^t^iiM .^^1^ w:: /«-i^. -^^ j^j^^^ bertlCuöbrud (20) für 

nuQ. Solglti^ erbaH 
flefung 11= oo gefegt 
wirb: 



x^ . x' . x' 



(25) arc. taMx=x h — + — + .•• 

23enn ber Sal^lenwert^ t)on x gr6f er to&rbe atö bie Sini^eit^ 



— m — 

fb' voftrW al^idm ru :\>ki »üöt^ntf <lT).äeg<rf Me Sitnje co com • 



,3 -.5 ^7 



• if ^ "V "V IK 

■ 

bi\}eraent fein , unb foigli^* btc Sörmel (25) ni4)t. mcftr t>erifictrcn. 
gdgt man in bcr gormel (25) bic üerdnbcrltc^c ®t6^e x gegen 
bie ©renje 1 cont)e«:girc-rt , ;.fo ftnbje-t ' mjait : 

-=arc. tang (1)F=1— l+i — -f+Wc---' 
(^''^ / 1 ' 1 1 \ 

V».3 5.7 9.U / 

unt) folgltd^ ; 

(28) '^=f^/-L' + X + -^ +^tc.;. .■\-.3,14159265. . . 
\1.3 5.7 '• 9; II / 






(29) 



©ef^t man ^inaegen x=lL, fo gibt "bie .gotmct (25) : 

^ = arc. tang(-l^) = -L^l - A+^ + ^ + ...) 

giun woßtn wir fc^en: 

/(x) = (l + x)M, 

wo ft eine conjtantc ©rofie bejeidf^nct. 3n biefer ^wot^efe t)cr= 
wanbelt fid) bie «Waclautinf^e* Steige int 

1.2 l.Z .0 

wd&renb ftc^ bie 2fu§brü(fe (1) unb (2) auf bie legten ©lieber ber 
g}eit)cn (17) unb (67) bct 8ten aSorlcfung, b. i). auf bie ?)robucte: 

(31) f'(f^-l)(ft-^2)---'f*-" + l) x» (1 + öxy*-» 
. ! 1 •. 2 . 3 . , . n . ,, 



« - ► » 



urtb,: . . . . 

rebucirem ... • '.; .j,-. ^ *-^ 

SSejei^net man femer ba§ •aäg^metne* ®Ueb' ber Sfei^e (30) 
bur^ Un/ unb burd^ m eine fleinete gaiije ^a\)l dfe'n; fö i&at man 
offenbar : r . • c. 

(33) „„^f^(f^-i)(f^.-:2)-r.»--(f^-« + l)^.., 



i ^ « 



\ 



f& -^ 



' "/ ' 4- 1\ ' 

. '. ■ \ '•; ^ J ^ ■ '■■ 

9lun iPoTDtcn wir \>\xxä) r bin humetlfc^ctt 'SSJert^ t)on x , un?> 
burclj p eine jwifct^en ben ©«men.l unbr-tpiUfM^J^lidb fiewa^de 
3a|)l bcjcidS^nen; fö fann man.bpnbat >et (Sroge »/ i«bem n> 
m iji/ einen I[)inrcid5>enb großen SBcrtfe geben'/ 't)a5 t>*a§ ^robuct; 

jwtfcben 1 unb p liegt XKbann. üegt audb bcr ®crtl^ bc6 SSer= 
6dttniffe§: . . 

jwif4)ejn ben ©reajen 1 unb p"-". Sft alfo , 

r>p.>l> • • ,1- . X. 

fo wirb ber S5ru4> — , unb ba§ 9)robuct biefe6 85rucl)e§ mit Uii, 



"m , ^ 



ober bie ®rope Hn / für nr=oo mit p**-»" ju aleidber ^txX unthb- 
«d^. • Sil im (Segentbeil: 

r<P<l/ • 

fo Mtfdbwinben bie ®r6fien — unb u„ mitp"-'" gleicbjeitig füni=oo. 

9lo4^ wollen wir binjufügcn, ba| b<iffclbe'»g'ilt V) bon ber 
(Sröße: 

C35) (^— l)(^->>2)...(ft-^n+l) ^„_j 

^ ^ 1.2.3. ...(n—l) ' '- 

. - i 

n>eI4)e tnan^öuS Un ableitet, we^jtn man ft unb n um eise ^nb^it 
t)ermtnbert; 2) t)on bem ^u^brüffe (32) , welcbenman erbÜlt, wenn 
man bie ®r6ge (85) mit,ber^ ,|probucte: , 



(" 1 \n-l • ' 



multtplidrt / weil biefe^ ^robuct für wa<l)fenbe SBertbe üon u ge.- 
gen eine enblt^e ®i?ettjef ober- ^egen 9luH conuergirt. golglid) i|l 
bie SReibe (30), beren allgeipeineö <^lieb mit ber 3abl « unenblicb 
n>trb/ für x>>l bit^ergent, unb bat feine ©umme mebr. SBScitn 
aber ber SÄblenweiftb tJöft :x'lgleiner ift <it8 :«te einbdt/ fö^föt^t 
aus ber gormel(67) ber 8ten SSorlefung, wetjn xmn n=cx>fe^t: 



(36) (l+x)'4=i+ fi4 ^^"^^^'- + ftfel>if^-!?) X ^+etc... 
^ I 1.2 ■ 1.2.3 



• ^ 1 M ^ ■ *■ • » - ■***^ _-«-.._. , ^ .«^ , 



*.■■.**■ • -je * 



«um Ut4t idgeiir baf bet Zo^nuf (31) f&r emen mnibS^^en 
flScrtb t>tm ■ tmfi^tiibet/ wenn \>\t Ser&nbcrit(b€ x ixoi^ä^ta bcn 
(Brctiioi •, 1 liegt ^eraul folgt, bag bte 91ct(binig (M) auS 
bet Sennel (17) ber &tn Sorlefiing mtr in bem %aJU abgebitet 
»efben Cann, loo bte oerinberlt^e 9ib6t pofttio, unb (Uinct ald 
bU «tnbett bleibt 

6et|t man in ber ffonnel (K) f&r bie iSrift |i eine gan)e 
M^t ■ 9 fö erl^alt man bte 6net4^ttng (40) ber 8tni Sorlefung wlt^ 
ber. fSenn man in berfelben Sonnet — fi f&r f^ fet|t# fo folgt 
barang: 

(37) (l+x)-A^=l^gx+^^^+^>x'-. ^^^+^>^^+^>x^+etc... 

1 1.1 1.2,3 

<Eg ist mithin! 

(38) (l-x)-/-=l+ Jix+^^+^>K'+ (;(±!MJ>x>-f etc,.. 

1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 

6e(|t man enbti4^ fuccefftoe ft=l, fi— 2, fi=:3, etc..., 
^=B, mo m eine beliebige gonu 3a^l bcgei^net; fo gibt bte 
eieic^nng (38) : 

(39) •Jl_=i4-x+x»+x»+...x«+etc... 
1 — X 

(40) ^-^=i+2x+3x«+4x»H-....+(ii+l)x-+ete... 

(41) — i_ = l-h3x + 6x'+10x»+... 

1.2 

(1-x)- ^ ^ 1.2 1.2.3 

0(6t man hingegen t^=si, fo flnbet man: 

(43) (1— x)*=;=l-fix+Ll5x«+l:i:^x»+... - 

2 2.4 2.4.6 

^ 1.3.5.. .(2»-!) ^.^ 
2.4.6. .,2n 

3e6t wollen mir annelftmen # bafi einer ber Vuibr&de : 

l . 2. 3 • ,.n 



^'-r^'^ 






fit aÖe äSert^c tjon x jn)tf4>en ben ©renjW x=a, x=a+lc 
man a 8b«j,n jn t.et ©leK^unfl (44) ober (60) ber Wen SiotMnm 



(4?) /(x)=^/(a) + a^/'(aX+^V'(«) +..-. ;. . ; 

(47) /(a+h) =/(a) + ^/-(a^f |1 y « (a) + -2Lyv. (^^^^^ 
enbr^ erWt man, wxnti inMx wrken gowiel ftj btsbc« 

(48) 



h> 



/(x+h)=/(x)+i/'(.>+^^/,"(x)+,,. •; 

äJiefe lefete Sw»«l ffnbet icbeemol ßatti.wenn bie gunctione«: 

(49) /(x+z),/'(x+z),/"(x4-z), etc.. 

jn)if*en ben ©renien z=o, z;=h continutrli4> finb/juttfe^ine 

(50) ^! /W(x+<?|.), ' ^ 

!• 2. 3.. .n 

ftt einen unenblt^ien ffiertl^ »otr n t)erfd[)»inbet. ««bann tft bie 
(Xet^e : 

keren aUgemettu« ©lieb : . . 

(53) . _Ji! /(n>(,) ' ' 

1. 2.3. • .n 
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ijl, cont)er8ent/ unb giW eine Summe; »el^ i^ü6) /(x+h) ift. 
i>tt eben au6gef^ro(f)ene @a^ tfi ber Sa^lorfc^^e Sebrf^^. 

®eif|)lele. ©efet man ffir/(x) fucceffiioe bie belben gum 
ctionen : 

l(x),xM 

unb ben ^^Umotttfy von h fletner at$ Un von x ; fo fmbet man : 

(54) l(x+h)=l(xH---i.?l^ +1^ -i.~+eto... 

X 2 X* 3x' 4 X* 

(35) (x+h)'*=x'*+i^x'"-'h+?ifcl^x/'-«h'+eto... 

1 , X . Z 

9Ran f6nnte biefe gormein unmittelbar au9 ben ©letc^ungen 
(15) unb (36) l^erleiten; wenn man in berfelben - für x fe^te. 

6$ t)erbtent bemerft )u werben / bafi ber SJlacIaurtnfdbe unb 
Saplorf^^e Sel^rfa^ nid^t bIo# für reeUe SBert^e ber Function /(x), 
fonbern aucb für tmagindre %^\x finbem Denn t% fei : 

(56) /(x)=9^(x) + x(x)r=a/ 

wo f (x) unb X (^) i^ct reelle Functionen bkr SSerdnberlidj^en x 
bejeid^nen. Sßenn einer ber XuSbrucfe: 

157) -21 ^pi-KQy^), 

1.2..3...n 
1.2... (n — 1) 

^r ^<1 unbf&r unenblid^e HBertl^e loon n ftci[) auf iRuU rebucirt, 
fo IS^at man: 

(59) ^x)=<p(0)+ \ f (0) + ^ 9i" (0) + -^i- 9^-(x)+ etc.. 
^Desgleichen / wenn einer ber 2Cu$brA(f e : 

«») , /° X^''ngx)> . 

f&r ii=oo oerf(|>wtnbet ; fo ftnbet ft^»: 

(fil) x(x)=z(0)+ Jz'W+~z"(0) +-4^x"'(0)+etc... 
9lttti folgt au§ ber SSereinigung ber gotmeln (61) unb (62) : 



(63) 



1 



X 



a 



+ rirt9>"(0)+X"(0)r=l]+eto...; 
1.2' 



tinb ti tfi leidet etnjufelien/ baf tiefe Ie|te ®Iet(^ung t)on ter9^a$ 
claurjnfcben^ aud toelct^er fte abo^Iettet nurb/mnnman f&t/^^H^) 
bie imafltndre gunctfon ^(x)+xWK^i W# ni^t toerf^Ubea 
iil. JDtefelben @(^Utfre laffen ftcp auf bie Saplorfd^e Sotme( am 
wcnben. 




unb 

mosTb. 1^. mit anbiirn Porten/ in bem %aUt, xoe bie imagindre 
Suticttaii; 

(64) 9^^">(x)+x^'*K^)r^ 

tniliöt bleibt, «od^renb n unbeftimmt zunimmt. 

0eif)>tele. @e^t man: 

y(x)=cos X -}- K^ sin ^/ 

fo gibt bie Sormel (3) ober (63) : 

co»x4-y"tIi8inx=l+-K— 1 K— 1 

' ^1/ 1.2 1.2.3 

+ _iü 1 c: irzü — etc... 

1.2.3.4 1.2.3.4.5 

S)ie DorlEiergebenbe imagindre f^unction U)irb t>on felbji in jwei 
reelle gelegt, totld)t nid^t^ anberS ftnb, atö bie ©leicbungen (11) 
unb (12), 

Serner fei: 

y(x)=:e«*(co8bx4-K^.ßinl>x), 

WO a unb b ixotx reeQe Sonflanten be^etd^nen; fo ftnbe't man mit 
iBejugna^me auf bie le^te formet @ette 29 : 

/•'(x) = (a+bK=i) e"(cos hx+y^~i sin bx)=(a+b f^rj)f(x), 
rix) = (a+br^)/(x) = (a + brri)VW/ 

/C.)(x)=(a+br:=i))-/(x), 

/(0)= 1, / "(0)=a+b r=i, y*'(0)=(a+br^)% . •• • 

^(»)(0)=(a4-br=I)'. 
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TCuSbrficfe genannt werben. ßtitxö}ntt man b!efen SRobuIuS burc^ 
r, fo b<^t man folglid^ : 

(6) ra=(p+qr"^l)(p-qr^)=P'+q'' 

(5) v=Tr^r:^2 , 

ttebcrbie9 fet: 
(7) (P+qr=i)'*=Pn+qn r-i^ 

tot> pn f qii toteber {toet reelle ®r6{len bejetd^nen. Iba folglich : 

(8) (p-qr=^i)»=pn -q« r-i 

iftf fo folgt barau$: 

(9) p2+q2=(p4-qr=5)» (p-qr=i)» ^Cp^-H^y^^*"' 

(10) ^(pn+qn)=t''^ 

Um alfo ben ÜRobnlu^ t)on x» jn bekommen/ braucht man nur 
ben ÜRobuIuS r ber SSerdnberltcben x auf bie ote ^otenj (U erbeben. 
@efe^t nun> baß n immer grofere SBertbe betomme. S)amit Ux 
Ituibrucf : 

gegen bie ©renje 9luU cont>ergtre f fjl crforberlid^ unb genfigenb^ 
ba| bte reellen ®r5fien pn / qn gegen btefelbe ©irenu cont)ergir^n. 
92un tfi aber etnleudi)tenb / bafi btefe SSebtnaung erfuUt wirb / ober 
nicbt/ ienacbbem ber ^obulud r ber SSerinberli^ien x {(einer i{t 
atö bie ©nbeit/ ober nicbt ^ztm fefet man r<l unb n==:<x), 
fo folgt aud ber ©leicbung (10) : 

p2+q2=0/ pb=o, q„ =0. 

®efet man im ©egentbeil r=l ober r>i unb n=oo/ fo gibt 
bie ©teid^ung (10): 

p2 + q2=l/ oberpa+qn=oD, 

unb fol^licb wirb wenigftenS eine ber ®r6ßen pn / qn nid^^t met^r 

Stgen bte ©renje SluQ für wacbfenbe SBerd^e t)on n conoergtren. 
u$ biefen jBemerfungen folgt offenbar / bafi ba$ ^robuct: 

X*»= , 



1 — X 



tri welkem ber .^actor x» ftcb aUein mit ber 3abl » dnbett / für 
n =00 ben SBertb SluH befommt/ wenn r<l ijl, unb einen von 
9luE »erfcbiebenen SBertb/ wenn r=kober r>l i|l. 3|l alfo bie 
SJerdnberlicbe x imagindr^ fo wirb bie JJfeibe (1) conoergent fein, 
wenn ber $8}obulud t^on x ((einer a» 1 i^. :Xber fie wirb bioer- 
Stnt fein, wenn r=l ober r>l ifl. ©iefer @4Ittf finbet au* 
bann ftatt, wenn a imagitfdr wirb; unb in bem SaUe, wo q=0, 






1 
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folg«* 

l n <a (n — l)<3 (n — 2)<. . . 

(7) 1.2.3».B>n», 

fo tft nar/^# bet Ba(>Ienwcrt^ Ui fßmdfth (6) bcßinbig ((ein<r 
tfl, als ber ber ®t6fle: 



(8) 



(Ä)' 



unb ebenfowol^l aie btefe ©rdge ffir n=Go)>etf(^n>tnbet. ^ierauS 
folgt unmittelbat/ bag bet ^udbmcF (1) gegen bie ©renje 9{ua 
conoetgitt/ xotnn bie ®r6^e: 

(9) /(»)(^x) 

einen enblic^en SSertb beibel()dlt/ wdl^renb n unbefümmt toMfft. 

Solglid^ tfi atöbann bie SRaclaurinfcbe Steige / b. b- bie Sletbc 
(4) con\>ergent unb loerißcirt bie gormel (3). jDfefeft ftnbet f&r 
iel)cn reellen unb enblicben SSertb t)on x ftatt/ wenn jebem berfet 
ben ein enblicber SBJertb ber gu:<ction/^'»>(x) entfpricfet. 

@e|t man fur/(x) fucceffioe bie brei f^unctionen: 

e^, cos X/ sin X/ 

fo ^nbet man fir bie juge|)6rigen SJertbe ii>on/<">(x): 



e*# cos 



('+t)"H'+t) 



2)a biefe ®r6ßen für iebeß x enblicf^ bleiben, wdl^renb n um 
bejlimmt junimmt; fo (ann man UianpUn, baf ber üRaclaurinfcbe 
it\)x\a1i immer auf bie f^unctionen e^, cobx, sin x angewandt 
toerben lann. 9San f)<(t at\o fftr beliebige reeOe^ SBertbe ber fBer« 
anberlicl^en x: 

(10) 0^^=1 + 1+ ZL+J^ + etc... 

1 J.2 1.2.3 

X^ X^ X* 

ni) 00SX=:1 — — 4- 4-etc... 

1.2 1.2.8.4 1.2.3.4.5.6 

X x' ' x' 

(12) sin x=: - — 4- — etc . . . 

1 1.2.3 1.2.3.4.5^ 

S)te ©leic^ung (10) jlimmt mit ber ©leidbung (IS) ber Sor^ 
etinnerungen überein. ®e^t man barin für bie SSerdnberlicbe x 
Ul ^robuct ^1(^)/ wo A eine pi>fitm Sonjiante bejeic^net; fo 
finbet man mit S3er&(fftcbtigung ber Sormel: 

(13) A^' = 1 + J 1 (A) + -5! PCA)? + -fl [1(A)]» + ^ ... 

6 



i 
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mal Dcrfc^tDlnbet; »enit bie SJeifte <11> reell jwit*» jßa We Wr* 
He ©letd^utfg (12) auSfiebrficrte &nmm^ ^^.^^ in 

(16) <»• ==(Vo+Wftr=+)+(v, +wi r^i)+...+(v,^i4-«r„^,r=iX 

= (n + Vi + • • • + Vn-l) + (Wo + W^ rf ..... + Vb-O K^l 

üetwanbelt/ fo contoetgitt fti für wad^fenbe ®ettl()e t)on n gegen 
eine l>efil<mnte ^ren^e, wenn bie beiben reellen @umnten; 

Vo+Vi+... + Vn-l/ 

gegen folcf^ ©renken cont)er^tren. ^ierauS folgte bafi bie Steige 
(11) ftetö mit ben reellen 8Jei()en: 

(17) Vo/ Vj / V2,...vn, etc.. 

(18) w,^ I Wi / Wj , . . . Wn / etc, . . 

ju gleic|)er 3<tt cont>er9ettt tft. SBenn biefe legten 9Ieiben Wt>crs 
gent »erben/ ober blo^ eine t)on il&nen, fo ijt e§ bie Steige (11) 
ebenfalls. 

3ur Sonüergcnj ber SRciben (17) unb (18) ift erforberIid(> unb 
jureic^enb , nacb ben loorl^in gemad^ten S3emer(ungen / bafi bie t)ers 
. fd^iebenen Orofien: 

(19) Vn/ Vn+Vn+lf V^ +Vn+i + Vn+2f CtC... 

(20) W„^ Wa4-Wn4.i, Wn+W^k+i + WB+a/ etc- 

fftr n=<SD t>erfdi)ft^inbert. IJlun wirb aber biefe äSBebingung notl&s 
wenbig erfüllt, wenn bie SKobuli ber t)erfcbiebcnen ©lieber ber Sitx^t 
(11) ober (14) eine cont^ergirenbe 9{eibe btlben. ^mxi e6 fei 

(21) p„=\/"v«+w2'. 

ber !9iobuIu§ beS ^uSbrudP^ (15), welc^^er ba6 allgemeine ®lieb ber 
gteibe (11) ifi. S)iefer !Btobulu§ ifl eine pofitiüe @xb^t, xotldft 
offenbar groj^er ifl afö ber äal^tenwertb t)on Vn unb ber t>on w^ . 
golgli* finb bie 3ablenn>ertbe ber ©rogen (19) unb (20) flctner 
ald bie ber corref))onbirenben ©roßen; 

: (22) , Pn/ Pu+P.n+l/ Fii+Pn + l+pn+2i etc . . . 

äitben nun bte aJlobuli ber t^erfd^iebenen ©lieber ber Steige (li; 

ober (14)/ b. fe.: 

(23) Po» Pi^ Par Pai-'^^PÄ^:. . 

ober : 
' ' (24) ' if«/ pm-^i/ piD+2/ etc..»^ 

eine cont)ergirenbe S?eif)e/ fo oerfd^nHnben bie ®r6$en (22) für 
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11= <x$. 99lBliA tnrf^winbm bh tSr6flf& (19) nnt>. <2p) um f^ im^« 

bte äßobiHi Mjxvt toerfAitbm^n ^Ik^r (ine coHtefflinnbe 9iei^e 
bitten. 

9Benn ber Sal^le.nw^rt^ t>on pn nici^t untiejtimmt abnimmt für 
wö^fenbe SBBcrtbe t)onii/ fo gilt baffelbetoon einer ber ©rofen Vo/ 
Wn . 2(l§bann wirb eine ber Keinen (17) wnb (18) , unb folgUd^ 
bic Sfeibe (11) / notl&wenbig bioergent. 

SSon ben eben aufgefiellten ^di^en au$ge|^enb/ laffen fidf fpl- 
gcnbt beiben Sel&rfÄfee leicht bew^ifen. ^ 

IU|(rdat|l. Wtan fud^e bteSrenje ober l^ie ®ren« 
Jen, geg^n weld&e ber Ä'uSbrutf: ^ 

(25) ; (pn)*^ 

conDetgirt^ wenn n unbeßimmt xo^^ft, unb ti fei R 
bie grröfte biefer ©renjen; fo t|i bte Steige (11) con» 
t)ergent, wenn R<1/ unb biioergent/ wenn R>1 ijl. 

SBew e iS. @§ fei juerft R< 1 / unb wir wollen jwifcben ben 
beiben Saluten 1 unb R . wiU!u^rli(^ eine britte 3abl p wählen , fo 
baß: 

(26) B<P<1- 

9limmt nun n über j[ebe angebbare ®renje i)xm\xi ju , fo Ütti^ 

nen ftc^ bie größten SBectl^eDon (p^Y ni(lt)tunbefttmmtber@ten)e 

R ndbern / wenn fie nicbt jule^t bejldnbig Heiner finb al§ p. golg« 

lic^ ifi e& moglidb / ber ganzen Sabl m einen binreid^enb großen 

SBnt^ iu geben f baß/ wenn ii=m ober >m wirb, bejldnbig 
... ■ .j^ 

. (pii)r<P/ pB<p". 

2t»bann ftnb bie ©lieber ber Sleibe (24) Ketnere 3aW.en, otö 
btc correfjjonblrenben ©liebet ber geometrifc^en f)rogreffiort : 

(27) P^f f*^+S P"+S etc., 

unb ba btefe lefete Stetige , wegtn p<l, conioergent ijl; fo gilt 
baffelbe t)on ber Steige (24), unb folglich toon ben Steii^en (14) 
unb (11). 

Zweitens woKen wir R>1 fe^en, unb wieber jwifc^en ben 
ixotx Sal^len 1 unb R eine britte 3abl p annel^men , fo baß 

(28) R>P>1. 

SSBenn n ober jebe ©renje J^inouS wad^jl, fo werben bie größten 

SBertl&e toon (pn)"/ inbemfte fi4> ber ©remeR unbestimmt ndbern, 
jul^t größer fehl «B' p, ^ati- tann alfo fax beliebig große ©ertbe 
t>on n ber äBebtrtguiiflt v ' 

' .(Pn)">F^i/ ober pn>p«>l/ " 



y 
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®enfise Ul^en, unt man fttibet foMt(|^ in Ut 9le{%e (H) eine un* 
beflimmte tKnid]()I t)on ordfem ©itebem alf bie Stnl^it, n>elcfte$ 
alfo }um Sewetfe i^ret £)it»ergenj / nnb bet bet Xti^m (14) ^ (11) 
^inretc^enb ifl. 

fteiirda^2. Sßenn ba^ S3et|)i(tntf: 

(29) ta±}, 

für immer atifier werbenbe äBert&e t)on n gegen eine 
be{iimmte Srenje R convergirt/ fo iji bieStetf^e (11) 
iebedmal conbergent/ wepn R<I# unb biioergent^ 
wenn R>1 ijl. 

93 e weis. @$ fei e eine Sal^l/ n^eld^e Heiner ijl afö bie pis 
eben 1 unb R flattftnbenbe Differen}; fo i{t ed m6gli4^/ m etnen 
großen 9Bert() ju geben/ bafi/ toenn D:=:m ober n>mn)irb/ 
txa SSer^dltnifi : 

Pn-f-l 
Pa 

i^ifd^en ben beiben ©renken: 

R— e, R + « 

bleibt 

Xtöbann liegen bie loerfd^tebenen ©lieber ber fRtif)t (24) j;mu 
fd^en ben corref^onbirenben ber beiben geometrtfd^en |)rogref{tonen : ' 

p»# pBi(R --•«)/ pin(R — ß)^/ piii(R— e)*/ etc.. 

Pm/ pm(R+«)/ pm(R + «)^/ pm(R+«)'/ CtC..., 

weld^e beibe conioergent ffnb^ toenn R<1/ unb biDergent/ toenn 
R>1 ift- Solglidj^ etc.. 

tttnmerfung. 6^ n)urbe leidet p bewerfen fein, bag bie 
©ren^e be& SSerbattntffe^ (29), wenn fte ejcifiirt/ jugleid^ bte bed 
2Cu6btU(f§ (25) ijl- (2tlgeb. »nalpf. dap. II. § 3.) 

SBenbet man ben Se^rfa^ 1 unb 2 auf bie !9iac(aurtnf(be unb 
^ptorfcbe Sleibe an f fo befommt man bie folgenben @dge. 

Se^ftdatt 3. 6$ fei/(x) eine reelle ober imaginäre 
Function ber SSerdnberlict^en x, unb <^ ber ^a^ttn^ 
xotxil) ober ber ÜRobulu^ beS :Äu6brudf5:^. 

(30) — ^ — ^/<°H0). 

1.2. 3... n 

Serner fei $ bieSrenje/ gegen wel^^ebie größten 

Sßertl^e bon (9^ii)Ä contoergireu/ wenn a unbepimmt 
größerwirb/ ober bielme^r bie ei^i^ige ©renje beö 

»erbdItniffee^^!L±i/ wenn fie e^iflirt; fo i{l bie ma-. 
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(31) AO); ^/'(0),iil/"(0), -^/"(0),etc..., 

jebeSmal cont)eraent/ wenn bet 3<tl()Unn)ertl^ ber reeU 
len SSeränberltcpen X/ ober ber Üßobulud bet tmagu 

nären SSetdnbetlidi^en x fleiner tfi al8 — , unb btt>ers 

gent/ fo oft ber numertf^ie 9Bettb ober bev fOtobuluft 
t)on X großer tjl alä — . . 

SB e tu eil ©8 fct r ber Bal&lehwertb ober ber 3Jlobulu8 ber 
SSeränberltc^en x, fo ifl t>ai $robuct: 

ber 3Q]^lenn)ertb ober ber SRobuluS M allgemeinen ©liebet: 

(32) ^_^/(.)(0). , 

®e|t man nun in ben Sel()rfd^en 1 unb 2 für bie Steige (11). 
btc SReibe (31), fo ijl offenbar: ' ' 

(33) Pn=<pn^'', (34)R = *r. 
fDlitf^in ift bie Weibe (31) contjergent , wenn man f)at : 

(34) ^r<l ober r< i, 
unb btt)ergent, wenn 

(35) Or>l ober r>l 
SBeifpiele. SRimmt man/(x)=e», fo J^at man: 



' / 



/<-)(0)=i, f«=--l ^=-4:7 

1.2.3...n ^in n + 1 

(36) .*=Kiii— 1— =0, (37) 1 = 00. 

Sttbiefem gaUe.ift bieSfelfee (81) auf bielReibe (ll)berSJor? 
erinnerungen jurüdPgefubrt. goiglicb ift biefe lefete, Keifte, ndmUd^:, 



.# • » , 



(38) l-j--^. * — ^. ' " 'f 4 ,m * — '-> — T — ►— ' 6tc,^..- 

1 1.2 1.2.3 1.2.3...n 

cont>ergent, fo lange ber 3al^(enn)ert^ ober ber SRobuIuS t>on x^ibitf 
©renje co nicbt erreicbt; b. b. bie Steige (38) ijl för jeben belie« 
bigen eliblid^en reellen , ober imaginären SBertft ber SBerdnberlid^en 

7 



\ » 
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X contoergent. S>afitlbt gilt toon ben betben fftüfftn i 

<^> r-^TXi' 1:2X4:5' *'^'' 

»eld^e man erl^dlt/ wenn raan/(x)=cosx unb /■(x)=8inx fefet, 
unb wcI4)J( ait( ber Steige (98) abgeleitet werben/ wenn matt Ote 
©liebet von getabem , ober ungerabem Siange weglast unb oot bag 
i»eite / Bierte , fe(feSte ®lieb .... ba8 äetc^en — fe|t. 2>enn för 

b« si^m m)t (w rxv» m »ll: j 



'''' *='^(rxbi) 



n 
/ 



itnb ba btefer SSSertb mit bem SQertbe (36) überemfltmmen muf , fo 
tft notbwenbtg <^=0. 

©eftt man f&r/(x) bie Sunction l(l+x), fo finbet man: 

/(«)(0)=(-l)-M.2.3...(ii-l), (p, = i, ^ = J!:^ = * 
(42) n^=Un'^=J»iC^^nm(^y=h (43)i=l. 

1 + i ^Vtf \uj * 

n 

3n biefem %atU loenoanbelt ftcb bie SReibe (31) in: 

X x**x' X* X* 

(44) -; f — r^ r, — / etc.. 

1 2 3 4 5 

2)tefe fRtü)t t|| mitl^in cont)ergent / fo lange ber B^blentoertb 
ober ber fDtobuluS t)on x Keiner alS 1 bleibt. &n ®(etc^e« gilt 
Don ber Steil^e : 

X X* X* % ' 

(46) -f — -— ; — , — — f etc...^ 

1 35 '^ 

xoiUI)t man erb&lt/ loenn /(x)=:i:arc. taug x gefegt xoltb, unb 
toeld^e aus ber Sieibe (44) abgeleitet wirb/ n>enn man bie ©lieber 
wn gerabem Stande t^eglaf (; unb baS Seieben be9 ^weiten , toierten^ 
UMttn ... ber betbebaltenen ® lieber üerdnbert. 

@el||t man tnblidf /■(x)=(l-|rx>", inbem ft eine reelle Sons 
ftante be^ei^net; fo ftnbet man f&r fe$r gro^e SBertbe bon n: 

/W^O)=f(,.-l)0.-2)...0^»+l), f^ti^^« 5.^ 



^ 



1-^ 



(46) *=lim -=l, (47)1 = 1. 

1+- * 

' n 

Sn t)lefetn SäUe vcwanbelt ftc^ ixt SJeil&e (Sl) in : 

(48) 1. ftx, ^ifcl>xS ^(V^t)(^-^)x% etc.. 
, 1.2 1.2.3 

Solgltdi) tfi btefe 9{eil^e cont)ergent , fo lange bet .'3dl()Itnwertl^ ober 
ber 9KobuluS t)on x Keiner bleibt M bie ©nl^eit. 

Sej^risatt 4r. SSenn fic^ alltS n>ie int t>0rlS)erdebem 
ben ßebrfalge t)erbdlt/ bie Sünct{on/(x) afier, fo »ie 
ibre SSerdnberlicbe x, reell ift; fo »ollen wir bur(|) d 
eine tlei^ere 3a^l alS bie 6tnbeit bejeicbnen^ burdb 
^n ben numerifcl[)en SQSertl^ eineS ber 3(u6br&(fe: 

l.i. o...n I.Z.o...(n — 1) 

unb burd() W bie ©renje/ gegen weld^e bie grifiten 

SBerfl&e toon (Ut)" conüergtren, obert)lelme^rbie etn^ 
jige ©renje beö SSeril^.altntffeS SiiÜ , wenn btefe 

©renje ejrijlirt. 2(Ubann ijt bie 3Raclaurinfd^e 9teit)e: 

(51)/(x)=/(0) + J/'(0) + -il/-"(0) + -^/"'(0)+etc... 

1 1 . Z 1. Z. o 

für jeben 3Bert]& bon x gültig, rotlöftm ein jwifc|>en 
benSrenjen—l, +ll{egcnberSBettbbe$?)tobücteS 
Wx entf})rid()t, 

SeweiS. ©§ fei r ber 3al^lenwertl() t)on x, fo l&at triätt, 
wenn baS ^robuct * x jwtfd^en ben ©renjen — 1 , + 1 Mfflt : 

(52) Wr<l. 

Solgiicf^ t{l bte Steige, bereit allgemeine^ ©lieb bä§ $robuci~: 

^^^^ 1 ^\" /°^(^^)- 

1 .Z .o. . .n 

dbet : 

1 . Z . d . . . (.n — 1; 

ifl, cont)ergent. üßitl^in t)erf£&wtnbet biefed ^robttct für n=oo^ 
unb bie ©leid^ung (8) ober (61) ber 8ten SBorlefung fübrt ju ber 
Sfeii^c (Sl). 
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Sufati 1. jDtc Sormel (61) fubftfKrt f&r aUe itvifc^n btn 
(Sternen:. 

11 

(5a>) x= — ._,x= — 

Itegenbe reelle Sßerti^e oon x/ wenn für ieben biefer 9Bettt>e etn$ 
tec SSet^altmffe : 

^^ T^' ^ ^' 7^=Hö) — 

einen enblt^ien SBettl^ htWt, xoil^xmb n unenbli^ groß voiri. 
2)enn eö fei xn ber Sal&lenwertl^ be§ Serbaltniffe^ (56) ober (57)/ 
unb angenommen/ biefer 3oH)Untotxti) bleibe jtetö fleiner als bte 
3al^( k; fo conoergirt ber ^uSbrud: 

j. 

tt>elc|)er bejtdnbig fleiner tjl als k« , für wadjjfcnbe 2Bert|f)e \)on n 

gegen eine ©renje / bte gleich ober Heiner alS k^ = 1 ifl. 2)af:: 

felbe Idßt ficb t)on bem 2(uSbrudFe : 

1 

(»Xn)» 

fag^n/ toeil naä) ber ^ormel (24) ber 5ten SSorlefung, limiin=l 
tjl. S3eieidi)nen überbieS <pni Xn bie numerifc^en SBertbe ber SSer^ 
l^a(tni{fe (40) unb (56)/ fo W man offenbar: 

unb folgßd[) : 

i 

*=*b'm(xn)° = ober<<^. 

SDeSgletd^en , wenn -^n/ x» ^^^ 3al()lentt)ertbe ber SSerf^ältniffe 
(60) unb (57) be^eicbnen / fo bat man : 

TJ/„=n9>nXn/ 

a(fo: 

W = *Kni(nxn)"=0ber<*. 

& ift alfo in ber gemachten SSorauSfel^ung offenbar : 
^'=ober<^/ *r = ober<^r. 

%olalx6) wirb bie 83ebingung (52) erfüllt/ unb bie ^ormel (51) 
fubftftirt f&r aOt reelle SBertbe t)on x, xoil^t ber ©kiö^nng (34) 
®eniige Uxfttn, b. 1^. für aUt reeUe SBertl^e Don x, xotläft bie Stetige 
(31) cottt>ergent macben. 

fl5etf|)iel. Sefet man ^(x)=ei-, fo rebudrt ftd() baS 8Ser= 
lf)Altntf ^) auf bte 6r}>onenttaIgri$e : 

(58) e^*, 
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in toeldj^er ffdf^ tte ©röge ß aUem mxt n dnbert/ aber fo/ bag {te 
^toifcl^en ben .®teh)en 0/ 1 bleibt/ uttb welcbe baber ofenbat f&t 
leben enblid^^en SSSertb t)on x einen enblicben 9Bettb bebatt / voab- 
renb bie 3abl n unbeftimmt wddbfi. 

ÜRitbin i{l bie S^tmel (10) ber Dotbergebenben SBotlefung fftt 
aSe reelle SBertbe loon x gültige weld^c bie SRetbe (88) €ont)ergent 
mad^en, xoa^ man fcbon n)ugte. 

@e^t man für /(x) fuccefftüe bie beiben Functionen : 

1(1 + x), (1+x)^, 
fo ftnbet man für bie correfponbirenben SBertbe be$ SSerbdltniffeS (57) « 

9lun bebalten aber in biefen legten 3Cü$bru(fen bie beiben 

gactoren — ; — , (i + ^x)^-* enblicbe 2Bcrtbe für ieben enbltd^en 
1+to 

SBertb t)on x^ unb ber gactor l ^~^ \ bleibt <1, wenn bie 






t)erdnberlicbe ®roge x jwtf^^en ben ©renken x = — 1 , x ii= 1 liegt/ 
weil n — 1 eine })oftti\)e 3abl ift. Solghdj^ finben bie gormein (15) 
unb (36) ber t)origen SSorlefung für aQe jmifcben biefen ©renjen 
liegenbe SBertbe t)on x ^M, n>el($e§ aucb fcbon belannt n>ar. 

Sufafe 2. £)er erfte Sufafe erjlredPt ftcb felbjl auf ben galt, 
wo bie, gewiffen SBertben t>on n entfprecbenben 2Bert^e b^n /^"^(O) 
*>erfcbwinben / wofern man in biefem galle bie corref|)onbirenben 
SSertbe ber SSerbdltniffe (56)/ (57) nicbt in SIecbnung bringt. 

JBeifi)iele. SZimmt man fntf(\) fuccef[it>e bie beiben gum 
cttonen cos x, sin x / fo rebucirt ficb ber XuSbrucf (56) auf ein9 
ber SSerbdltniffe : 



cos 



C+t) ^M^+t) 



(61) — ^^ ^ , (62) - 

n:nr . not 

cos — sm — 

2 2 

9lun befommen biefe beiben SSerbdltniffe unenbltcbe SSertbe, 
wenn /<n)(0)=0 wirb, unb jwar ba§ erjic, wenn bie 3abl i^ uns 
gerabe, unb bad jweite, wenn bie 3abi n gerabe tft. SSringtman 
aber biefe unenblicben SBertbe nicbt in 9ied^nung , unb gibt ber 3abl 
n in bem erfien SSerbdltniffe einen geraben unb in bem {weiten 
immer einen ungeraben SBertb; fo rebuctren ficb biefe SSerbditnife 
ftetS auf eine ber enblicben @r6|ien: 

sin X , cos X / — SID X , — r. COB X. 

SRitbtn aelten bie gormein ('ll) unb (12) ber üorl^ergebenben SBor^ 
lefung für aQe moglicben reellen SBertbe ber SSerdnberlicl()en x. 
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3(e]^nlti4^e Setcadi^titngen / xoit bte fite bte 9d^i^d|t S$ imb 4^ 
gebraud^ten/ f&^reti/ wenn fte auf bte ^ap^tfc^r Siei^. angeoKuibt 
werben/ unmittelbar iu ben fotgenben betben £ebrfa|en. 

Zei^r0atf 5. (Sd f^t/(^) ^^^^^ reelle ober tmagrndre 
Sttnction bet reellen l3erdnbertt((^en x, h eine reelle 
ober tmaaindre (Sonffcante/ unb <^n ber ä^blenKoert^f 
ober ber a)lpbuluS bee Ttn^bxudt^i 

(63) —i /f")(x). 

1.2- — n 

Sferner fei ^ bie ©renje^ gegen wet^e bte größten 

Sßertbe t)on (^nj^convergiren, oberbt((etniige®ren)e 

be« SSer^Itniffe« t!^±l, wenn btefe (Srenje ertf^trt, 

wdbrenb n unbeftimmt. großer wirb; fo ift bte S^ap; 
lorf(be Steibe: 

(64) /(x), J f (X), j^/"W. 1^/"'«' ^^^ •• 

iebeSmal cont>ergent/ wenn ber Sablenwertt) ober 
ber SRobuIuS t>on h Heiner ift aU -, unb bit)ergent/ 

fo oft ber ia\)UnxDtxtf) ober ber SRobulu§ toon b gri^ 
fer ift aisi. 

fi3etf)»iele. ©e^t tnan ffir/(x) eine ber brei Sfunctionen; 

e^/ cos Xf ünx, 

fo fiinbet man * == , 1 = oo. golglicb bleibt bte «cibe (6*) für 

aQe miliäfttir reeQen ober imagindren SSertbe ber Sonflante h com 
oergent/ wie foIcbeS fd^^on bemerft worben. 
@elgt man f&r/(x) eine ber Functionen: 

1(X), XM; 

Xp finbet man , wenn mat\ ben S^blenwertb ber reellen S^erdnber^ 
Ttd^eti X tmrcb r begeid^net: 

r * 

goIgHdS^ ift bte 8*ei^e (64) contoergent/ fo lanae ber Sa^lenwert^ 
ober ber SRobuluS t)on h Heiner ift als ber äal^lenwertb t>on x, 
xoai ebenfalls f4^o.n belannt war. 

« 

ZeSirjSatf 6. SBenn alles wie im t)origen Sel^rfa^e 
bleibt'/ aber.bie Sunction/(x) nebfi ber (Sonjiartte b 



reell x^, d eine (letnere 3aH d'S 1/ ^ b^n äal^len 
wertld eine« ber 2(u*brficfc: '*^ 

(65). /ÜlM^, («)(i r^)-/^-Hx+^hV 

1.2.3...B ' 1.3.3...(nr-l) 

utib W tte ®ten)e be}et(|>net/ gegen wtl^t \(ie gtip 

ten ^txt^t von (,^u)'con9ttiittti, D^er oielmeHt bt< 
etnitge ©tcRje be« »et^Itniffeft ^li^, »ennbUfe' 

©rettie ertftfrt; fo i^ bie SEapIorf^^e Stellte: 

(6*) /<x+h) =/(x)+ ^/'(XH- J^y "(x) + -^/"-(xj+etc. .. 

f&r ieben reellen SSertl^^ t>on h rict^ttg/ melc^etti ein' 
jwtf<ben ben ®renjen —l, +1 liegenber SBertll^ be« 
?)robuc*teö Wh entf^Jtf^t 

3ufa^ 1. 2)te Sotmel (07) fnbet ftatt ffir aVe }n>tfd[^en ben 
® renjen / + — liegente reelle ffiert^ie ^on h , »eiin einer 

ber ÜMbtixSti 

(68) /!!nf±^)^ (69) (,-^).-i/C)(x+;?h) 

/n)(x) ^ ^ /Cn)(x) 

ffir jeben biefer Sßert^e einen enblic^en SBertl^ bebdlt^ w^^renb ■ 
unbeflimmt gro^ n>trb. ^iefed Idfit ft^ leicht burdf ä^nlid^e Sd^Iüffe, 
n>te bie im Bufal^ 1 be« Se^rfal^e« 4'betüeifen. 

SSeifpiele. @e^t man fur/(x) mt^ einanber bie beiben 
Sunctionen : 

l<x), x^, 

fo folgt au& bem' borl^etgej^nben anfalle r baf bie %otmfln (54) 
unb (55) ber SSorlefung ft in bem %aVii fub(t{liren^ n>o ber ^f)^ 
Unwert^ üon h Heiner ifi atö ber t)on x. 

ÜRan fonnte glauben ^ baf bie 9${aclaurinfd[)e fRtxf)t , xotnn fte 
cont)ergent ifi/ immer /(x). jur @umme l^abe, unb ba$ in bem 
SaHe, n)o ii^re t>erf4)iebenen ©lieber naÖ9 einanber üerfcbminbeu/ 
bie SunctioR/(x) anöi} t)erfdt)n)tnbe. Um ^^ aber t^om @egem 
tbeiU^ fikrjeugen/ braudd^t man nur jte bemerlen/ ba|l btr ^wetie - 
ßnoartung' ni^^ erfüllt vAxtf, toenn matti 

(70) /(x)=e""^^, 
unb bie erfte nid^t/ wenn man: 

(71) /(,)=e-*»+e ^»^' 
feftt. 
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©enn bfe gunction e""w {ft nid&t Ibentif^ SluU, unb ble 
CLUi ber erjlett Sjoraudfe^ung abgeleitete tRdf)t f)at md)t bai fßinom 

e-** + ® ^*^ jut Summe / f^nbem nur baS erjle ®lteb e-*' befs 
felben. S^iefelbenlBemetfungen laffen ftd^ auf bie Saplorfd^e Steige 
antpenben. 

. Uebttgenä fie^t man leidet ein / bag bte reelle ober {magindrc 
Eunction/(x) nur ;i(Sbann bie Summe einer 'nad() ben jhigenben 
jotetnen y>on x oeorbnetert SReibe fein fann , wenn biefe Steige mit 
ber 9X(Klaurinfdt)en Abereinflimmt« S>ehn e& fei: 

(72) /(x)=a^,+a,x + a.iX*+a3X*-|-etc...; 

fo ftnbet man^ wenn man biefe ®(eidt)ung mehrere fDlale nad^ x 
bifferenjirtf unb erwdgt, bag bie ©leidijung (12) ber britten SSor^ 
lefuna auc^ in bem $aQe flatt ftnbet/ wo ba6 aud einer unenbltdben 
Änjapl toon @licbern bejtebenbe ^olpnom au-f-br-f-cw -{-.•• 
bte ^@umine einer conioergirenben Sttifyt wirb: 

/'(x) = ai+2a,x + 3a3X*+etc,.. 
(73)? /"W=^l-2a2+l,2.3a3X+etc... 
/"(x)=1.2.3,a3 + etc... 

du • • • 

@e^t man bann x=0, fo ttaiU {t(^ <tu& ben ©Utc^unaen (72) 
unb (93): 

(74) /■(0)=a, , /'(0)=:a, , /"(0)=1.2. a, , /"'(0)=1.2.3.a, , etc... 
otfo: 

a, =/ (0) , a, = J-rCo), a, = -Lf (0) , a,= -\-f"XO), etc,., 

@u6{lituirt man nun bie t)orl^erge]^enben Sßertbe t>on a^^ a,^ a^, 
a,/ etc. . / fo tommt man offenbar wie6er auf bie ©teid^ung (51). 
2tuf bicfelbc SBcife liege ficb jetaeuv bag bie gunction /(x-f-h) 
nur in fofern bie Summe einer nao) ben fleigenben ?)otenjett ^on 
h georbneten/ cont^ergirenbeh 9Ieibe fein fann , afö biefe Steige mit 

ber S£a9lorf4}en übereinftimmt. 

• . « 

•"*) (SJouf t)Ot tn ber Ifb^^anWung: Disquisitiönes generale» circa seriem 
• 1 infinitami 

^^ctß ^«(a + l) ß(l±T)' . a(a+l)(a+2) /?(/?+ !) (/?-^2) »^ 

Ly 1.4 y(y+D 1-2.8 yiy+Diy+i) . 

Ober ba§ 2C6ne^men unb fS^ad^fen ber ©lieber einet SRei^^e unb aber bie 
^onoergens ober »Dtoergeps berfelben ebenfaUd fe^r n^tc^tige @d$e aufgefteUt. 

2Cnmer!. b. Ueberf, 



©Ifte SSorlcfung. 

SSon ben SSert^en , toel6)t bte Sunctionen einei: etnstgen toer^ 
<inberlici[)cn ®r6pe belommcn, wenn tiefe §Berdttöerli(|)e 
♦ imagindr xoixb. 



SBenn bie tn einer gegebenen Function enthaltenen / ^ut)6rber|i 
ofö .reeQ betra^teten Sonjianten ober S3eränberlid(^en l^terauf afö 
ttnagindr angenommen n)erben; fo Fann bie IBejetd^inung / burc^ 
mlS)t man biefe Function a\xSt>xMtt, nur t)erm6ge einer neuen 
Ucbereinhinft ; totlä)t jur äBejitmmung ber Sebeutung biefer SSe^ 
ieic^nung in ber neuen ^^\)poti)t\t geeignet ijl / im ßalcul beibe][)at 
ten n)erben. SBetra4)tet man bie jur £)arftellung ber einfa^en 
Sunctionen bienenben S3eieici)nungen : 

a+x^ a— X/ ax, - , x*, A*, L(x)/ 

X 

sin X, cos X/ arc. sin x, arc. cos x, 

fo hxa\xd)t man jur SStjlimmung ibrer ©ebeutung in bem %aUt, 
»0 bie 8Serdnberlid)e x imögindr wirb, nur auf bie in ber alge« 
braifcben Xnal^jtö (Sap, VII, VIII unb IX) entwicfelten ©dfee 
)ur&(fiugeben / weld^e bier furj Yoieber in @rinnerung gebracbt xott^ 
ben foUen. 

Seber XuSbrucf t)on ber gorm: 

m p unb q jwei reeQe ®r6f en beieicbnen , beigt ein imagindrer 
XuSbrutf. 6m folcber 7Cu§brutf bot, tpie K— i^ an unb für p^ 
feine ißebeutung. SSerbinbet man aber imaginäre TCuSbrücf e burcb 
Xbbitionr ©ubtraction, 5KuttipIication etc . . • mit einanber, unb 
operirt mit V^, wie mit einer reellen ©rofe, beren Cuabrat 
=— 1 ijl; fo erbdlt man neut imagindre :ttu§brü(fe jum SIefut 
tau, unb e§ fann üon Slufeen fein, bie ^Relationen anjügeben, 
»elcbe xtt)tf<ben ben reellen ®r6f en ber gejgebenen imaginären %Vih 
briicfe unb ben reellen ©rogen ber a\x^ x\)ux SSerbinbung berüor« 
ge^enben imagindren XuSbrutfe ftatt finbcn. Um biefe Slelattonen 
leicbter »ieber aufiuftnben^ i{i *man ubereingefommen , ^wei ima» 



— 106 — 

gfndte 5Cu8briidfe: _ 

p + qr^. P + QT-l/ 

alft Qltid) )U betrachten: 1) tvenn bte reellen SS^ette p unb Pf 
2) wenn bie Soefficienten üon l^^^i, b. b. q «nb Q^ cinanber 

SIetcb ftnb. ^ternacb tjl jebe imaginäre ®letd)ung nur ein fpm« 
olirdS^er 2Cu§brucf jtDeter ©(eicbungen in>if(^en reellen ©ro^en. 
3. S9. bie f^mbolifcbe @leicbung: 

(1) cos ((X + ^).4- y'— l«n («4* ^) = 008 a • cos j5 — sin a sin ß 

-j- (sin a cos ^ + rin ^ cos a) V —If 

in weUt^er «/ S gn)et reelle {Bogen begeid^nen/ tjl baffelbe:/ aia bie 
beiben reellen ©teic^ungen: 

.^\ ( cos (a -}- ^) = cos a cos ^ — sin a sin ^^ 
I sin(a-f-^) = sinacos^-l-sin^cosa, 

SBenn in bem imagindren 2Cu8bru(fe: 

ber Soefficient q t)on f^ üerfc^winbet/ fo wirb iai ®lieb qf^—i 
al§ auf 9lull rebucirt angefeben / unb ber 2(u6brucf felbjl auf bie 
reelle ®röße p. .^fernacb begreifen bie imagindren ÄuSbrüdfe bie 
reellen ®r6ßen alS bcfonbere gdlle unter pcb. 

S)te imagindren 2tuSbrudFe (önnen ebenfowobl/ al$ bie reellen 
©roßen ben t>erfcbiebenen Operationen ber Ttlgebra unterworfen 
werben. aSerridi)tet man inSbefonbere bie 2Cbbition/ ©ubtraction 
ober üRultiplication (weter. ober mebrerer imagindrer 2(uSbrucfe nac^^ 
benfelben SRegclU/ wie bei reellen ®röpeij; fo erbdlt man einen 
neuen imagindren ÄuSbrucf jum JRcfultate / welcher bie © u m m e, 
©ifferenj ober ba6 ^robuct ber gegebenen Äußbrurfe genannt 
wirb, unb man bebient ficb ber gewobnlicb'en SBejeicbnungen / um 
biefe Summe / biefe 2)if erenj ober btefe$ ^robuct anjubeuten. (SS 
ijl j. äö. : 

(cosa 4- f^^sina) (cos j3-f- K^—-! 8i»^)= cos a oos^ — »na sin ß 

+ (sin a cos ß -}- sin ß cos a) Y^^^ # 

woraus folgt, baf bie ©lelcbung (1) folgenbergejialt gefd()rieben wer« 
ben fann: 

(3) cos {a+ß) + r=1[ «n («+ ^) 

= (cos a + K^ sin a) (cos ß + f^^ sin ß). 

SBultipUcfrt man biefe le|te ©leicbung burd^ neue gactoren 

t)on ber gorm cos y + T^ sin 7 , fo finbet man im %]icLU 

meinen: 

(4) i c<>8(«+^+r+..0+r^siii(a+/5+y+...) = 

I (cos a-f-yni sin a)(cos /3+f"— 1 sin ß){cofi y+>^^sin y).,. 

für iebe beliebige Tixii^l reeUer flSogen a , ^ , y . . . . 
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fi3eiei(tinet man ^nxö^ a eine te^jOte ^nft^ntt, utAt Jtttjrcft x 
eine imaginäre SSerdnberlidj^e ober ^on ber %otm P + ^lK-^-lJ 
fo muffen jur ©arpellung ber imaginären 2fu6brü(f e : 

(5) a+p + qj^HT/ a — p— qf^Zi:, ap + aqK=l 

He 93e2etd[)nungen : 

(6) a+x, a — X, ax 

öngcmanbt werbe«. 

SBcnn bie ßonjlante a imaginär ober t)on ber gorm a-^ßy^—i 
rom , fo n)dren bie burd^ bie 93e^i4^nungen (6) bargeiieltten imas 
gindren XuSbrücfe refpectit)e: 

(7) a+p+(^4Hi)rz:i,a-p+(^-q)r==i/ap-?q+(aq+ft>)r^ 

2)aS ^robuct jweicr conjugirtcr imagindrer 2Cu§brücf e , b. ?>. 
fol^r, welche fic^J bloß bur(^ ba§ äeid^en beS ßoeffi'cienten toon 
K-i unterfcbeiben , 'rebucirt ftcb^ wie fd^on in ber t)origen SBor^ 
Itfun^ bemerft worben, .auf t)a& Öuabrat be6 gemcinfdjaftlid^n 
3RobuIu§, »eil 

(8> (p+qr=i)(p-qr=l)=p* + q' 

Sel^t man p=co8a, q=siiia, fo finbet man: 

(9) (cos a+ f^Hi sin a)(cos a — |^^ sin a) = cos ^ a -f- sin'' a == 1 . 

©nen jmagindren 2fu§brudf bur^^ einen jweitcn bibit)iren, 
Jeigt einen britten imagindren 2Cu§brucf finben , welc^jer, mit bem 
jttjeiten multiplicirt/ bcir erjlen wieber gibt. SDaS SJefuItat biefer 
Operation ijl ber Guotient ber beiben gegebenen ^CuSbrücfe, unb 
um benfelben anjubcuten, bebient mm iiä) beS gewol&nlicben 3eic^en6 
ber Simfion. liefern cjemdß ergibt ftc^ leicht au§ ber ®teidf)ung 
(8) ; wenn a eine imaginäre ßonftante unb- x etne imagindre SSer^ 
änberlic^C/ b. ft. \>on ber gorm a + ^K— i unb p + qF"— i ^^^ 
liiiimt, bafi bie SSejeidi^nungen : 

(10) • - unb - 

X X 

iur 3)ar{iellung ber beiben imagindren Tin^bxMt: 

p +q p +q p +q p +q 

angewanbt werben muffen. 

Sn bem befonbern galle, wo ber SB3ert]& »on x »on ber gorm ijl : 

X =^ cos a + y — 1 Ä^»^ / 

folgt au8 ber ®leidS)ung (9) : 

1 

(12) . —_^ — ; — =cosa — y^^sina. 



*.' 
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& ift etiti mertw&tbtge (Sigenfcliaft iebeS tmagtndrett Tiuh 
btudCeS /. tafi et auf bie %otm : 

r (cos t + yZTi sin t) , 

Too r eine pofttbe 3al&( unb t etneti reeQen 93.ogen bejeid^net r ge^ 
bra(|)t toerben lann. £)enn bilbet man bie ibentifd^e @Uiä)nnQ : 

(13) r(co8t + |^Zri8int) = p+q|^Zl, 

ober xoai baffelbe t{i / bie beiben reeQen ©leid^ungen : 

(14) rcos t=p, rsiDt=q/ 

fo folgt: 

p* + q* = r* (cos^ t+ sm^ t) = r* 

(15) "*=V"p"+q'5 

unb na^btm man auf biefe äßeife ge^nben f^at, bag bie S albt r 
mit bem SRobuluS be§ imagindren auSbrurfeS p-f-qf'tZi übers 
einfttmmen mug ; fo ift nur nodj) j&brig / um ben ©leicbungen (14) 
t)oa{ldnbig ©enuge ^u letfleu/ enien SBogen t ju ftnben / beffen 
QoftnuS unb @inug burcb 

(16) cos t = P , aini= ^ 

auSgebrürft wirb. 

Xu8 ben Sormeln C16) folgt bie ®leidj>ung: 

(17) tang t = = 1 

cost p 

beren !lein{te SBuriel (obne 9tudfftdi)t auf hai ^ü(i)tn) ber burdS^ 

arc. fang i bejeiciS^nete SBogen ift.* 68 fei : 
P 

(18) T=arc. tang?- • 

P 

berfelbe SSogen / »eld^er notl^wenbig jVDifdj^en ben ®ren jen — - , 
+ ^ liegt/ fo tjl: 



q ^ siiiT 

2L = taDgT= 



cos T 



(19) 



cos T sin T , Vcos '^ T-4-sin * t . 



P q V'p' + q' -/p'+f'y^ 



unb ba ber Softnud bed S3ogen8 t nur eine po^itm ®r6^e fein 
tann, fo leuchtet ein, baß ftc|^ bie Formel (19), wenn p )|)oftttt) 
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ifi, auf: 
(20) ^ 2g!I = !J!LI= ^ 

P q Vp' + q^ 

unb »enn p negattt) ift/ auf: 

rrt-x cosT sin T 1 



P q v^p*+q' 

rebuciren mu§. 

©efet man alfo p>0, fo tjl: 

(22) cos T= — P , sin T = ^ , 

Vp' + q* Vp* + q* 

utib ba aiebann auS ber ®Ux6)unQ (16) folgt: 

(23) cost=co8T, siiit=sinT; 

fo ifl ber aUgemetne SStxÜ) t)on t offenbar: 

(24) t=Tdb2kijr, 

f 

too k eine J^eltebige ganje 3a^l t|l. @elgt man im ®egentl()eil p 
negativ, fo ftnbet man: 

(25) cosT= ^ , 8inT = ^ , 

unb ba bte Sormeln (16) ftd^ in biefem gaUe in: 

(26) C08t=: — COST; sin t=: — ßinT 

t)em>anbeln; fo^fi ber SBertl^ loön t altgemein: 

(27) C=T±(2k4.1):;r. 

Serner ift no(](^ ju bemerfen, bafi man na<l) ben S^rmeto (15) unb 
(22) ober (25) für p>0: 



(28) p+q'K'^==r(cosT+y'"IirisinT), 
unb fftr p<0: 

(29) p+qy^^=: — r(co8T+y'tri8inT), 

6inen imaginären 2Cu$bru(f jur mten ^oten} erlS^eben (wenn 
m eine ^anje 3a^I bejeid^net)/ f)ti^t ein $robuct t)on m %actotm, 
ieber glet^ biefem Hn^ndt, bitben. Wtan beutet bie mte f>os 
tenjt)on x=p4-qK— i burcl(> x" am 3ft grißerer fBequemlid^- 
{eit »egen ber SEBertü^ t>on x unter ber %otmi 

(30) ' , x=r(co8t+K=18int) 

auSgebr&dft/ fo U^t ^ö) btt ^tta> wn x" Iei<l^t aui ben obigen 
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@i^en t^ttUitttif unb xoitb buxd) bie ®leid;)ung ge.qeben: 

(31) x™=r™{€Og m t + l^'^sin mt). 

3n bem befonbern f^alle, wo bte^onßante p ))oitttt) ifi/ fann 
man t=T fefecn, unb e§ ijl folglich: 

(32) x°»==r™(cosinT + J^^smniT), 

»D bie SBSertl)c bcr ßonftantcn r unb t burdS? bie ©Icicbungcn (15) 

unb (18) gegeben werben. 

Die nte 2Burjet ai\^ bem imaginären 2Cu§brudfe p+qT^— i 

jieben/ ober benfelbe« iur ^otenj be« ©rabeö - tx\)thtn, l&etßt ei= 

n 

nen neuen imaginären 2CuSbrucf bilben, beffen nte ^otenj =p+qf':=i 
i|l. 25a biefe Aufgabe / wie wir fogleicb [eben werben, mebrere 
T(uf[6fungen gemattet/ fo folgt, baß ber imaginäre 2Cu§brudf x meb- 
rere SBurjeln be§ ntm ®rabe§ \)at Sn bem gaUe, wo bie 6ons 
ftante p j)0ittiu ijt , iji eine biefer SBurjeln offenbar ber imaginäre 
2(u§bru(f / wetdt^en man erbält, wenn man im ^weiten X^tilt ber 

©leicbung (32) - für m fefet, weil alSbann: 

n 

ijl. 

£)iefe SSSurjcI wollen Wir burd& x » bejeid&nen, fo ba^ man für 
p>0 bat: 

(33) X» =r°l cos -+1^—1 sm -I. 

.SBBirb ferner irgenb eine ber SBurjeln be§ nt«« ©rabeS oon x obne 
Unterf4)ieb but(|> [(x)]"^besei(^net, fo ijt fftr p>0: 

(34) x=r(cosT-f-)^^MöT), • 

folglich) : 

(35) [(x)>=rn ^^cos -+r=risin - j [(I)]«; 
unb für p<0: 

(36) x=: — r (cos r + K— 1 si"*'^) ^ 
folgli^^ : 

(37) [(x)]n^t«^co8- + r=l««^-j [(-!)]■. 

Senn e$ tft leidE^t eintufeben, bafi man, wenn ber zweite 
zun ber ©leicbung (35) ober (37) jur nten q)otenj erhoben wirb, 
bell jweiten Zlftil ber ©lei^^ung (34) ober (36) ipieber tt^ilt, Um 
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fü^ MttgniS iu äber)eugen/ bag bie Somtin <35) t (S7) aOe SBur:: 
itln von [<x)] n gtbm , ^xKoä^i man nur jit bemttfcn / t>aß , wenn 

rn I cos - + )^— 1*^"~ j 

gefegt wtrbf^r p>^: 

(39) u» = ^ = l,n = [(l)]n, 
unb fftr p<0: 

X 1 

(40) u« = — - = - 1, u=[(- 1)] « 

ilt. 

L i 

®a« Me aUgemcitten SBertft« toim [(1)] ° unb [(—1)] » anlangt, 

fo tAjhXX xsmi fte# w^nn man ble ,SB3crtl^e t>on x=r(cos4+/^-.i 

smi) fuc^t/ n>cl4)c 1) t>er ©leic^ung: 

(41) x» = r«(co»n'*+f^^^"**+)=lf 
unb 2) ber ®lctd!)un3: 

(42) x» = r» (cos n t + f^ITi sin n t) = — 1 

®en&ge leijlen. 

%xa YDirb aber ber ®Ietc|)ung (41) affenbar ©en&ge geletflet, 
n)enn man 

» r» = l, r=l/ 
cofl]it-{- l^^smnt = 1; cosnt =1/ sin nt = 0/ 

nt = ±2k7r, t=±^ 

n 

\%\i , n>o k eine beliebige ganje 3al&l {{i ; tod^renb ber ®let<(^ung 
(42) ©enfige gef^ie^t, wenn xaan fe|t: 

cos 0t+|^^sin iit = — 1, cos nt= — 1/ sinnt=0; 

n 

SS tji foIgUd^ allgemein: 

i tkut , ^, . 2kor 

(43) [(1)]-»= cos -^ + r-1 SM» -;;;-/ 

unb: 

1 (2k+l)^ . ^ (2k+l)w 

(44) [(—1)]» = cos h 7 — l«M» — • 
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& tfl: Yoo^l )U bemerfm/ baß bie ®Iet(!^tinsen (tt), (4i)fär 

jeben ber Zu^bxMt [(!)]«, [(— 1)] » nur n t>etfd^«betic gBertfeefle* 
Un, xoild)t man etl^dlt/ n>enn man fät k fuccef{tt>e bte t)errd^tebes 

nen aanjcn Sai&lcn fc^t, xvtl6)t im\ä)tn ben ©renjen 0/ - litatn. 

2 

(TClgcbr. tSnalpfi»; 6ap. VII.) 

Xuger ben ganzen ^otenjen unb SButsetn ber imagtndren %n^ 

brüdPe fommen oft i^re gcbro^enen ober negattüen ^otenjen inSe« 

trac^tung. S)tefe le^tern entf))ringen a\xi dbnlicben Operationen; 

löie bie gebrochenen ober negattt^en ^otenjen reeHer (Srogcn. Um 

j. SS. ben imaginären ÄuWrutf x=p+qr^ öuf bie ?)otenj 

beS ®rabe$ — ju erbeben/ mup man/ n)enn — auf bie einfad[)fle 

' n n 

gprm gebracht ift/ 1) bie nte SBurjel au§ bem gegebenen XuJs 
brude jieben/ 2) biefe SSurjel auf bie ganje ^otenj beS ®rabe8 
m ergeben. £)a bie 3(ufgabe auf mehrere 2Crten gel6ft n)erben 

fann / fo woHen »ir trgenb txnt ber ^otenjen beS ®rabe8 — t)on 

n 



in 



X olfine Unterfdjteb burcb [(x)]» bejeid&nen. ^iemadE> ftnbet man, 
xotnn man bie beiben j£bette ber @(ei4)ung (35) unb (37) ^ur mten, 
^otenj erbebt/ 1) für p>0: 



(45) ' [(x)]n =r»( cos -r+Y^ ^^n'^) ^^^^^"' 
2) f&r p<0: 

(46) [(%)] " = r» / cos - T + r =1 sin " ^) [(—1)3 » • 

m m 

3Ba6 bie t)erfcb{ebenen SBert^e »öon [(1)]"' ober [(—1)] " betrifft, 
fo toerben fte leicbt gefunbeu/ n>enn man bie beiben Sl^eiU ber 
®Ieicbung (43) ober (44) jur mten ^oten^ erbebt/ woraus folgt/ 

baß fte mit ben t)erfcbiebenen IBcrtben t>on [(1)]"" ober [(— 1)]" 
jufammen fallen. <©iebe algebr. Änal^f. / ßap." VII). ^od) wollen 
wir bemer!en/ baß man, wenn p jjojitiü ijl, einen befonbern SBert^ 

m 

Don [(x)]^ erbdlt, wenn man bie beiben Steile ber ®leidE)unfl (33) 
auf bie mte ^otenj tx^tht S)iefer befonbere SBertb / welcher ani 

m 

ber ©leicbung (45) lj)ergeleitet wirb/ wenn man [(!)]»"= 1 fefet/ 

m 

foH burd^ x» bijeicbnet werben/ fo baß: 

(47) xa = rn I cos — T+l^— l«in*^ 'Tf 

ijl. 
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I 

(Shten imdgin^scn XttMvtt# x auf tte negotiee ftaten^ beS 
(SrobeS — m/ i>bct — -# ob€t — " erll)eben/ Mpt* ble Sln^eit 

n n 

> 

bur4) bte ^otem bed ©cabeS ü/ ober -, ober— bimbtren. ;Da bie 

Xufgabe im er{lenS<^Ile nur eine 3(ufI6fuhg ^ unbin iebem ber htu 
ben anbem %&üt mebrere Xuflifungen juldft; fo foU bie ^oten) 
be§.®rabe$ --in bto^ burd^ x-»«ngebeiftet »erben/ n>dbrenb bie 

fBejeif^nungeti [(x)) * ober {(«)] ^ trgetib eine ber ^otenjen be* 
®rab<8 — -, ober oüSbtMen foUen. @nt)lt* foU bur4> x~i 

m 

ober X n ber Quotient ber ^imfton ber ©nl^eit burct^ bie^oten) 

1 5? . 

x^ ober X n angebetitet werben, ^iernadt^ ergibt Itc^ aM ben gor« 
mein (Sl) , (45) , (46) unb (47) 

1) für iebe§ 3eic|^en t)on p: 

(48) X- " = r ~" " (cos m t — j/ ^ sin m t) ; 

2) wenn p pojttiö i|l : 

in in X m m \ ni 

(49) [(x)]' » = r' » J^cos - T -1/— 1 sin - t j [(!)]"», 

^ÜL -2?/ m - m \ 

(50) . ,x ,«f=r .« f cos- T — 1/-18ih~tI; 

9) wenn p negattt) ift : 

(51) [(x)] « =; r M cos -^ T — Kzri sin -^ r j [(—1)} » . 

. ■ — Ä .. «. 5 ■ ■ 

©ie üerfc^iebenen SBert^e t>on [(1)} » ^ber [(r— 1)0 « faöen 

offenbar mit benen ^rt [(!)]» ober \)on [(— 1)] "" jufammen. 

2Cu$ ben Sormetn (32), ^33), (47) unb (50) folgt/ ba§/ toenn 
a eine poittit>e/ negtttioe/ gan^e ober gebro^ene ®röpe bejei^^net/ 
für x?=p-J-q|/"— 1: tinb p>0> immn 

(52) X* =?• (cos aT + ]^/^^ sin ar) 
Ift. 

Da biefe (e^te ©(eid^ung immer ftatt ftnbet/ ber 3ablenmertb 
ber gonfiante a mag ganj ober gebrocben (ein/ fo fäl^rt bie 2Cna^ 
logie barauf/ {te aud^ auf ben Sau audjubebnen/ n)o ber numeri^ 
f(^e SBSertb ii>on a Irrational wirb. tKtötann btent bie gebadS^te 
@leicbung jur IBefiimmung ber fiSebeutung ber SSejei^nung x^ ; 
aber man fann bieaje^ei4)nungen [(1)]*^/ [(x)]« itid(^t me^r im' 6als 
cu( beibebültenv ibofem man fte md)t atö eine enbli^^e !Dtenge imas 
gindrer ^u§brude barjlellenb betrad^tet. 

8 
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J?U}t^Ä/ [?/bfl iDepn ber, äa^Ienwcrfb t)ort a flebrodt)en anücnoms 
fem'TOirt^ we!(jf)e§ btx\ttii^^' \>(^n SenSJcrtj^eri'beft Xü8brucPer((x)]* 
ijl/ ben man \>on ^.cn Abn^n ünterft^eiben'^ unb butc|^ x"" bejeicbnen 
iC&uite (@itbie£x6rcice^; 4^ M9lbomMi<ii»Q8. Atmie iS26 ^n. l). 2a 
aber — p alSbann^einc pofltiDe ®röge ijl; fo ergibt ftcb für irgenb 
dftett''t*tt^ aöcrt^ibet gimPdSfe a:' ' ^ ^ '^. ' -'^ ^ ' 

I 

* 

^g«brod)ene ®r66e bejetdbnct ,, für p>0: •: 

(54) ■ [(x)]«=x»'[(l)]»V 

(55)--' ■ i(i)]»=;co«^kajr-ifV"rtsm2'fc'a«, 

(56) [(x)]'' = (-v)'tC-'i)3"> • 

(57) [(— I)]« =co8[(2k + l)a«]4-']/"^»iii[(2k + Da^ 

jßetrac^ten n>rr nun bte fed^6 333eiet4)nufigeri.2 

( L (x) ; arc. sm x / aro. cos %. 

®ibt >itian bep §}.erinberltcl^fn x tfeHe 9Berfl|)er fo br&cfen biffe 
fecbS 83e}etc|^nungen-ebenfomel reeUt Functionen t)on x a\x^, m- 
i)on in iebem $aare bie eine bad Umgefebrte ber anbern tfi, b.l)» 
burd(^ entgegenaefe^te Operationen gegeben tofrb, wofern iebod)/ 
iDenn A eine B^^l bejeidbnet/ X baS Seiten ter Sogaritbmen in 
benit ^^mt t)on- ber l&ftö A ifi. . @§ {jl nun nodE^ fibrtoi , ben 
@inn biefer 93e^eid^nungen xn bem fifalle ju ftriren, n)o bte Set« 
dnbevtic^e imagtnär tnirb/ tpeld^ed foaUi^ gefc^e^en foU, tnbem 
J«iU ben bret trften ber Äifotig gentödSt wir*.; 

©8 ijl bewfff^n worben^ bag bie brej l^unrtipnen: 

• ' . « - ' * 

in bem gfalle, n)0 bie S9asteberlk^e x. r€eH iO/ ittmer in conven 
gtrenbe, nacb ben peigenben urib ganjen 9>oten}en ber »erdnbfr: 
U(^en georbnete fü^x^ti 'entwufelt werben Wnnen. Tbtnn cefjl in 
biefer äJorauSfefeung (SSorl, 9) : 



I } . . - 



(59) >»==.1^-| |(A)+-^[to:4-_^^[liÄ)]»+«u... 
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X X' . X* _.'•.'... ;/^-. 



(61) flinx=- — + — eto.,., 

l 1.2.3 : l.a.a.4.Ä 



\ 



ner bie eben toteber in (Srimv nmf Sf1mü0n ffieiftlnv na^ Bm« 
lefun^ 10 , für alle reelle ob^r imoaindjre SB^ertbe ber Serdnberltct^en 
X conoergiren, fo pflegt ntan bie ®Iet(iuhgen (59)/ (00) unb (Ol) 
auf alte m6gH#ett' %i^'^\i erjltetfen / ittiTT $e a(t^ J^fSüilttel )itf 
Stflimmuttg ber fBcbeutattg be«? t>ve( Ckietc^nltnsen : / 

A^/ cos X, Binx, 

felbfi wenn bie Serant)errtdt)e tmaginir töirb/ jn betraAttn. 

9lun i#, tpenn man in ber ©leid^ung (M) A==e fe|t# (in* 
bem e bie fiSaftS bt$ neperfdl^en Sogaritbmen ^pftemd bt^üöfmi): 

(62) .e«=l + 2+_+ J -l-etc...; 

1^1. 2 1.2.3^ 



I I 



unb wenn man f&r x fucceffft» 

xi(A), xy-ri, —xy±i 



« * 



X . , ., . x2 ,, ^ ._. . x' 



' I.A., . , . 1^2»3 



• » . . < * 



1 1.2 l.i,S 

1 ' 1.4 1.2.3 ' 

9Ran \)at alfo:. , -, .; ., . , 

(65) • •. fj,i\h=At, '• ' 

t^\ I e»^^^==co8X + i/i:i8inx; 

(66) I ^...^ ^ ^ 

unb folglicb : ' If 

(OT> <?WX=i^. LL / 8inX=i= -: -7:z=Z — # 

wo bie Serdnberlic^^e j^/teeÄ obet : imaginif fein fann. 

^iernacb ift eS leicht, bie einem imagindren SBertf^e p+q lv*-l 
bcr SSerdnb^rIicJ)en x eutfpredbcnben 5Bertb^ .^on ß^w A* , sin x 
unb CDS x unter enblicb^r Sorm |U erl^atten^ Mb Mtlf.ifx. Spcoiet 
(67) beV Uten SSbrlefung t|t jut)6rberil : 

+ ^P±i!:^H^ if etc.: = eP (cos q^'l/'r; «in q). 
1.2.3 



— MBf — 

Wlan \)at olfo: 

(68) e'3B:dfP(co«.q+l/rz:48inq)/ 

^. * SSk femwv^tr «ertV t>o* re?» turr^ M< Q»et#tihg (68) b«: 

wirb finben, baß ^.bijef? ' ^eief^nungm Äur.CarjUUmig b^r map 
ndrcn Äuöbrücf e r ' 

, ., APlcos,ql(Ä)4-|/— i8,nqJ(A)] 



. " » I 

♦ j • 






• * . > 



-^ — , — CQB p — ism p . ]/ —1 / 



' . ' 



angewanbt werben muffen. r 

%\x(i) tann bte ®let(l[)ung (68) auf gebrucf t wejben burcb : 

(71) e»=eP,e^K~i. 

•>' «dcrmfttefft bf^fftr tefeten ©leitJiutlg unb \)n ®Irid&ungen (65), 
(66) fann man'Ttön'bie befannten Sormeln/n)elct)e bic etgcnfd^of- 
ten ber ^unctiotjin e^, A^, sinx, cos x au§brü(jfen, leicbt öuf 
beliriHJs^' im<igin4re SSeT% bäir äSeranberlt(^tt x / y auibe^nen. 
gjlan finbet j; »; « - ' 

(72) e»+y = e».e*, 

/TAN j sin(x4-y)=»in3^.co8y+8iDyco8x ' ' 

( co8(n-}-y) = cosx cosy — sinxsioy, 

(75) sin I - — x\=co8x, -CO« 1 x| = 'sinx, etc... 

@ü($en wir nun bie t)erfd)tebeneh reellen ober imaginären 
SBert^^ üon ? unb'y/ burd^ welche bie teiben ®iei(t>ungen : 

(76) '"'• ' i.ey-ikx; . (77) A»=sx; 

ielift Werben.* 'J ,'^ , : ' ' 

r,;_^iefi SBevt^c f[nb,.bie Dcrfd)iebenen/ 1) im mptx\6^en, 2) im 
®i)frettie* tjon ber äßaftö A bered^neten Jogaritbrnciri t)on ;x , weUte 
burdS^ eine ber »eseid^nungert: 

.;» .'• = . i{(x)], L[(x)] . . " - 

au&gebrucft ilierlen. 

25a ferner nadb ber gormel (65) : i 
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y=2l(A) ober z=-^i— ,^ .. ,^ 

©enugc UijUn' muffen!/ fo bal mait «I^Ät t ' ' ^ ^ ^ " ' 

,ttm. alfo |5ie 8oöahtl)me;Hj)oh^3^ mbim ^Vpme tw|n i^eif'JBa-- 
|i& A . jtt tr|jalfen ^i . Draud)t manl hlii Ke riqji^tfcbeii ^oga^t^ipQn 
bcrfeuferi fi5erdnberltd)cri bMrdb. V(A)' jü; ßltoitjireBi/^. Ufiji, pian. .ka^vpt 
mitt)in nur bie (Steic^ung C^öJ aufjulöfeh.' ' ' 

©efet man nun:. :.,.': (C 

x = p+ql/^ri unb j=z?+Qy—i, . iiJ 

wo P, Q unb p/ q rreUe ®r6ge^ bejett^nen/ fo folgt au$ bec 
®tei(^>un9 (76): - " ' •■• ( » (>t ' 

eP+«r=^= eP (cos Q + V^rtSi Oy-^+ <^i^»^/'" 

^ierau6 folgt ferner mif Stödfflc^rauf Vi^ Formel (28), fy'wenn 
p>,0 iß ;tt»!t>.t,kfl«b.i(^l*« apWeväÄl^^i^*^ 

CO» Q 4-]/^-iri|in Q =iDoa.r4--V^^ ^ t^) CP8 Q = cq%lP/ 
eP (cos Q +'K^«>« W :^*-^T (iösV^f V^^'äÄ *j; ^ • ^ 



' 'v 



cos Q+V^— 1 sin Q = — (cos*^ 4*V^~1**** '^) ' cos Q = — cost, 

sjRan 'M folöIi4> fö* 'eiHeti 'pofltben 'f&ztt^ »oitp t'' ' ' ' - 
C79) l[(x)]=l{V)+'T-l/ri±2k*l/rr, 

«nb.ffe'ethen'ne8ati\)eK te<rti|>'tooti 'Vi''"'' ''''■:' '''' '■•"' ^■•' '■ 
(80) ••l[(x)]^I(l)+VK^i(2k^«)'»K^. ^' 

@e6t man x=l, ober x=i^l'VftJ 'folgt «Ä^ 'Mi§l>»Weft»''l(79) 
tinb (80): i . c . . i> ,,.! k' , 

(ßir i ; : V i[Cl)]«=±2k«.K^v"- -- j;'-- - 

482) l[(-l)]=±(2k+l)«l/ri. 



i 
) 



— rii8 — 
2M «tn«{cc faxten 'Oltfattii^tt fUgi t) fiuc pi>tt. 

(83) I[(x)]=l(r)+T,K=l + «[(l)]; 
S) f&rp<0: , i 

(84) l[(x)]=F^l(r)+^]/^+IK-lv)J, , .c : 

3ti bem SaSt/ wo txt <^i'i0t,p )>o{ttto bleibt/ t{l ber eins 
fact^jie aUer Sogaritbmeri tn>9^ x benefttge/ toelcf^en' man \xf^iit, 
loenn man in ber ®Ietcbung (79) k=0/ unb in ber @(ei(bung 
(8*>/ U(t)J— Ö febt. Sbidf^rt gogaffttimu^' betf jtdj f&if 0=^:0 auf 
beit t^etieit SdaarttbtttuS t^on |^ r^bneirt r n)oaett n>ltf hiixc^ bu (Bt-^ 
idd^ultfl l(iiranbeutht/fo bag/füt ii>Of . 

(86) l(x)=l(r)+TK-l 
xft, ' ' 

^ternad^ flnbet'mah ofenbar für poftttoe ^rtl^e ber ®riße p: 

(Ööi '' ' "' 'lS] = t(x) + i [(!)], "' ^ .. 

(87) I[(x)]=I(-x)+I. [(-!)]. 

%tttiex, fMun f }:l^ttt> id / ünb* ffir 'WH bof^yett^h ^o^ent^e^ 
fen im jweiten S^etle ber ®(ei^una (78) einfache g^fefet merben; 
fo erl&dlt tnah eittcti Iffiett^ iJön L[(xjj, xotli^tt burd^ L(x) be^ 
}ei(^net werben foU / fo ba^i mat? |E)at : - 

(88) L(K)iä:Ü^t=L<^-f iXi'!/":!!. 

SBtr tooHen no4^ bemerfeiv ba0 brie fiSejeicbmtirsen L(x>, l(x) 
nlema» Ä^^f««*t »eifben/ wenn p nfgo^tii? \%^ , . 

9la((^bem wir bie . t^^rfcf^iebpnen lagaritbrnen beö imaginiren 
Xttftbru(f eS : 

bere(^n<f M^itr VooQtn wtr bie imagindt^n SSogen fuc^^en/ beten 
®tnttft =x tß. Seiei(|^net«ian irgfnb einen biefer iBogen burdt^: 

(89) , - aro.Äi^f(x)3 = P+Ql/^Z3^ 

fo ^t man ytxx SSefUmmung t)on P-}-Q^/Cl bie ©Icld^uiig: 

(90) «>(P+QK=i)=x=p+qK=5, 
ober «pa9 bafblbe i|i^ ^ie (SileicfHinQ i 



t > 
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ipeh^e in bte (ciben avbtm jevfüQt: 

(91) *.!dt£l!8mP=p, l!:z£L*co8P=q, 

tvofäv man fe^en fonn: 

SÜnttittt mm Q itotfc^en ben ®Iet4)Utisen <n)/ fo folgt 

81D* P COS* P 

(94) CO««P — (1— p»— q»)co8»P — q»=0, 

mt> xotil cos 2 p notl^voenbig eine p^^üu ®rifie iß: 

(95.)<..'P=».Z:il=V+^j^l^Pl=J^ 



q' 



i-p'-q 



+Kj('--^;-i-)'+,-j- 

(96) dn»P=l-C08'P=l±P^-K j(i±ÖV )W 
ober: 
(97) «in» P= X 



i+p'+q' 



+yV'[^)'-'-\' 



unb ^a Mi) btx erfien ber Zuteilungen (91) A»n P unb p ©t^pea 
t)on bemfelben ^tiä)m fein muffen ; fo finbet man , wenn man aM 
ieiben i£^eti(tt bev ©Ictdinsttd (W) bte suuobratmsriel sie|)t : 

(98) 8inP = 



|l±pH:iL+K[(l±t±£)V]|t 



@e(it man nun bet SSequemltdE^fett wigtn: 

(99) ^=arc.8in 



}l±!^+K{(ÜÖ:^)-P-]r 

fo fb%t iiuä ber ©letc^^ung (06) : 



L 
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(100) 



^=l^{^-^)^^^-' 



wo k ttgenb eine ganje $a^ bejetd^net; unb auS ber erften tier 
mi^miin (02) folgt: 

(101) «=.i(^+-i-)=if^d=-^y 

VsinP cwP/ VsznfP cosW 

S)a uberbieS t)ie ©tetdl^und (98) t)mftdrt loerben mug/ n>enn 
man barin 

fe^t/ fo folgt barau6: 

sin«^ cos»^ VsiniP cos^/Vsini? cosiP/ 

unb folgltd): ' < • 

(103) if-P- - -i-)=- l( JL+ -l-V 

^ieraua . folgt , bafi bet SQSertl^ loon Q unter ber gorm : 

(104) Q = ±l/'_P_ + _3_V 

t 

au^ebt&cft weiten fann. 

.69 muß l^ierbci wol&l bemerft werben: 1) baß man in ber 
®Uiä)uni (104) bad bo))))elte Seidigen =b immer aufbadjlentgerebuctren 

muß, womit ba« »inom /iP—^j in ber ®lei(|)ung (100)be|^af5 

tet ifi ; 2) ba|[ ber fixt Q gefunbene SBertlS) ebenfowol^l aM ber 
^weiten ber ©lei^un^en (92) abgeleitet werben fönnte, al6 au9 
oer erjien. ©ubflituirt man biefeti SBertl^ t)on Q nebjl bem allges 
meinen SBertl^e t)on P in bie ®kiä)nnQ (89) , uub fe^t ber ^ftrje 
wegen : 

(105) ii=lC4_+_^\; 

Vfiiii <P cos ^/ 

fo i^at man enbltcl(>: 

(106) arc.8in[(x)]=:-d=(iP+^l/^ — -)±2kw. 

Unte( ben »ecfc^iebenen S^etti^en von arc sin [(x)] , tocU^ bie 



tx^alt, wenn man k:^0 unb für ba§ .Mpt»rtte ^id^en^^ jH^xU 
nom8i?>+ ^T/iTi— !^ iai äeldeeh -f fefet. IBk'nioÜen öen. 

feQ>en inxö^ txnfad)t ^aretftl^efen anbeutett/ unb^fplgli^.fct^reiben: 

(107) ! V «rc!8in;(xj=iP4-^p^Zl, 

ober anö) ,xotxin man bte ^atsn^efen ganj tpegtdßt: • :. ' 

(108) arö.flinx = iP+ ^1/1:1. 

©nodgt man;anberer ^ei»/ bof db2kw+-tr8enb einen ber 

fiSogen be}eidS)netr beren ®tnud =1 t^z fo erl^eSet leidet; bafi man 
btx ®Ux6)nnQ (106) bte Sotm geben (ann: 






(109) arc. sin [(x)] = ± I arc. sin x — - ) + ^^^* ™ [(!)]• 

S)ie ®rifle i^Iäft ft^ Ui^t afö Sunctipn tH)n p unb q au$^ 
brfiden. £)enn fel^t man in ben Sformeln (96) unb (115) iP für P, 
fo folgt barau5 , wenn man bemlrf t , bafi cos ir toefentUc^ poftttt) 

' sini?>= : 1 _ \ 

p'+q*+i .i/r/p^+q^+iV. 




)•-'■] 11' 
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(110) ^ ' - ^ ^ _ * 

SWitfein ftibt Wt ®iet(*un8 (10&): 



ober: 



gür ba« bo^^jelt« äetdj^en muff + ober — gefegt werben / je^ 



nad^bem n^y^^ ober n^^y^^ b. .^. icn<kdi;bem tte.^r4fe 
^ |)o{itti) ober neoatit) ijl. 

3n bem befonbern S^^Qe^ n)o q=0 ijl/ aeben bte Sormeln 
(99) unb- ai2) : 



iP= 



arc. am 



»+P* j^ |//i_p>\»)4^ 



^ 1 



68 erfltbt pd^ olfo für p*<4: . >;' ,, ,;•,,... 

(U4) iPssarcsinp, ^=±1(1)= 0, 

unb für p' > l« / .^ 

( S^ =it: äro. fitn -1-^ Ä af€. sin (db 1)/ 

(115) , VW. . . , ^ 

3n ber erjicn ^ppot^efe rebuctrt pdf^ ble gormel (108) auf. ^e 
ibentifc^e ©letÄung: 

arp, sin p = iM*c, »inpy 

wie ju erwarten war; u^b bie gormel (106) t>erwanbelt ft* m: 

(116) arc. ain [(p)] — ^ ± (arc. sin p— ^ydb2kgr. 

3m jweiten gaUe IS)dt bie ®r6ge ^ nidS)t melS)r einen cinjigcn 

SBertb/ fonbern jwet gteicbe S38ertl^e Don.jtntgegengefefetem 3ei(|;en, 
unb ber jweite SEJ^etl ber ©leic^ung (108) ifl folglich ntd|)t mebr t)ons 
ftdnbig befiimmt SJtan barf'alfo bie SSejeidJ^nung aric. «inp olibann 
nx^ anwenben. TCber avA ben ©letcbungen (lOA) unb (115) folgt 

l)f&rp>0: 

•(117) ara sin [(p)] = ~ rk 2 k tt dz V^ • 1 (P + V^^l)/ 
2) für p<0: 

(118) MC. sin [(p)]= J±(8k+l);F±K=l.l(-p+KF^l)- 

. 3n bem befonbern gaUei wo p=;:0 if(^ geben bie Sormeln 
(99) unb (112) : . ; 

(119) i?=arc.rii.(0)=.0,^=l(q+KiVM . 



(121) arc. sin(,l>ir|)=K^I(q4.K?MlO. 

SEBir tPoUen nun bie toiaatndren fäo^tn bttx(i(i)Un, beten So- 
(?nu§ x = p + q}/"— 1 iji. löejei^net man irgenb weldS^en btefer 
Sogen iuxd)i - " * ' ' ' 

(122) z = arc, cos [(x)], 

fo M man }ur ^ejlimmung Don z bie ©leidbung : 

(113)' '- ^••■^.^ ■ CotzrrrX. • ' ' " '• -' 

UeberWe« glM bir etjle ber OWcfninficrt (»>': 

(124) . oo»ti=±im{^^Aj 

SKitIbln'fanrt bk ©leid^ting (123) aüdb fö gef^teben werbend 

(125) sm(^-z\=,x, 
unb j^terau* folßt r. 

(126) -^ — z=arc. sin-[(x)J. 

M 

Solglid^ werben btc t)etf^iebenen SBertl^e üon z=iarc. co8[(x)] bürd^ 
Me ®letcl()ung bejlimmt: 

(127) a#c. coit(x>] = !f— aw).Äiii[(x)]. -* 

Unter bfefen Sßeif^n gibt ei einen, n>eI4^et bemerTtria wer^ 
Uli t)(rbtent# tinb: welken man erl^dlt/ tocnn mm im }n>ettäen 
Xbeile bec ©tdc^ung <127) fux bie bo|>)>eltcn ^arent^efen etnfadf^e 
fe^t. Sir motten auct). biefen SBett^ bermitteifl einfac(^er ^aren- 
tiefen be^etdi^en > unb fo^iic^ i^xtxbfn :. 

(128) arc* cQfl(^)==-. — arc. sin (x) , 
^er mbem man bie |>atent^efen ganj wegla^: 

(129) arc. cös^x i= : arc. sin x. 

2 

^iernad^ fotgt offenbar auS ier ®lei(|)ung (108) : 

(130) , arc.cMX=Ü— iP— ^K-l)/ 

»0 bie S!BerflS)t üpn iP, ^wteber burtfr bie gormein (99) unb (111) 
befiimmt werben, ferner folgt au^ ber gormel (109) in SSerbin« 



« r, 



bung mit: tum {Nmeln.dsy) unb.(lW): . - ^ . 

, (131) arc. cos [(x)]=±arc. co3 xrtarc. cos (1). ^ 

V SSttxaä)Un roxi in^b^onbcre bcn %aU, wo q=0 ijl. ©efet 
man atöbonn p^<l/ fo rebucirt fict) bte ©Uic^ung (130);,)(Die ju 
erwarten »ar , auf bie ibentifd^e ©feidS^ung * . ' : 

' arc. cos p= arc. cbsp, 

unb bte fjormel (131) üerwanbelt ^d) in: 

(132) arc. cos [(p)]=±2kaü zbarc. cosp. 

SBenn man im ©egent^eit p''>l fe|t, fo befömmt bte.@cife 

^ ixotx gleiche SSttt^t wa onfdbiebeqtn SetdiKn / Mn^. man barf 

alfo bte S3e)(t(bnung arc. cos p ntct)t me^t jebrau(i(>en. SuS ben 
gormein (117), (118) unb. (1») folgt tnbeffen, 1) flit p>0: 

(133) arc. c«s [(p)] =± 2 k w=F V^ 1 (p + KF^^ 5 
2) für p<0: 

(134) arc. cos [(p)]==F(2k±l)wq=l/"-l.I(— p-fl/p^. 

3n bem %aUt, wo p = gefegt wirb/ fofgtau^ ben Formeln 
(120), (121) unb (127): 

(135) arc. cos [(qK=i)]==F2kjr±(|— K^lK^+Kp^^')' 

(136) arc. oos(q ]/'irD = ^ — ]/^l(b+l/"^T+i). 

2 

Sn bem SSor^^ergebenben ^aben wir beitterft / bag bie fförmeln 
(72), (7%), (74), (75). i., welche bie befanntert eig^nfc^^aften Ux 
Functionen A^, cosx, sinx... audbrudfen, auf-^beltebige imagb 
natc 9Qert^e ber SSkrdnberlid^en x, y audgebebnt werben (onnen. 
SBetrad^tet man l^ingegen |$9rmeln/ in welchen bie umgelebrten . 
gunctionen : 

I(x), h(x), arc. sinx, are. cos x 

• I 

loorf ommen ; fo wirb man febr oft ftnben / t>a^ bte^ ^ovmtln , auf 
imagindre S$erdnber(icbe erftretft, nur mit wefentlt4)en Stnf^rdn^ 
f ungen ftatt ftnben. @e^t man }. 83. ; 

(137) x^p + ql/*!!!, j==Pj +q^l/^/ . 

z = Pa+qal^— 1' «JtC..., 

unb bejeic^net mit a irgenb eine reeQe ©röfie ; fo gilt bie befannte 
gormcl : 
' (138) L(x) + L(y) + L(z) + :.:=L(iy2...) ' 

nur in bem %aUt, wo p, p, , Pa . . . pofitit) ftnb/ unb bie 



Sunrtrit t 
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(139). ; , ftrc,,4^gi+arc. lang li.+ aro/^ngll -f-. . . 



P Pi ' ' :.i P 



a 



jwifi^en im ®renjcn — -, + -iKfit; unb ]bte ©leidSiung: 

(140) , . L(x«;=aL(x), . . ' ' ' 
in bem %aUti n>enn bad^robuct: 

(141) a . arc. taug 3. 

P 

jtüifcöcn benfelben ©ti^njm Itegt. &t%t man fctnet in bcr ©letdSnxng 
(138) für bie einfad^cn ^arent^efen bop))eltc, fo muf^bie baburc^ 
crf)altenc Sornicl: * ' \ * . 

(142) 'L[(xyz:..)]=L[(x)] + L[(y)]+L[(z)]4.etc.. 

al§ ridjttg angcfel^en werben, 'weil man iebcm SSScrtl^e be§ jwdten 
S^eilcS einen gleidben SBBert^ bc§ erjien cntfprcd>en laffen fann. 
SBaS bei^ allgemeinen SBertt) t>on l>[(xa)] anlangt, fo ergibt er 
ftd) unmittelbar an^ ;ben. beiben QMeic^ungen : 

(l4S>j. ■-.., .. , , .1(A> . , ■ 

^ l[(x«)],= l[(e»'»J)] = al(x)d£2k^l^i:i, '• 

wenn k trgenb eine ganie äol^t bcjeic^net, unb ba§ ?)robuct (141) 
immer 'ji»ifcbe;n bein ®renienr.r-~, -rf-!^ Ifegt : 

3um ©dblwffe beffen, »uS wir über- bie SBett^e *^e.r einfa4)f« 
Functionen bet S$e;anberiici(^en x, wenn biejfe SSeranberit^ imagi? 
ndr wirb, itt.^g^n J^atten, ijinod^.j^ unterfud^en übrig/ waS bie 

ÄuSbrüqe:. ... 

»erben/ wetirt bte (Sonftanten aJA d\xii)bxii\, t^ejt JU fein. @rs 
jlrecft matt nun bie gorrnel (52).auf benSäQ/ wo bet reelle SEbeil 
tjon X pofttft) ift/ unb t)er tSuf^pnent a imaginär witb; fo. ijl biefe 
Somiel offenbar jur SÖeftimmung bc^'-SinneS ber »ejeicbnüng x* 
in bem gegenwärtigen f^alle binreicbenb. S)iefe Erweiterung ber 
gormel; (52X wollen wir in.äuffinfi al§ juldfflg anneljmen ; ^ aber 
bie ®ejeicbnung x« nicbt gebrauten/ fo oft ber «eile SSbet.l ber 
SJerdnbcrlicben x negatio ijl; • Sie feejeld^nurig fC^)]* Idnn riic^t 
mebr gebraucht werben, wenn ber Srppnent a imaginär wirb,:wos 
fern man fte nicbt atö eine unenbitd^e ^riiabl imaginärer '^tt6bräd!e 
barjleUcnb anftebt. . ,. . ,„ ^ , . . ,,,, 

SÖtrwbUen nun annk^rtitn; bie Sonftante A erfd^eine'unter 
ber %oxmi •.,.::: ,. :, J^J . 

(144) - A = a+/3|/"=5/ 
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n)0 a, |3 trgehb xozlä)t ®rdgen bejetd^nen. SBSenn bie ®ip^e a 
poftttt) ifi/ fo gen&gt e6 in bUfem ^aUt, um ben ®tnn ber SSe- 
jeicl^nung A^ ju b^timmeff/ bte ffornift (^> )M^ cfK xidf^Q an- 
gunebmen. @elgt man nun b^r iftArje toeg^: 

(145) • f^Vut^fit:, y==«rc:Uagfi , 

a 

fo fJnbet man : 

unb foIgU(b: 

3DaffcIbc SRcfuttat würbe man erhalten / wenn n^än m btt gor? 

mel (52) A= p{co8v-^}/^—.i&inv) für x=r(co8T+l/^— XsinT) 

unb X f&t a fcftte. 

SaSenn man im erjlen 3;^eile bergormel (Cfö) l[(A)] für I(A) 
fe^te^ fo würbe bcr barauS refuWrenbe Äu§bru(f: 

ein; unenblt4)e SRenge t»on SBert^en barbtefen / welc^^ flcb ^r \u 
bed 3et4)cn be§ reellen S£t)citeS ber 6onflante A berechnen ließen. 
äSenbet man alfo im Qalcwl bie jBe)ei(|)nun^ [(A)]^ an, fo muß 
man fte atö ieben biefer SS3ertb</ b. b- al6 etne unenblicbe Stenge 
imaginärer ICuSbrucfe barfiellenb Jbetra^^teti. 
3Qa§ bie SSejetcbnungen : 

L(X), L[(K)] 

betrifft^ wo L einen JSogaritbmuS tn^ bem C^^ieme, beffen Safii 
A imaginär ift , ünbeutet ; fo bejeicbnen {te notbwenbig SJSertbe t)on 
2/ todd^ ber ®Ieid!^ung (97) ®eniige leijten, unb folglitb burfrn 
fle nur tn bem 9alle gebraucht werben / wo man lopn ber Sejeid)« 
nutig A^ ®ebrattcb ma^hfanit; b. b-^ toennber reelle Sbetlvon 
A ))o{ttit> ift. Uebrigen$ ijl ed leicbt, ftcb iu loerftcbem^ baß in 
biefem ^alle bie SBertbe ber ©ejeicbnungen L [(x)] , L (x) iicb wie 
giwöbnlicb ß\ii ben Formeln (78) unb (88) ableitet? laffen. 

(Sl erbeQet leicbt / wie l)te befannten ^oxmln, weldpe bie du 
genjiBbaften ber Functionen, x«. A*/ JL^xJ ÄuSbrurfeUf' mobificlrt 
werben muffen^ winn bie Gowanien a# A imagindr warben. @e^t 
man j; S5- ; 

• « 
fo ijl bie gormel (l?8) ^nb .bie. fblgenbe : • • 

(147) x^'^.y^ .z^:..=^,(xjz,..)^ 

nur in bero gaDe gültig^, wp p^ p,/ p.j/.--- VofH\\> fint)# unb 
bie ©umme (139) jwifc^en ben (Srenjen — - / + - l^^gt Sa^ 



i 



va 



I , -x 



gegen gilt bfe %otmtl: 
(148) A« . Ay }Ä'l.l=iA^yirz+..., 

wenn ber reeQe Zf)zxi t)on A |)of!ttt) ijl, o^ne aUe (Stnf4)rittfutlg 
für aUe möglichen reellen ober imaginären SBn^he ber SSi^rdnbers 
liefen X , y, z . , . . gerner fann man ^6)^ leic^it- fiberjlfttBen / * bag 

1), ««nn man . . , ' ' » . 

fe^t« tD^m Qks §f T reelle ©rigfti/ unb t einen {wifd^en "ben 
©renjen r- - ^ -+- - Öcigenben SBSinfel hti^i^mn, bfe gormel (140) 

nur in bent fJfalHe ftätt ftnbet/ wo ba8 SJtTfom: ' 

(159) . ■ .. aT-4fmr) ' /: • 7 ' ! ' 

in)tf4)en benfelben ©renjen lie^t; 2) ^of bie %tfxxat\ (148) für be« 
liebtge SBertbe ber SSerdnberticben x, j, z..., unb bt^ gormein 
(143) für aß« SBBertf)f toon x gelten , xot\i)t ettten reellen pofitioen 

»cjianbtWl bafccn. / * . , . 

9tacbbem bie äßertbe ber einfachen gumtionen einer SSerdn« 
berltcbenx beflimpt ftnb/ xoznn biefe S^erdnberlicbe imagindr wirb/ 
tonn man ble IBStrt^e iufojnmengefegter gunction^n ison einet pber 
me^rern imaginären ober r^eUen SSerdnberlidS^en leidet ftnben. Um 
ter biefer ©attung vcn gunctionen gibt e$ einige/ nxlcbe in ber 
2lnal9jt6 oft t)orfommen. 3. ä8. bie \)ier günctionen: 

(150) tangX/ Got x^ secX/ cosecx/ 

»elcl^e burÄ bie ®lei4)W8*tt) . 

/,-,x ^ • smx ^ C08X 1 

(151j langx= , C9tx=-; — ^ 8ecx=.-^ — •, 

' eosx sin X cosx 

1 



cosec X = 



8HIX 



beflimmt werben; ferner bie «Rrei^bo^en/ bcren %m%%nU, Sotam 
gente/ @f(ante ober gofecante =x tft. Um ju geigen/ wie mw 
Me Sertbe biefer fBoigen beftimmen tma^ moUen wir burtb: 

(152) 2=i=ärc. tang [(x)] 

irgenb einen berlBogen anbeuten/ bmH Sang^tc =^> tj}, $^ 
\iCii alfo : 

„^^^ , 81» z ^^Y^i^e-'^ir^\ 

(153) x = tangz=: = 



1 e»«t^i — 1 
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^erauS folgt: ' 

(154) e..l^=l±iLl^, 

uhb folglid^: 

ober: . 
055) arc. taBg[(x)]^ ^Ki+xK^)] -IKl ^xK:^x)] 

Uebrtgene tDoQen^ «ptr bemerfen , ba@>ie ©leuf^ung (IjK) in 
bem %oXit, tüo bie SSeranberltcbe x reell bleibte aücb bann jiatt 
ftnbet/ tvenn man bte boppelten ^arent^efen toegldpt 2)enn atö- 
bann folgt auä ber ©letc^uxtg (85) : 

1(1 — xK=:i)=4l(l+x«)-K^iarc.tiiit^«^ 

unb folßlldb: . ' ' 

(156) Ärc..a«gx=i»+''>^~l>-^»-*>^=J> 



^■■«««•aiki 



SRun iji eS aber jur SBejlimhturtg be6 ©tnneö ber ©ejetc^^nung: 

(157) arc. tangx 

in bem gaUe/ wo bie 5BcranberliclS)e x imaginär wirb, offenbar 
binreicbenb/ bie gormcl (156) auf bief^rt goü ju erweitern, »eb 
d)e§ iefet gefAeben foH. "^an erl&dlt folglicb/ wenn man x=p 

(158) arc.taogx=^(^--^ + P^=^^)7^(^+-'-P^^^ 
unb ^ierau§ folgt fü^r q^ < 1 : 



• (159) arc. lang x=t « 

' l'farc.ia«g .-P- +«rc.ta»g-l_UOl lÖXil^ 

©e|te man l)tngegen q ' > 1 , fo müßte man auf bte Xroom-. 
bung eine« ter Sejetil^nungen ; 

l(l-q+pK=i), l(l-l-q-pK^)/ 

unb folglicb fuf ^e ber fi^ejetil^nung arc. tang x toerjicbten. 

SBenn bie SBebingung q'^^l erfüllt ijl, fo iji jebe ber £)iffe^ 
renjen: i • 

U(l + xK=l)]-f(l+x}/'^), l[(l~xl/=I)}-l(l-xl/=^) 
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toon tier %oxm: , 

too k eine ganje 3a()I bejetd^net/ unb fo(glt4> tfi bte jDifferens: 

arc. tang [(x)] — «rc. tangx = 

i [(i+xl/=i)] -i(i+xy-—i) + i[(i-x]/-rri)]-i(i-xv/-ri) 

von ber Sotm: 

(160) , arc. taug [(x)] = arc. tang x dr k ^r , 

ober toai auf baffetbe l^tnauMäufi: 

(161) arc. tang [( x)] == arc. tang x + arc. tang [(0)]. 
@eftt man jugleicl) p = 0, q' <1/ fo folgt auS ber gormel(158): 

cm) ... ,..,(,K^= '"-^)-l'+^> = i(iti)V3. 

2V-1 \i— q/ 2 

9Za4ihem burd^ bte Sormel (155) ber Wzxtt) trgenb etned bet 
aSogen/ beren Äanflente =x tjt, bejtimmt »orben ifl, Idft ftd^ 
barau$ leicbt ber SBert^ für irgenb einen ber fBogen, beren 6os 
tangente x ift, ableiten. £)enn bejeicbnet man burd^: 

(163) z = arc. cot. [(x)] 

einen biefer SBogcn, fo tjt: 

CÜS z 1 

X = rot. z = = , 



ca)] 



sin z^ tang z 

unb folglid^^: 

tangz=~, z = arc. lang , , - I ,; , 

ober . 

(164) arc. cot [(x)] = arc. tang T ( - ) ]• 

SQ3enn in bem SBer^^dltniffe - ber Socfficient t)on V^^ einen 

* X 

tieinern Sablentoertb M bte @inl^ett l^at, fo txf^alt man , wenn im 
jwetten Z\)tile ber ©leicbung (164) bte boppelten ^arent^efen wegs 
gelaffen werben/ einen particuldren SBert^ t)on arc. cot. [(x)], xotU 
d)tt mit arc. cotx bejeici^net werben foQ/ fo ba^: 

1 

(165) arc. cotx = ärc tang -. 

jOnvd^ dli)nltd^e 93etra(i|)tungen / wie bie üor^ergel^enben ^ fonnte 
man and^ bte SSejltmmung berJBogea/ beren @ecante ober Gofe» 

9 
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conte =x ifl, leicht auf bie Ißefitmmung betSSogen^ beten @tmiS 
ober ßoftnud man tcnnt, {urücf füllten / unb fo folgenbe Sornteln 
ableiten : 

(166) arc. sec [(x)]=arc.-co8 VI - i [, 

(167) arc. cosec [(x)] = avc, sin [ I ~ 1 j, 



( 168) arc. sec x = arc. cos 



a) 



(169) arc. cosec x = arc. sin f - 1. ♦) 



"i^y 



*) ^af tmagindre 2Cuäbtä(^e etne reelle unb on^ä^nli^z SBcbeutung f^ohw, 
olfo ntd^t/ toxt ttt SSerfaffer fagt/ o^ne ade SBebetttung Itnb unb in ber TCna^ii 
blöd iuc 93eretnfa(^ung ber 9tedjnungen unb Sßteberaufftnbuod Den 9lefuUaten 
btenen i0bnnen/ ^at ®aufl in ben abtttngifdben qiU1)xtin 2(n)etgen Don 1831/ 
©tuet 6^# unb in ber Theoria Residuorum ^iquadraticorum, Commentatio 
Secunda art. 38 9e|eigt. )Die »oUftdnbige jDarjlellun^ btefed wichtigen &tqin» 
üanbed ^at {idj berfetbe iebo^ bid je^t nod) «orbet^alten. 

2Cnmerl. b. Ueberf. 
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Zwölfte IBo^rlefttttg. 

£>tfmnjiale unb abgeleitete Functionen , ter öecft^iebenett 
£)rbnutigen für bte ^ncfionen einer etnjtgeff imagindren 

i)erdnbernd()cn ® r&pe* . . 



■ » ■*■ ^»" ■ I » ■ 



I ' ^ « -. » - j 



©cnfen wir wnS btc ffir bie JMffercnjtate imb abgeleiteten 
Functionen ber reeUen SSetdnberticben tmb Functionen gegebenen 
£)eftnttionen aucb auf ben Sa|l etilrecft/ n)0 btefe SSerdnberli^en 
unb Functionen imaginär tDerben. XlSbonn fann man / t>on ben 
in ber t)orberQebenben SBotlefiung aufgeflellten ®ä^en auSgebenb/ 
biefe ^iffereniiaU.unbabgeiei^^n guqifionenf auf iP^senbe SBeife 
leidet beftimmen. ' 

SScieicbnet man burc|i: 

(1) 'i = a4-PK^.= p(cosy+l/*^[«n>') 

einen unen6lid^ fleinen imaginären %u§bru(f ; n>o «/ ^; p, r üier 
reelle ©roßcn fin.b , üon welchen bie brci erjlen unenblicb Kein iin^, 
unb bfepierte pöfiflü V^\ fo bat man vermögt b^r Sormelrt (68) 
mtb (61) bef cÜfttn.83bWefunö; 



I.t J.2.3 



2* 

1.2 1.2.3 • '^ -ff 



sini 






• 2 
1* 



-f. .:. . = 1 -^ ., ,ff ■ ■ (cos ay+Kri «Jn 2r>4-;.. 
1 1.2.3 1.2.3 

2Cu§ biefen ©leid^ngen folgte xotmt man bie ®r6fe p unb 
folgli* ben Xu^brucf (1; gegen bie ©renge 9lull couDergiren Idßt : 



(2) 



hm = 1 , (3) lim = 1. 

i i 



©ei^t man ferner il(A) für i, (^. finbet man: 






il(A) 



ilfA) 
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unb fblfiltdi»: 

(4) limi-IlL = l(Ä), 

1 

tnbem A eine reelle ober imaginäre Gonftaritei bcren reeUer S^eil 
poftttt) ift/ bejeic^net. Serner iji, n>enn mM 

1(1+1)=/ 
fcfet: 

(3A . : v: ^'> ^T- =^ ^ ^^^^^ ''»»»O +0* = i- 

^ierauS folgt aWbann : 



- 1 



i 



(6) Um (1 + 1) ' = e. 

. 25a enbli'J^ / xotnn ber reelle. SE^eit ber Son|lante A pofrtit^ iß. 
au? bo*. ©leidyung (H8) ber 11«'« SJoiUfuhg 

. ^ :^^ i(A) ■ V 

f6lgt, m0 L finen So.qarit(ymu$ auft bem -©^fhme toon ber 93afi$ 
A anzeigt; fo M man in bemfelben Salle: 

(7) ii.Va±i> = _i_iitalü±!l=-L.. •• 

: . -i 1(A) , i I(A) 

• 

I)ic t)erfcf).iebenen t)Drl^erael6enben gormein jlimmcn mit ben 
in ben SSorerinnerungen ^egeoenen ubereih, wenn fi^ ber burd^ 
i bejeicbnete imenblidb fletne imaginäre Ku§brud( auf eine reeQe 
©rofie rebucirt. TCber e$ war t)on S93i<l^tigfeit / jt4) ju (iberieugen, 
bag bicfe Formeln g&ltig bleiben, (elbfl wenn i imagtndr wirb. 
%tvxtx, brütft man ba§ unenb(ict) Kerne Sncrement einer imagtndr 
ren JBerdnberitf^en x burc^ Ax=i aud> fo tann bie abgeleitete 
Suncfion bon: 

y=/(x) 
b. %. bie CSrenie» welcber Itdt^ bod SBei^danifi: 

o, Ax . , 1 

ndbert, wd^renb ftci) i ber SluQ ndl^ert, toieber- burdS) : 

y ober/'(x) 
bejetAnet »erben. 

2>ie :Differenuale dx, dy ftnb nld^td anberö, aU tmagtndre 
Kuftbrücf e , beren IBerl(^ttnig bem legten SSjer^dttniffe ber unenbticb 
Meinen 3ncremente Ax^ Ay gleidf^ tfi; folgltcf) ftnb eö imaginäre 
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KuSbrMe/ weft^e, burcl^ bk ®\t\^\xmtni 

cl V 

-i-=y% ober dv=y'dx 

mit einanber t)erbunbcn finb. 

9lun ifl btefer ®lei4)ung gentiS^ bad £)iff(Yenita( dä^t^^^U^- 
men bejlimmt, wenn bie gorm ber gunctton y=/(x)^unb ba§ 
S>iffetenital dx ber unabbangtg toerdnberltdl^en !^®ro^e befltmnit ^ü., 
Xb«rbiefeS lefete £)iffereniial btetbt t^öUrg tt)faf%li*,' unb tantf 
icber beliebige imaginäre TCu^brurf (ein. '^ ' 

^ternadb erhalt man burd^ dbnlic|)e a3etra(|itungen / xoxt in bei; 
erfeB'SSorlefuirg, uttb' mit ffierftdftct^tigung bet gormel: ■ ; 

1(A) 1(A) • . : .. , . . 

1) f&r irgenb weld^e imagin&re 9Bert^e ber SBetänberlid^en x unb 
ber Sontlante a: 

d(a4-3i) = dx, d(a — x)=--ldx, d(ax):=:«dx/ 

'x 



.(i)=_=^,a...=..a 



' r 



^ dsinx = cosxdx = siD I x4- — idx, • m; r- i 

'dco8X=- fiinxdx=:cos I X-4-— Idx ; ' 

V • V ,, 

2) ffit itaooinire ©ett&e bet Gonjidnte A', ber«tt.teeittei Üleil boi 
ptit) tjl: 

(10) d.A»=AM(A)dx; 

3) für SBert^e toon x, beren reUer S^eil })ofttij> ijl: 

(11) d.x«=ax— idx, (12)dL(x) = L(c)~, (iS)'d .'1(«^^: 



^ ' , X 

unb für äßert^e t>on x , beren reeller %%i\i riegatb iji : 

(14) ' d(— x)«= — a'(— x)«-«dx, ,. . 

(16) dL(— i)=L(6)_, 

j '.»' . .. * . ^: « - « 1 -I ■* ' ■ ' ■ •' ' ' 

(16) dl(-x)=_. 

• r ' ' , X r- . t 

gerner foljj't äu6 ben gormeln (86) ober (87) Seite U^ j^^ 
aSerbüibuttg mit ben gormein (15) ober (16): 



Y i> 



' ^ tm 



(17).' ' di[(k)]=:±^; ' '■ 

unb aus ber gormel (18) ©ette ilT: ' 
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(18) dLr(x)]===JL.,£i-L(e)^. • 

2Cu^ lafTen ^ä) t>it imi erften ber ©leic^ungen (13) ®eite U, 

• C0&3 X sw' X 

^nt> bU . ßUiä^\in$ (10) ©eite 28 : 

(20) dF(y)=;?F'(y)dy, 

geben jtct) au$ btefec @uetc()un9 unmittelbar bie metjien ber ^ox-- 
mein auf @eite 22 uttb 23 mit g^^m^en üRobiftcationen eimüer 
btefer %oxmtin , unb man ftnbet g. S3. : 

r *(a+y)=dy/d(— y) = ^y, d(ay) = ^dy^ 

^^^ , sinxdx , cosxdx 

(22) dsec.x = / dco8€CX = : , 

€08^ X sm^x 

@e^t man ferner: 

- yi=xv 
fotfi: . 

' \ . l[(y)]=l[(xM] = Äl[(x)], 

35ifFereö«rt. man n«n/ unb berWfidi?tt|9tb|e^ftrmrf(]l7)i fo ^bet 
man, me gewipriltci;^ / bie Formeln: 

y X dx X ' 

(fie^e «rftt. 8?)./ irnb folflll* bU gorn«! (11). 
JDeftgletdf^en , fegt möij; 

y = aro^ tang [(x)] , ober y — arc. cot [(x)], 

fo folgt barauS : ^ 

tan^ y F? -X , ober opiy = x. 

2)ifferenxirt mant fo txl^iXi man mit {Berüdild^tigung ber 
®Ietd|^ungen (19) bie Sotmel: 

dy = cos^ydx, ober dyz=: — sin'ydx, 

worhttJ fblüt: ' . 

(23) <l arc. tang [(x)] = --.^i- ot»et d . arc. cot [(x)] = — 



Qdte matt l^titgegim: 



• * 
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fiiByj=x^ dy = — ^ — . 

cosy 

@d^t mm fecster in bei: cHim b^r Surmfln (7^)/ SSDtl^fttng U^ 
-y fftr X; fi> gibt bitfe ®(ci4unö ffir j^che« beluWgen .riP^Uf^ fitjei; 
tmagindren Sert^'ber SScranberlt^en )r: , . ; ^,. '. .^ 

cos^ y-}- siii2 y = 1. 

SS ijl al[o in bem flegeitwdrtigcn gaße: 

coa*y=l^»iii^y, cwy=[(l — x' )] ; 

unb folglt^: ^ . . . : 

(24) d . arc. sin [(x)] = .; .^w v . 

[(1— x*)]^ 

(gbenfo würbe man finben : ; . > 

(25) d . arc. cojs [(x)]ä: -— , . 

SRtt atti)ern SSSprten/ tsiwx f)at/ wenn ber reeOr Stbetl t)on i— x^ 
»ofttio ift: 

(26) d * arc. «m [{%)] == ^-^ d . arc. eot [{x9}3:t db •-^ - ■■ ■ ■ ■■ m - ^ 



Vi 

unb »en« Ux y^eUe ffil^l^U t>wi 1— x.^ negatfiio ül;: .o;,.^ ,., 
<27) d.arc.siiiKx)]==-d.arfe;tj(te [{x)\~^—^Zi^.Y^. 

@d t>erbtent bemerft yn warben/ bafi bie Formeln (2S) folgenbe: 

(28) d.arc,taiigx===^-^, d,arc.;^t,^ = ^^,^ 

als befonbere gdlle «nter fitb beotetfen. 

Serner/ fe^t man t« ber erjlen bcr gormein (28) xj/"— i ffit 
X , fo folat barau V wenn bie SSerdnberlidbe x atö reeU 
unb bie gormel (162); SSerlef. 11, berurfj!t|^«3t wirb: 



X 

9 



« • 



lOMig ft4^ leidet ^re(t finben liegle. 
SßeHn man btoj . , • . 

y -^=1 arc. sin x 

fegte/ fo fdnbe mwL miebert 

j dx 

cosy 
@e|t m«n ferner: ^, 

x=p+q1/t:t, , 

wo pf ^ ret Qe Ord^nc 6Qeh|ilen f foF loirb^ *i* ^SBIi^ Don 



arc. sia x bur^^ bie 8orme( (106) ber loorbetgel^enben BorU^ngi 
ober bürdet 

y = arc. sin x = iP-j" S^V^ 

Vtftiwmtf n>i> i^/ 1^ tttüt ® ri^en b«5etc^nen ^ wot)on bie erße ben 

©leicbitttgen ' (110) berfclben 58orlefun$ ©eitfige leijfet. tjolgli* 
l^at ber reeUe X^eil t)on : ' 

co3y = co8(^+ 9\y~l) = iCe ^+e"" ^)cos iP. 

ndmlicb : 

baffelbe äeicben al6 bie ®röße : . , , . 



cos 



ip= • "--J^ 



»Pl-H»- 



b. ^. er iji })ofitit). 

Splgli4)/ n>em man im etfiea S^beüe ber.f$o);me(.(ai) fftrbie 
bo)))>elten ^rehtbefen einfache fel^t, fo mit| mo^xi {u g(eicber3eit 

ben ÄuSbnttf. [(1-— x» )]*• auf bertient^ett fetner beiben SBertbere^ 
budrev/ vbelc^er einen reellen pofititjyn geftanbtbeit .^at, ^^t 
man/um tie SSeflriffe ju fiyiren, x=qj/"— i, fo finbet man: 

' d/arc:8in(q|/^ltj)t=r rl-^L-J; 

Ki+q^ 

» » ...» 

obttrtoa? einerlei ijl (Joirmel 121,'SBorlef. 11)': * 
lihb t^ieräW tolat/tpenn x (latt q gefegt wirb: 

r - - KT+^ 

welct^eS 1td() au^ Utd^t birect ftnben ließe. 

3n bem befonbern galle, n>b bie Ißerdnbetfi^e x reell unb 
ibt äablenwert^ größer atö l.ifif l)at (einer ber )n>ei IBHIbe t)e6 
2Cu8bruc(e6 ; 

[(l_x2)f-- ^^ 

einen reellen )>of{ttt>en fBeftanbtl^eil/ n>eil jte jtc^ auf 

(x^-l)V=I. --(x^-l)V^ • 
tebuciren. * 

iijcr 9ti^f tral9Unn. ;muft. ' ai|d^ .b^r.!yaSbn» btm 
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@ud^en*be$ 2>tferenital$ toon arc. sia x gal: nid^t me^tr DMf^tm 
men. gerncr folßt in bemfelbcn gaUe au6 ber ©Ictc^unj (27) in ■ 
Setl inbiing ' mit bct gormcl (117) bet üorl&erfl^enbcn SSorlefuitg : 

(31) d.arc. sin[(x)]==±K=idl(x+K5^^^l)=±r4^T^=i. 

9Ran fann übrigen^ bie SJicbtiöfeit ber ©UicfeungCSl) bar« 
ti)un/ tpenn man birect bie Sormel ableitet : 

(32) di(x+K5r2:=ri)=,-7S==:. 

]/xa— 1 

SBaS ba§ ©ifferensial beS TCuSbrudfeS arc. cos x betrifft, fo 
ergibt eS ftdb unmittelbar au§ ber ^leicbung (129) ber t)origen 
aSorlefung , unb eS i|t foIgUcb in allen galleri : . 

(33) d.arc.c08x=.— d.arcsinx.. 

e§ feien nun s, u, v, w, \)erf(biebene S^nttionefi: bi? 

imaginären SSerdnberlidb^n x, unb As, Au, Ay, Aw..., bie 
fimultanen Sncremente, weld^e btefe Functionen belotnmen / wenn 
man ber «Jeranberlidl^n x ein unenbü(fe Keinem reelle«; ober tmas 
gtnäreö Sncrement Ax=i beilegt. 3|l bie Function s bie Summe 
oUcr übrigen , fo bag .man bat : . 

(34) s = u + v+M'-}-.;,/ 

fo finbet man : 

A8 = Au + Ar+Aw-*[-.... 
uribi 

As Au , Av , Aw :' 

Ax A.x Ax Ax ■ 

^terauS folgt/ wenn man Ax gegen bie ©renje 9{uU cbnüergtren 
laßt: 

(35) ii=^+£z+Jz+..v 

dx dx dx dx . . 

unb folglidfi : 

(36) d8 = du+dv + <iw + 

' : • . ■ . ■ . .-. . ;■ • '■^•. . 

3Dte @lei(|)ung (S&) fann auc^ unter ber ^orm anSgebr&cft werben : 

&7) :.:: >5=?u' + y'r}rV+.„. / : . 

5(u§ ben ®leic|^UTia^ (35) »irtb ($6), Wtgli*en mit;(3*)> 
folgt/ baß ba§ S^ifTereniial ober bte abgeleitete Function ber @umme 
mehrerer gunctionen oöcfe in b^m gaße bie Summe ibrer JDiffe« 
r^niiale ober abgeleiteten , Functionen '^, wenn bie SSerdn^erlrdbe 
X imagindr wirb. SSoh biefem ®a^e duSge^enb/ {ann man offem 
bar bie meiifhn' ber.m b^r 5weiten SSortefung abgeleiteten > Sbrnttln 
auf ben gegenwärtigen Sali erfirecfen. ©o finbet man }. ^. / wenn 
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Hxdi m tiM$mht Sali« ntfy tnxi^ a, b/ «/^..q, x ima^iQi&r^ 

= (max°»--^ + (™ — l)bx«-a + ... + q)dx. 

Sa ferner im 2(Qgeme{nen; 
l[(u.T.w...)] = l[(«)]+UW]+l[(w)] + /.. 
ift, fo folgt, wenn man ^tfftrenjtrt: 

•f ' . •, — — . «— --^ -f- — -^ — -{-;.,, I 

UVW... U V W 

unb alfo: 

(40) d(uyw...)=«vw...{ — -| f- — +•••[• 

I u V w ) 

(41) d(uv) = udy+vdii/ 

d ( a , V , M' ) = V w d H + II w d y -f* ■* ^ ^ ^ / 
uoht 

dl - l = d| u. - |=z- du4-ud.-^ = — — u. — , 
\yj \ v/ V V V v^ 

ober etnfacl[)er:' 

Sa ferner f n^emt Ht reeQe jße)tanbt^et( i^on a t>o{tti\) ange^ 
nommen wirb, unb k irgenb xotld}t ganje $a\)l beseic^net; 

' l[(av)] = vl(o)±2fc7rKri 

t|l} fo folgt; 

d(uv) du , ., , - 

u^ u 

alfo: 
•(43) d(uv) = uv j-du+l(u)dTL 

@efet man in ber gormcl (48) - ffe v, unb nimmt beti utU 

y 

üti S^eil t>on u n>{ebet ptfiti^y fo ergibt "fiä): 

ftMUi gebest bie Sormeht (43) unb {**), x^twx mtm «c=3t=ss 

• t . rr • . 
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fe^t, unb ben reeUen Zi)til von x pofUiv dnninnnt: 

1 1— l(x) 1 
(45) d.xx=x>[l+I(x)]dx, d.x»= 5^x«dx. 

SBtr YooQen tiefe SRed^nungen ntd^t weiter forffegen / unb ium 
@d^IujTe ber in>6(ften SSorlefung einige SB3orte Aber bie SDifferen« 
itale unb abgeleiteten ^nnctionen ber ji^oiten- dbtx bA^tn SDrbnung 
Don ben guricttönen einer imaginären BerdnfeerRd&en fagen. 

©a bie ©ifferenjjale unb abgeUitetep Sunrtionei^ /'(y)djf^ 
/"(x) tiner gunctiony=/(x)ber imaginären SSerinberfixI^ett '3t 
witlfer guHclipAfn tiejer S^iC&iberlicben finbj fo iQwi^rt rin^-^^i 
man auö /{%) eine SRenge neuer Functionen ableiten fann t »Os 
ijon tebd>«6 ©ijferenjial ober bie beridtte ^mtüort ^^tt wHftu 
gebenbm ifl. Ti^U i^eiten ^ction^ werben bie «Differenj^iok^jobey 
abgeleiteten "gurictiorien ber üerfcbiebencn ßrbnungen t)on j ober 
/(') fieAomit; S>ie bercDirtett Sunctionen ber toecftbiebeAeniDrbs 
nungen werben burd^: 

bejetcf^net/ ober burdE^: 

unb bte 2>tfferenj{aU bei? )oerf<l^t«benen Dtbnung<n t)on be« 9fim 
ction y burcb: 

dy, d^y^ a3y^ dDy. 

^ernacb c^itt HUin but db fBetrad^timgeirt ^ wie Ui btr britteit IBtKi 

lefung/ unmittelbar bie $$prmeln: 

dyÄy'dx;. d2y=t*'dxS d^jr==y'"dx^ ...d»y = y(n)dx» ^ 

mlö!)i'aix6) für ben j^alt gelten, wbbie un^bl^angig k)eranberU<lt)^ 
®röge x unb ba$ S^iffereniial dx imagtndr werben. Serner fann ' 
man bie in ber britten SSorltfung a6geltit<ften'Sormeln ltxä)t dnf 
Un 6^ßmMifn 3aS nUrecTen; j* S3« folgenb^: ^ 

d'»e*=e*dx», d"8ln,J;=;;:fl1i(x4♦4^^5F)dx■ , 

d».x»=a(a — l).;.(a— ii-pDx'^nd^»/ 

dnl(x) = (-I)''-i ^'^'^'"^"^^^ dxVetC>,.. . 

x" 

unb ferner ftnbet man: 

für y = f(x + a), y<'»)3q:/f'»>(x+a^, d»y==/C»)(x+a)dx". 

fury=y(ax)/ y(°)c=sa"/C«)(ax), dfty = a"/C»)(ax)dx». 
etc.. 






». < 



• t 



* I » • .... • 



AU 



I ► 



^f^ttjoneri, h)e(d)e 3toifci)en ben Functionen einci: imagmiun 
ÄJranbttti^cn X unb il[)ven t)«rf(^kb€nttt Dijferenjtölen ebcr 
a%4eitet^ Functionen .{latt ftnben. @nttpi<fe(ung . bt^fer 
Functionen naä) beh iJeigenben 5)oten3eh t)on; x/ ober m^ 
' heu Dimeren j x— ra, in weiset a einen befonbem SBert^ 

ber SSerdnberlic^en x bejeid)net. 



& fei: 

eine tma9in&re<.fBet&nbe):Itcl^e/ .unb f(tx).clne Sunctioit . borfelben. 
gerrier fei : 

(2) r=.]/■pj^.q2 

bei: ^bUluS^er •SSer&nb^dijtJl^en x , fo fann ber SBtrtb t^on x butii^: 

(3) x==r(cost+]/'irisint) 

auSgebrudt werben, tnbem t einen reeQen S3ogen bejeicbnet; unb 
wenn man r in ber ffunction: ' 

':M :■/:, f(x) = f [r (cos 1 4-^^3101)]/ ;, 

aUein aU t[>erdnberli(b' betrautet > fo - Idft ^^ Mefe S^tiction auf 
bie Sorm : 

(5) ^ ^(r) + V~ix(r), -^ • 

bringen/ wo <^(r)/ x(0 i^^i reelle .Functionen ^m r fie^icbiten. 
hierauf ftnbet m,aif , wenn man bie ©(eicbung : 

(6) f[r(cost + K=isint)J=95(r) + K-ix(r) 

nadb ben ^Vfnjipien" ber' üorbergebcnben SSorlefung tnebrere ITOale 
nacb einanbcr in S5cjielS)un9 auf r t^iffercnjirt ; 

<co8t+l/"Z58kOtWcost+]/"irijsiat)] - 

(7) { (colt+|/=i8iiit)2r[r(cost+l/"l5sint)] 
ete . . . 



« » 
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unb «8i.-aB|t«ndfm;: : ■. . ■'.■■,' .nJi;:- :•!•"■!.•'•: ;;.'f: 

(8) . (cos+l/3j^uit)"f{")[r(«»t-|-|/'~i8iDt)] 

, . ^ -==^W(r)4|/^;£C.)(r)V 

WO n trgenb eine gänje 3ai&I t{i. iRet).men wir nun ao/.baf bie 
Sfunctionen: fn/-i) ' ' ' *'' " 

f(x),f'(x),....^*(x),' ^ • • ' ■'-• 

alle fixt x:=0 oerf4>>ptnben , fo baß: 

(9) f(0)=0, f'(0)=0,....f("-»(0)=0 

ijl; fo folgt auS ben Sormeln (7), wenn märt r'=^ö'fe<|t:'' '^■•"' 

(10) < "?(Ö)+K^X(0) = 0' '?'(0) + K=5z'(0)=0, 

.,,.^ ' ....9^<"-'>(o)+K^x<-^HO)=o, 3 .,, ,. .,, 

folaltt^: ... .. •-, 

(12) x(o)=:0,i('(ö)=a.,.a^— 'Uö)=ö.' '" 

mtnn MberbJcö bie Sun^tü^R«» *• 
(13) •' • f(5t), f (x),f"(x),.....fr—uc»), f(»)(x) 



■> 



fj» 



oufx, fo werben bic gunctionen: 



I »» V. 



(14) i ^ (») ' ^- W / r (0 / •'• . 9^ <• ^'^ (0 / <?i » (r) ■ ^ ' 

in ber SSliü^t loon r = a\xi^ mii^ v contfmtirlf^i fein , utÄ We 
Sormel (^) aSorlef. 4 gibt/ n)enig{ien$ f&r ):|o{ttit)e 23ertl(^e t>on 

T/ bie unter einer gjewijfert (Sterne 'k lieoen: 

. . « . • 

(15) . . ^.(r)==__:^ <f>^'He,r)7 .' - .. . ,. 

1.2.3...n- 



(16) • X(r>= . ^\ X^'HO^O^ 

m 6^ , e^ jwei Heinere 3al)len alS 1 ftnb. ÜRitl^in gibt bie 
©leicbung (6 : 
(16) f[r(cost+|/;=Xsint)]= , . ^ ^ 



1.2.3. ..n 

2>amtt biefe gormet jwifd)en ben ©renjen r=0/ r=k ^üU 
^8 f«/ ßenfiftt e$ offenbar /:bab{e!§ttnctionen (13) in ©ejtel{)ttn3 
auf X fletig ftnb, wenn ber ÜBobulu§ r in)ifct)en biefen Bremen 

licflt/ baß ba§ SSerl;dltniß : * ' ^'-'.'r'Pf'j 

(17) f«_ 9^(0+l/"=l%(r). 



X n - 1 r n - l(cos X^r-IJ/tll sin t) ^'^ 
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mit r «erfd^wlnbet JDenn ba btefeS SSerl^JItntf bair.<^übttrte: 

[c«»(,-i)t-Ki;i»in(n-i)t]}^>+K:=r4^.i 

glctdt^ tji/ fd (ahn e$ nur ^r einen SSert^ t>on r=Ö t>e¥f4^vimiben/ 
wenn btefer ^ert^ ber ©bii^ung : 

unb folgtid[^ b«n betbenJSebutgun^fn: 

-■ ■ ■ ■ >^i |J(| ■ I ■ V 

fD — 1 ]^n — 1 , 

®en&oe letftet. 

SSenn nun btefe S3ebtngungen erffiQt ftnb f&r.r=0/ fo "^a^ 
ben fte bie ®!etcbungen (11) unb (12) $ur golge ({tebe SSortef. 5 
unb 6). 9RUt)in ftnben bie Sormeln (15) unb folglict^ au(^ bie 
Sotmel (16) jwifcben ben ®renjcn r=0/ r = k jlatt ©oD bie 
Serdnberlic^e x unenblic^ (lein mitten ^ fo ijl erforbeiti^, aber 
auc|^ geniisenb/ bag ber ^obuIuS r unenblict^ (lein wirb. 9lun 
ftnbet man aber in biefer SSorau^fe^ung / wenn man annimmt, 
b(ifi.^(">j(0), unb x(*>(0) enblicbt äBert^e bt\)altm, tmb butd^ o, 
^ unenblic^ (leine ®r6ßen bejeidi^net: 

(19) <p(^(r}=^f^^iQi)^a, x^"H')=X^"H«)-f ^. 
gotgltct^ gibt We S^rmet (16): 



4* 



, ' [9iC#)(0)+l/^=^X^-H0>+a+?l/'^J. 

1. 2. 3...n 

UeberbieS folgt anS bet formet (8) ; »ejm man r=0 fefet: 

(21) <p ^»> (0) + >/■=! X ^"^ (0) = (cos t + y~i sin t) » f C») (q). 

Solglic^ ereilt man au4) /. wenn man ber fi3equemlt4)(eit wegen 

(22) /=_f±£KH_= 

(a-J- ^ V^^) (cos n t — 1/^^ sin n t) 
febt: * . 

(23) f[r(co8t+l/'::5fflBt)3=: 

#1.2.3...ii 
wai einerlei ift: 

. l.Z.o...nL 
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Sn btefet leisten gotmel bejeid^net /eine neue IBerdnberttdbe, 
»eW^e mttxsjugletdS? öerfdf^winbet. SBan fann alfo j fotoeniren ©oft 
au§ft)redE>en. . • -ö -^ 

Xe1ftr0att l» SJenn bte Functionen (13) in berSRdl&e 
t)eS befonbern SBertl^e« x=0 nad) x jletig finb, unb 
alle, bte lefete f<°>(x) an^itnommtn, mit x t)erfdS)»tm 
ben, un-b f(»)(0) einen enblid(>en SBert^ bel&dlt; fo l&at 
man für einen unenblicij^ {leinen SBertl^ \>on x: 

(24) f(x)=_^! [fCn)(0)+/], 

1.2.3. ..n 

too / einen tmagindren 2(u§bru(f bejeicl^net/ xottdftx 
mttber SBerdnberlidt^enx ju gleid^erSeit toerfc^winbet. 

3n bem gaUe, wo bie SSeranberlid^e x reell ijl, fann bie 
©Ictc^ung (24) unmittelbar m^ ber gormel (18) SBorlef. 6 abs 
geleitet »erben. 

66 fei nun /(x) eine gunction t)on.x, weldj^e nebfl il^ren aU 
geleiteten Functionen bii jur ßrbnung n für x = o einen enblid^en 
feertl^ »be^dlt, unb außerbem wollen wir annel^meU; baß bie 
Functionen : . ^ . 

(25) ' /(x);/'(x), r(x):..../"(»)(x) 

für imagindre ©ertl^e t)on x, ober für SBertl^e t)on ber gorm : 

X = r (cos t + "J/"!!! sih t), 

jwifd^en ben ©renjen unb k be§ SKobuluS r continuirKd() bleiben ; 
fo l^at man , wenn man t>tn SDiobuluS r allein afö t>erdnberlic^ am 
fie^t, unb imä) (pir), %(r) jwei reelle gunctionen t>on r bejeid^:: 
net, weld^e ber ©leic^ung: 

(26) /[r (cos t + yzi sin t)] = (^ (r) + K=i X (0 
©enüge leiften, für einen ganjen f&txt^ t)on m: * 

/ (cos t + 1/"=! ßin t)»n/Cni) [r (cos t + 1/'=1 siu t)] = 

(27) 9i^"»Kr) + ]/"Zix^"*W. 
( (co8t+|/'I^[sin t)»/C«»)(0) ==95 C«n)(0) + K^X^"XO). 

Xnberer ®eit6 aibt bie gormel (8), SSorlef. 8, jwifdi^en ben 
®renjen r=0, r=k: 

<p(r) = 95(0) + %'(0)+;^<?"(0)+... 

|t n — 1 1» n ' 



^(a-l)(0)4. f^'^n^iO/ 



I.2...(n— 1) 1.2.3...n 



(28) ^ 



x(t) = z(0) + Vz'(0) + r-5Z"(0) + ... 



'•"' ' ;t(«-i)(0) + __J:! x^»>(ö,r), 



1.2.3.;.(n— 1) 1.2. 3... n 
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tnbem 9i, 9^ tmi tteütece Soffen oli l bt^nm. & folgt 
atfo au§ ber ®(et4>ung (26) in S3tri>tnbung tntt t>er sweitm bet 
®tet(l|>ungen (27) : 

(a9)ytr(oo«t+K-^su.t)]^/(Q)+ '^'""*+^'^'''"*V '(0)H--.- 

l.i.3... (n — 1) 
1.2. .. 11 

Ober »a8 einerlei ijl: 

(30) /(x)==/(0)+ J/'(0)+ ^r (0)+...+ ,.rrJ ./ ^"""'^W 

x° 9>W(g,r) + xW(g,r)]/rii 
1.2.3. ..n (cost+K^lauit)» 

2Cu8 ber ©tetd^ung (80) folgt, bafi bie §unctton/(x) oW au8 
}we{ Zl^nUn, ndmltd^. auö' bet ganten f^function: 

(31) /(0)+ V(0)+ ül/"(0) + ...+ --^"^^-/f»-«(0) 

1 1.2 l.i.o...(n — 1; 

unb bem JRefte: 

(32) + ^" »^>(^i^) + X»H<y2^)K^ 

"^1.2.3...n (co8t + K=18»nO" 

beflel^enb attgefel^en werben fann. 

SBenn biefer fRtft f&r n)ad^fenbe fBiztÜ)t t>on n unenbti^ xib^ 
nimmt, fo ijl bie 3?eil&e: 

(33) /(O), J/'CO), A^"(0), -il-.r(0), etc.. 

I 

contxrgent , unb f(x) ijl genau bte @umme btefet 9tta)t , fo baf : 
(34) /(x)=/(0)+ i/'(0)+ ^/" (0)+ _^y"(0)+ etc . . . 

ift. 2)ie ®leici()unöj (34) ijl bie g»adaurinf(i()e Sfeil^e, auf ben gaU 
erweitert , wo bie SScrdnbcrlidS^e x imagmdr wirb. 

gerner woUeii wir annel^men / baß .bie Functionen (25) für 
x=-a, inbem a einen befonbem S38ert]() ber Serdnberli(l()en x be^ 
^eid^net; einen enbtid^en S03ert]() bel^altf n unb ftetig. bleiben, fo lanae 
ber 5Robulu8 p ber 25ifferen j x — a jwif(l(>en ben ©renjen unb k 
liegt. @e^t man aföbann: 

(35) X — a=z = p (cos V 4" V"-5 ttn v), 



t 
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wo V ein xttfUt fiSogtn iftj unb : 

(36)/(«+z) ==/ [a + p (co8#l-K^ ««%] = *(p) + X (p)K=l; 
fo finbtt man : 

' (cos y -f^ V^— i «'" »)**/ ^^ [• + p («M » + V^— i •" *)] 

(37)1 =*(«)(p)+K-lXW(p), 

( (cds^ + V^rj sin y)-/^») (a) = *ö")(0) +1/'^ XW(0). 

2>a ferner bie Formel (8)/ SorUf. 8 gibt: 

*(p)=*(0)+ 1 *'(o) + ^ *" (0) + . . . 

1 1.2 



(38) 



+ . o^' / .. *'■ - '^(0) + rv— - **'^(* ' P>' 

1.2...(b— 1) 1,2. ..n 



X (p) = X(0) + e. X' (0) + f^ X" (0) +. 

1. 1 . A 



+ . -5^V-^^^'""W+-^ X<-)(tf,p), 
1.2...(n— 1) l.i...n 

n>o d. unb ^, gioet Heinere QaiUn atö 1 {tnb ; fo folgt auft bet 
®leidpung (36) in Serbinbung mit bet ixotiUn bev Formeln (37): 

/[ a + p (cofi V 4- T^^ siÄ y )] =/ (a) + 

.+ Pj£!!!ili±H!!fir>/'(a)+.... 

(3») ( . p'-'(cosyH-K=nLMny)— ' «. _,),,,) 

' ■■*" ^ 1.2...(n_l) 



D 



ober: 



(40) 



-I ^ [<I»^«> (^ I p) + K=i X^'^ (^ 2 P)L 

1.2. ..n 



/ (X) =/(a) + ÜlZf /'(*,) + ^JLZiL/- («) 

1 1 r ^ 

4- (x — a)"-' ^„ _ ,) , 
1.2.3...(n-l)-' • 
(X — a)" *W(«,p)4-l/riX("HJ'ip) 



+ 



1.2. 8. ..u (cos y +]/"—! sin y)' 



SDer Sormet (40) ii|Folge fonn bit Sunction fix) al« au» 
bet ganzen Function : 

1« 
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(4l)/(a)+^/'(a)+ (if^./" + ... 

+ (^-«)'-' yc- 1) (a) 
^l,2.3...(n-ir 

welche n(id> ben jteigenben ^oUnitn von (x— a) fortfdbrettet^ uni 
aui tinm fRtfttx 

^ 1.2. 3.. .n (cdsy + K^sin^)*' 

beilell)enb betrautet werben. 

®enn biefer Rcft für TOad()fenbe SBBert^e ber ganjen äal^I » 
unenbli* abnimmt/ fo conüergtrt bie JRet^e: 

(43) /(a), ^/'(a)/^^^:^ 

1 I ■ 4i ' 

unt> au8 (40) folgt t ^ ^ 

(44) fix) =/(a) + ^/ ' (a) + ^^^^ / " (a) + ete . . . 

ober : 

(45) ,/(a+»)=/(«)-^ ^y (a)+ r^/"(a)+«te- •• 

1 1 • z 

Cefet man in biefet lefeten 8leiJ)e x für a, unb h für z, fo ereilt 
man folgenbe: 

(46) /(x+h) ==:/(x)+ ^/'(x)+ ^r{x) + j-^r" (x)+ctc*. 

b. l^.'ble Sa9lorf4)e Stetige, auf ben gatt erftretft^ wo bie SBerim 
berli^^e x unb i^r Sncrement h imagindr werben. ®enn be« SBo* 
bulud P in ber ^leidj^ung (40) unenblicl^ tlein wirb/ fo iff baS 
JBer^dUnifi : ^_ . w v 

(cos r + ]/^— 1 sin r)» 

fel^c wenig von tem SSet^&Itniffe : 

«l'W(0)+KgXC'»(0) ^^(„j ^^^ 

(cos 1» -|- V^— 1 ^i** **)" 

toe'rfdbieben. ©efet man alfo: 

€>C^)(^p)+Vgx^">(^>p) _^c,)e+r 

(cos V + V^— 1 8« y)" 

WO / unb X — a unenbli* ferne imaginftre ÄuJbrücf e ffnb j fo gibt 
bie gormel (40): ^ ' 



< • 
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(48) /(x) =/(a) + ^^r (a) + . . . , (^-*)"' /C - 1) («) 

1 1.2...(n — 1) 

1.2...n 



unb t)terau8 folgt , wertti mart x — a = f fefet : 

(49) /(a + i)=/(a)+ i/'(a).f . . . '"' / <-')(>) 

1 1.2. ..(n — 1) 



+ -^^ L/'^">(a)+/]. 

1.2...« 

SBenn man in ber ®lctc|)un3 (49) x fiir a fcl^t , fo wirb man un* 
mtttelba!: auf fi)lftenbeft ©afe 8cfu|)rt: 

SegrilBtl 2. TCngenommen; bte ä!)erdnberncl[)e % 
befomme einen SBeiPt^, in beffen 3ldbe bie gunctio» 
nen (25) fleti;9 bleiben, unb bie imaginäre aSerdnber* 
lic^e i einen unenbltd^ fleinen SBertb; fo ift: 

190 /einen Xu^brutf be}ei(l|)net/ ber mit i {ugleic^ 
v>erf<i^n)inbet 

3n biefem @afee finb offenbar ber ge^rfafe 1 unb ber foloenbe 
ee^rfa^ atö befonbere %iXii enthalten. 

Ee|dt0at}3. Ängenomnten, bie imagfndre SSerdm 
bcrlicfee X erl^alte einen SHSertb. in beffen iRd^e bit 
«u»ction/(x) ünb t^re abgeleitete /'(x) jletia biet, 
htn , unb bte tma^inare Sseranberlidt^e i befommt 
eilten unenblicl^ llemen SSertl^; fo If^at man: 

(51) / (X + i) =/(x) +.1 [f (X) + /], 

tP0 / mit i t)erfc^n>inbef. 

@ei|t m«rt f&r /(x) fttccefjiüe bie JJönctiDÄen : 

I 

e*, sinx, cosx^ x^, x^, l(x)^ aro. tun^j^z ©to. ..^ » 

fo ergibt fi* au^ ber gormel (51) : 

(52) e*+i = e« + i(«»+/), 

(53) ii» (« +i) Ä ÄIÄ X 4- 1 (<?dÄ 3i -f- ^, 
(64) cos (x 4:;;i)= cos X — i (sin x — I), 



m m .«kf .^ • 
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(55) (X + i)^ = x^ + i (±. + 1\ 

\2x^ / 

(56) (x+,y = x/' + i(fix/*-l + 7), 

(57) •I(x + i)=I(x)+iYl+A 

- (58) arc.tang(x-j->)=arr. tang x+i| "l"^)» 

etc . . . 

SEßenn mehrere ©liebet ber 9ieti>e: 

(59) .y'(a),,/^(8),/"(a), etc... 

»erfcbtoinben , unb /(•) (a) ijl baS erftc »on SfluB »eirfc^tebene ©lieb ; 
fo folgt aui ber @(ei4)ung (40): 

(60) " /(a + i) =/(a) + --- i^ |/C)(a) + /]. 

Solan fann alfo nodb folgenbcn ®afe auSfprc^en: 

S^f||!08tt 4. 9Btr n>0lten anne]()men/ ba$ bte in ber 
gidl^t bc§ bcfonbern SEBcrtbe^ x = a nad) xxonttnuir: 
liefen guncttonen (25) xt^xt x=a öerfc^winbcn, bie 
etite/(x) unb btc leiste /^"^(x) ausgenommen/ unb bafi 
/■(x) u n b /<») (x) f ür x = a enbli^e SS3ertbe behalten; 
fo tft/ wenn bev SSeranberltd^en i ein unenbUd^ flei^ 
ner aSertb beigelegt wirb, für x=a: 

(61) /(X + 1)=/(X) + —-21 [/(n)(x) + /], 

1 . 2 . 3 . . . n 

inbem / einen imagindren Hn^ixnd bciti^ntt, xotU 
cber^mtt ber SSerdnberlicl^en i ju gletcl(?er 3eit Slull 
wirb. 

gfjun fei R ber SRobuluö ber gunction/(x) ber- imaginären 
SSerdnberlic^en x, fo baß: 

(62) /(x) = R (cos T + y—i sin T) 

ifi, wo T einen reeUen {Bogen btiüö^mU UeberbieS feien AR, 
AT bie Sncremente, welche bie ®r6gen R, T befommcn, wenn 
ber SBerdnber(i4)en x ein unenblic^ ((eine§ Sncrement: 

(63) A X = 1 = p (cos V -|- V^^ 8in v) 

gegeben wirb; fo Idgt \id) ber gendberte äßertb t)0n AR ^tx* 
mittelfl ber gormel (51) ober (61) leicht beftimmen. 2)enn aud ber 
@(cicbung (62) folgt : 

(64)(R + AR)[cos(T+AT)+K^s"(T + AT)=/(x+i]. 



« 

» 
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SS<(binbet man bann btefe ©(etd^ung mit (51) , nennt H^ ben 
fWobuIuö t)on/'(x), unb bejeicbriet burcb T,, a, ß reelle ®rjgen, 
melcbe ben ©letcbungen: 

(«5) /' (x) = R, ( cos T, + 1/"=I 8111 T,. ) , 

(66) /(cos > + ]/^ sin v) = a + ß \r~[ 
©enuge letflen; fo erl^dlt man: 

/ (R-f AR)[co8(T + AT) + KlIisin(T + AT)] 

(67) =R(cosT + |/'=:isiaT)4- 

( p (R, [cos (i. + 1\ )+V^ «n (^+T, )] + a + p K^l), 
ober : 

(68) i (R+AR)co8(T+AT) = RcosT+p[R, co8(r4-T, )+a], 

I (R+AR) sin (T+AlO = R sin T+p [R^ sin (v+T,) + ßl 

SSerbinbet man ferner bie gormein (68) burc^ Xbbttion , nac|>s 
bem man leben jli)til inm £luabrat ert)oben i)at, unb fe^t bec 
ifturge n)egen: 

(69) y=2R(acosT + ^sinT) + 

p[(R,co8(r+T,) + a)^+(R|«u(v + T, ) + (i)M; 
fo erbau man: 

(70) (R + AR)^=R»+p[2RR, co8(v + Tj -T) + y]. 

£)a nun bie burdb bie Formeln (66) unb (60) bejtimmten 
SBertt;e v>on a , ß, y unenblicb Kein finb, fo folgt auS ber ®leicbung 
(70) , n)enn man au^ beiben ^beiten mit ^erüdficbtigung ber gor- 
mel (55) bie ))o{ttiioe £luabratn>uriel auSjiebt^ unb burcb ^ eine, 
©Tofie bejeicbnet, n)elcbe mit bem SRobuluS p ioerfcbn>inbet : 

(71) R + AR=R + p[2RR,co8(i;+Tj-T)+7'] (^ + ^). 

Sn biefer legten ©leicbung, n>etcbeR*>0 Dorauöfeiät / ijlba« 
|>robuct : 

[2RR,cas(i.+ T,-T) + y]r^+«Y 

fe^t wenig toon: 

RiC05(r + Tj— T) 

t)erfcbieben. fDÜtbin fann biefe ©leicbung auf bie %^xm gebradj^t 
»erben: ,, 

<72) -AR=,p[cos(>; + T,-T)+a>]^^^- 

n>D G> aud) eine unenblicb Keine ©röge bejeicl^net; unb folgltd!^ tjl 
baö 9)robuct: 

(73) pRiC0s(i; + Ti— T) 

ber gendberte aSertb bed SncrementeS AR, b. (. ba6 SSerl^dltnifl 
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HefeS 3ncrementrt ju Um Vrobuctf (73) iß U^t mn\i pon ber 
^Qinl^ett Derfc|)tetem iRut mad[)t ber gaU citte 7(u<na^m< f n>9 man 
ber Serdnberlt4)en x einen ^txtf) gibt/ für weCcben einer ber beiben 
ÜJlobuli R Rj / ober eine ber beiben Functionen /(x);./'(x) SfluU 
ober unenblic^ toirb. 

9le^nien lotr nun an, baf bje Functionen: 

(74) /'(x)./"(^)/.../^'»-*Kx) 

f&r einen gegebenen SSBertb t>on x üerfc^wtnben / aber ba{l/(x) 
unb/(»>(x) ttiblid)^/ t)on 9tuU »erf(<>iebene SBcrtbe befommen; fo 
tjl baö ^robuct (78) SluH, wie auc^ ber 2RobuIu6 Ri t)on/'(x). 
©fjeidj^net man aber ben 9Robulu8 t>on/<"^(x) burdb Bn/ unb 
burdl^ Tb/ a/ |3 reeQe ®r6^eff/ t9fl(|)e ben Slei^^ungen: 

. (76) /^»K3^)=R» (cosTn + K^"öT,)/ 

(76) /(co8i;+l/"i:i8inv)» = a+/3J/^r5, 

gen&aen; fo ergibt ftdj^ auS ber SSerbinbung ber %^tmtln (64) 
unb (61) t 

(R+AR)[cos(T+AT)+l/"=iß»(T+AT)] 
(77) } ==R(co3T+|/'=i8iVT)+^^l^[R,,(co$(nv+Ta) 

+K=ä«»(n?'+T«))+a+?K^' 

ober xoai einerlei ift: * 

(R4'AR)co8(T+AT)= 

RcosT-f- £ [R, ooi(ii|>+TB )-)-«]/ 

<^> < (R+AR)fc<T+AT)= 

RsinT-l- ^ [Rn sin(n».+ T, )+ffl. 

1.2.3...n 

6ub{tituirt man bann ben ©leicbungen (68) bie ©leiddungen 
(78)/ fo wirb man fftr bie gormeln (69), (70), (72) neue erbaU 
ten/ welcf^e a\xi Itntn abgeleitet werben/ wenn man ffir ben üRo^ 

buluS p ben flSru^^ — / Rn fir Runb baS JöinomuH-Tn 

für ba8 85inom*.+T fefet Folglich l&at man, wenn man R* >0 
fe^t# unb bur4^ cd wieber eine unenbli(|> Keine ®r6|ie bejeic^net: 

(79) AR= — ^ [Rn CO« (nr+Tn — T)+cil. 

(80) ^ ^^j]ico8(iii'+T,-T) 
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in ber getnactiten $Borau$fe^ung bcr gctiAlwtte SB(Vt() beft SncM' 
mtriM AR; b. I[). baS jBerl^dltntß biefeS Sncrementeö {ubem ?>to« 
bucte (80) tjt fe^r wenig von ber @in^ett oerfc^teben. 

SSenn bie Function /(x) mit ibrem fDtobuIn« R f&r dtien 
gegebenen SBett^ von x »erf4)n)tnbet/ unb ju gleichet Seit bie tv^t 
bet Functionen (25)/ xotl^t »on 9luQ «ei^4)teben iji/ einen enb< 
listen SSert:^ bel^dlt; fo folgt au& ben ®lei4)ungen (08) obet (f8) 

l)ffct RJ>0; 

j ARco8(T+AT)=p[R,co«,(v + T,)+«], 
I ARffln(T + AT) = p[R^«n(,- + T,) + «, 

2)fftr R, =R,s=....=R._i=:0 unb R*>0: 

ARco8(T+AT)= — C — [R«co«i(Br+T.)+tx], 
(82)^ 1.2. ..n 

AR«ii.(T + AT)= —4— [R."o("''+T.)+fl. 

S)uvct> d^nltc^e fßttta^tnnitn, Ypie bie obtgeti/ ergibt ftdb bier* 
auS/ ba$ bai Sncrement AR be^ÜRobuIud R im er{ien gaUe ourdt^: 

(83) AR=p(R,-j.a»), 
unb im ^weiten gaUe burcb: 

(84) AR= .—J^ — (R„ + «>) 

au^gebrfitft werben fann^ wo (<> in beiben ^ppotbefen eine imetib» 
lid) ((eine ®r66e bejeicl^net. @oU bad. ^ncrement ber SSerJnber^ 
lieben X, b. b** 

unenblicb flein fein, fo iß eS notbig^ aber an^ ^inreic^enb, baf 
ber !Dlobulu§ p biefeS 3ncremente^ tinenblicb Hein fei/ wobei bev 
Sogen v &brigen& eine beliebige enbütbe ®r6^e fein fann. -fbt» 
{limmt man nun ben S3ogen v fo / bafi bie ©leidt^ung : 

(85) co«(ii+Tj— T)J=^^; 
obet: 

(86) . oos(»»rfTBi--*T)tt3^.1 

irf&llt tvUbi n»eld!)e$ b« Soü^if];^ nxnn nwn,). fB. 

(87) v=n+T—X 
ober : 

^sa^ - « ( » »"4-1)^+^—70 

n' 

fe^t/ wo m eine gange 3abl be)eid[)net/ bie deiner att n ift; fo 
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niudtt m tu Sonnet (72) auf: 

(89) AR= — p(R — to), 
pbev Üt Sonnel (99) auf: 

(90) AR=__-£JL_(R.-»). 

1.2...n 

Setner befbmmt bet butc^ bie ®Ux^nni (6S) befltmmte Sertd 
t)on Ax eine bet gormen: 

• (91) Ax = -p[co»(T-T,)+l/'=i8i„(T-T;)], 

(92) Ax = 

l (2m+l)w+T— Ta , ,y- — . (2m+l)7r-}-T — Tel 

p{co8 ^ ^—^ ■ =-+1/ — laini ! — i — ' . 

( n n ) 

£ev gend^^erte SSertH) beS Sncremente« AR bed aRobuIuS ijl folg^ 
lid^ na4^ Sovniel (89) ober (90) bie negatti^e ®rppe: 



(93) -pRi ober (94) -— £ 



»R. 



1.2. 3 . ..n 

ÜRan fann alfo/ ba biefeft Sncrenrent negatit» ijl/ folgenben Sa^ 
aufiieUen: 

%^ttMtt' $Btr wollen anntf^nttn, baß bie ^nta 
ctionen (25) in ber 9ld(^e eine« befonbern SSertf^e» 
toon X, Yoel4(er bie Sunctton/(x) nid^t auf SluK re^ 
bttcirt/ enblidf^ unb continuirltc^ bleiben/ unb &ber< 
bie« 

/•(x)=Rfco8T+K=5 wnT) 

fejen. 6» fei: 

/C»)(x) = Ro(coflT. +l/=i8inTJ 

baS erfte ®Iieb ber SteiHie: 

/'W//"(x)//"(x)/etc..., 

n)el(|)e9 nic^t f&r ben gegebenen SSertt) t>on x t>e^ 
f4>Yoinbet. (Enbli^ »ollen wir unft benfen/ bai bie 
SSerdnberlicI^e x, inbem p eine felj^r fleine poftttoe 
®riße be^ei^net, ein 3ncrement Ax b«!omme/ n>et 
c^ed bnrc^ bie ®lei(|^ung (91) ober (02) beflimmt wirb, 
ienad(^bem n=l/ oberii>lt9: fo ift ber correfpon^ 
birenbe SB^ertl!» t)on AR negatto, b. Ij^. ber SRobuluS 
oon 

/(x+Ax) 

wirb f&r fe(^r (leine Sett^e ber Or^fe p deiner alS 
ber SRobttluft t)on/(x). 
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UebrtgenS xft e$ titd^t burc^au^ ndtbwenbtg , ben SBertb t>on 
/^ X t>\xx6) bte Sormel (91) ober (92) beflimmt/ anjunebmen^ bamit 
ber 9RobuluS t)on /(x+Ax) Heiner werbe / alf ber t)on/(x), 
unb ed ift jureicbenb, bem 9Btn!el v in ber %oxmü (63) einen 
^ertb ju geben ^ welcber ben legten Factor bed ](uöbruded (73) 
ober (80), b. b- : 

cos(y + T„ — T) ober cos(Dr + Tn — T) 

negatito macbt. 9lun ijl aber biefe Scttttgung imnwr Uiä^t }u zx.s 
fuUen/ weil biefer Sactor ba$ Seichen änbert/ wenn ber SBinfel p 

einen äuwad^S^ ober ~ befommt. 

äum ©cbUtffe biefer SSorlefung wollen wir nocb bemcrfen, bafi 
bie na4> ben gormein (6); (26), (Ä6) jwifcben ben burcb f, f bes 
jeicbneten Functionen/ unb ben reeüen gunctioncn <p(r), x(r)/ 
^(p)/ X(p) ftattfinbenben JRelationenJn t)iclcn -§aUen au^) bann 
nocb äültig bleiben , wenn man — ]/"— i für j/"^ i fefet. ©iefeö 
finbet in ber Zi^at im allgemeinen ftatt, wenn bie Function f(x) 
ober/(x> unter reeBer gorm erfcbeint/ b. b- »enn in ibtem Zn^^ 
brude baS äeicben 1/ — i nicbt »orfommt. ©e^t man j. JB. für 
/(x) eine bereinfacben Functionen/ welc|)e burcb bie^S3eiei(^nungen: 

a+X/ a — X/ ax, -, x«/ A*/ L(x), 

x 

sinx, oosx/ arc. sitix/ arc. cosx 

6u$gebrfi(ft werben/ ober eine ber ^ufammengefe^ten Functionen/ 
»el^e burd|^ SSerbinbung biefer einfacben gebilbet werben fonnen ; 
fo l^at bie ©leid^ung (26)/ in welcber r ben SRobulud loon X/ t 
einen reellen JBogen unb (pif), x^s) i^ei reelle Functionen t)on 
r be^eicbnen / im tXUgemeinen au^ biefe gur F^lg^ - 

(94) /[r(co8t-V^=ri8int)] = <p(r) — l/^=ix(r). 
es ift mitbin ; 

_ /[r(co8 t+l/n^in t)] +f[r(coB t-K^j sin t)] ^ ^^^ 

(95) ^ * 

, . _/[r(co8 1+ K=i8iii t)] -/[r(co8 1— l/^Zrisio t)] 

vir) •— • '• '■ ■ «1 ■ I I .1 ■ i.«i. ■ ■ I I ■ . ^ 1 ■!. I U I» . r , 



tUbec bte Vu^fung bn algebcaif(|)en unb tcanScenbtnttn 

®(ei4)ungen. 3er(egung bei; ganzen gutictionen in rieUe 

Sactoren beS erflen ober ixotitm @rabeS« 



iBermittelft ber in bet toorl^ergeli^enben SSorlefung aufgeücSten 
9)rtnit)^teit Idgt ftcb (ek|»t folgenber ®a1i l&etoetfen. 

iUj^raattl* @d fe{/(x) eine Function t)an x^ welAe 
nebfl tbren abgeleiteten Functionen bet t)erf^iibei 
nen jDrbnungen für alle enblid^en/ reellen ober ima- 
gindren äBertbe t)on x, enblidS^ unb fletig bleibt unb 
toelcbe immer unenblicb grof n>irb/ wenn ber SRobu- 
lud ber SSerdnberlicben srunenblicb wirb. Xuf erbem 
wollen wirannebmen, bafi bie berit)irten Functionen 
i)on/(x) nicbt alte jugleicb t>erfcbwinben fonnen; fo 
gibt e$ einen ober mehrere, reelle, ober imagindre 
iBBertbe t)on x/welcbe ber ©teicbttng: 

(1) ' 'f(x)z^O 
®enuge leiften. 

93en>ei6. & feien r unb R bie SRobuli ber !Berdnberli<(^en 
X unb ber Function f(x), fo baß allgemein: 

(2) X5=:r(co«t-Kl/^^Mnt)/ ' 
\xnhi 

(3) /(x)=/[r(cost+l/"r5 sin t)] =R (co8 T+y=^BmT), 

WO t unb T jwei reelle 93ogen be^eicbnen. ^a bie Function /(x) 
nacb ber SSorauSfe^ung für.aUe enblicben SBertbe bed 9)2obulu§ r 
enblid^ bleiben/ unb f&r r=(x> immer unenblid^ grofi werben muß; 
fo i{l Hat, baß ber SRobulud R biefelben fiSebingungen erfüllen 
wirb, ^ieraud folgt ; baß e$ unter ben 9Bertben t)on K einen ge» 
ben wirb , welcber Heiner ift al6 alle übrigen / unb einem ober me()$ 
rem enblicben SBertben t)on x entfpricbt. S)iefer (teinfle SBert^ 
i9on R iii genau gleicb 9lull. 2>enn wenn ein enblicber SSSertb t)on 
X für bie Function /(x) einen Don 5RuU loerfcbiebenen 9Robulu* 
gibt , fo lann man nacb Sebrfa^ 5 ber loorbergebenben SSorlefung 
ber SSerdnberlicben x iebe&mal einen fol(ben unenblicb tleinen 3u« 
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wacfi^ Ax geben/ baß bev ÜRobuIuft t)on/(x+Ax) flcmer wirb/ 
aB ber t)on/(x). |Sfolfili4> bat atöbann ber SRobuluS t)on/(x) 
nic^t ben miilx^ft fkxn\lm 9&ixt^. SoIflHcb ift ber nemjie Birtb 
t)on R/ wenn bte im ee|)rfa^ 1 audgefprodS^enen IBebingungen er^ 
füllt werben/ gletd[^ 9{uQ/ unb bte enblicben SSBertbe 9on x, welche 
fi=0 entf)>re$en/ letjlen ber (SleM^ung (1) ®enäge. 

2)er Sebrfal^ 1 laßt flcb unmittelbar auf ganje Functionen ber 
Seränberlicben x ann)ehben, Senn e& fei/(x) eine ganje Sun« 
ction beS ©rabeS h/ b. t^. bon ber $orm: 

W /(x) = aoX»+aiX«>-»4-a2X*-«+...ao«ix+a„/ 

m n eine ganje Sal^I heitiö^mt, unb a^ / a^ / a, .. .. reeQe ober 
tmagindre Sonflanten {tnb/ .oet^on bte erjle ntcbt 9tun fein barf. 
iDitfe Function /(x) bleibt enblicb unb ftetig f&r alle reellen / ober 
imaginären enblicben SQertbe t)on X/ wie au(b ib^e abgeleiteten Sun» 
(tionen ber t>erfd!)iebenen jDrbnungen / unb bie ber nten £)rbnung 

(5) /'(n)(x) = 1.2.3...na, 

iji eine Sonftante / aber t^on 92uII t>erf(lbi^ben. SBeteict^net man fer> 
ner ^ie 9Robuli ber goefftcienten ao / ^i ' ^ • - ^n ^urd^ Po / Pi / 
p2 . . . Po unb fel^t folglicb : 

(6) a^ = pp (cos Tp + V"^ *in '«^o )/ «1 = Pi (cos T, +1/"^ S» T 4 ) 

• ... an ^ p«. (CQS Tn + V^^sm T« )/ 

fo folgt aus be? ®(eicbung (4) unb wi (?) / (S) / (6) : 

(7) R (cos T+1/"^ «nT) 

r 

=po r" [oo8(nt-fTp ) + l/':risiD(pt+T0)] 

+p^ |---Koos[(n^l)jH-r, ]+K^ •»[(»-!) t-H ,])+..• 

, r. Po (cos T^ + V^-^ «n •«'n )/ > 

o^et wae baffelbe ifl t 

i 

BcosTr- Po r« oos(nt+'^o ) 

J +Plf°'"*CO8{(»'^0t + T,) + ,.. + pnCO8Tp/ 

RsinT = po r» sin(nt-|-To) 

4-p, f^isiii((n— l)t4-Tl)4-...+Pn«n'^■• 
9{an ftnbet alfo i 

(9) 

+ [ppr'> 810(01+^0) 

4-p, r»-'*sia((n-^l)t4-T,) + ... + pnsiaTB]S 



R» = jjpr»cos(ot4-rp) 
+ Pjr»-^'co8((n---l)t 



< 
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ober etnfü^er: 

(10) R^;=r^''jp; + ^^^P^'''^'+''^"""^^ 

"1 , . . .1 ^ "T"«»* i • 

r ) 

®t6t man nun bem SRobutu^ r ber SSerdnberlic^en x unenb: 
tidS> grofic fBtxÜ)t, fo wdc^ft ber crfte gactor be6 t>orber9c]^enl)cn 
Sßert^e^ \>on R^ unenbltc^/ n)di)tenb fid^ ber jn^btte einer beflimm^ 

ten, loon 9luH loerfd^tebenen enblid&en ©renje pl nd^ert. golfilic^ 
wirb ber 3Bcrtt) t)on R^ unb feine Sluabratwurjel , ober ber SKo* 
buluö R ber gunction /(x) mit ber gunction felbjl unenblid^. 9Rit5 
l&in gibt eS nadi) ßebrfafe 1 einen ober mehrere reeUe ober imagi; 
ndre SBertbe oon x , »elcbe ber (Sleid^ung : 

(11) a,x^ + a,x»-'i + a,x«-a+....a„_ix+a^n =0 

®en&ge (eijlen. 

9lur ber %aU mad^t eine ^tt§nal^me, too 

- n=rO,/(x)=ao 

ijl/ unb in welchem aUe abgeleitete gunctfonen öon /(x) oer^ 
(d^minben. 

e§ fei nun x^ einer ber reellen o,ber imaginären SBcrtbe t>on 
X, xotl(i)z ber ©Icid^ung (11) ®enüge leijlen, fo wirb bie ganjc 
gunction/(x) burd^ bcn linearen gactor x— x^ tbeilbar fein, unö 
toerricbtet man hit 25it)ifion , fo wirb man eine anbere ^anje gum 
ction ium £luotienten erhalten ; n>eld^e . wieber burcb emen neuen 
gactor tbeilbar fein wirb, gdbrt man auf biefe SBeife fort, fo 
wirb bie gunction/(x) beS ®rabe8 n julel^t in fo \)iete gactoren 
bed erflen ®rabe§ jerlegt fein , atö bie ^aU d @tnbeiten bat. 2Cucb 
wirb ba§ ^robuct biefer gactoren ntemald 9luU, ol^ne bafi einer 
betfclben t>erfcbwinbet, unb baman, wenn ieber gactor . gleid^ 9luU 

Sefefet wirb , eine reelle ober tmagindre SQSurjel ber ®lei^ung (11) 
ejlimmt, fo lann man ofenbar folgenben @a^ auSfpred^en. 

2(|ir0att 2. 9Bte bie reellen ober imaginären 
SBertbe ber 6on{lanten a^ , a^ , a^... auc^ befd^affen 
fein m6gen, bie ®lei4)ung: 

(12) aoX»+ajX'^-i + a2X«-2+...a„^ix+a„=0, 

bat immer n reelle ober imagtndre SBurjeln, nn\> 
tann beren nid|^t mebr \)abtn. 

9Benn bie gunction /(x) feine ganje ifi, fo tann man in w- 
len gdllen bie ÜRögltcbfett ber ](ufldfung ber ®(eicbung (1) nocb 
nac^weifen , wenn man ftcb auf einen ber folgenben ©d^e {lugt. 

S(|ir0at|3. ©ei/(x)eine Function t>on x, welc^^e 
nebßi^ren abgeleiteten guncttonen benoerf^^iebenen 
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JDrbnungen; ffiv alte enblid()en reellen ober tmagin&s 
ren 9Bertbe t)on x enbltd^ unb ftettg bleibt/ unb xoxx 
wollen annebmen/ bafi bt'e abgeleiteten Functionen 
Don /(x) nidbt alle }uglet(b i>erf4iftoinben tinnen. 
Serner fei ^(t) eine beflimmte Function beö SBinf eU 
t,roti(bt nicbt nur continuirli^^, fonbern au(^ jwis 
fcfecn ben ©rcnjen 1=—*/ t=t7r reell unb >ofitit) 
bleibt/ unb wel^e an biefen beiben ©renjen benfeb 
ben 9Bertl^ befommt. SSenU/ n>dbrenb ber SBintel t 
jwifdjen ben ®renjen— w, +;roariirt/ ber 5!Bobulud 
beS TCu^bruded: 

(12) /[(co8t+l/'=risint)>Kt)] 

bejldnbig grofier bleibt, aH ber 9)lobulu§ t)on/(0); 
fo tann man barau6 fcblief eu/ baf bie ©leicbung (1) 
eine ober mehrere reelle ober imaginäre SBurjeln 
\)on ber gorm: 

(13) x = e [(cos t + l/"lli sin t) ^ (t)] ' 
gejlattet/ wo d<l ijl. 

beweis. S)enn Idßt man in ber Function:. 

/(x) =/[r (cos t + l/'^i sin t)]. 

r unb* t ftd) aümdblicii) jwifc^en *en ®renjen r=0/ r=T}/(t); 
i=z—'3t, i = 'jv dnbern; fo erbdlt man füry*(x) eine unenblicbe 
SRenge t>on SHSertben, n)ot)on ber SRobuluö be§ einen Weiner ijl 
al§ bteSßobuU aller ühx'xQzn, einjeln genommen. @g feien r^ / t^^ 
bie tiefem fleinflen ^obulud entf)>recbenben SBertl^e oon r, t, unb 
Xq ber corref))onbirenbe SBertb oon x ; fo mn^ r^ f leiner fein ^li 
^{(q) unb m6)t gleich ^(t©). I^enn wdre: 

fo »dre ber SRobulud be§ XuöbrurfeJ : ^ 

« 

(14) /(x„ ) =/[(cos t ,+ l/"r| sin t,)^ (to)] 

• ■ ^ 

nacb ber S$orau§fel^ung größer al8 ber t)on/(0)/ b. (). gr6fer aß 
ber 2Robulu§, welcbeh man fiir./(x) erl^dlt/ wenn man r=Ofefet/ 
n)a§ auc^ t fein mag. f$erner ift ber Xu6brucf (14) genau gleidE^ 
92uII; benn fdnbe baS ©egentbeil flatt/ fo fönnte man nadb Sebr« 
fa^ 5 ber t>orbergebenben SSorlefung bem SBertbe: 

(15) . x^=ro(cost^+]/"I58into) 

ber S3erdnberlid[)en x ein unenbltc|) !Ieine§ Sncrement i beilegen/ 
bog ber 5Wobulu§ t>on /(x^^ +i) Heiner würbe / als ber t)on /(Xo). 
Sa überbieS r^ Keiner alö \Kto) / unb baS Sncrement i febr 
»enig t)on SRuH t)erfc|)ieben iji; fo ijl ber SBert^ /(x^ +i) t)on 
/(x) aucb einer t>en beneu/ wel(jt)e man erbdlt/ wenn man r 
unb t jwifc^en ben ©renjeri r=Ö/ r=iV(t); t= — -jt, t==>jr 
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Dariiren Idft Solglt«^ v>&ve/(X(^) untet btcfen I^ten Sert()en 
nicf^t beirientge/ xoeüftt ben ftetn^ett 9)lobtt(u9 f)at Xlfo oerfd^toim 
bei ber Xu^brud (14)/ wie auc^ fein SRobuIuS/ jlebeSmal tvenn 
bie im it^x^ai^ 9 ottdsef)»rod[^enen SSebingunocn erfüllt »erben Un* 
nm, «nb ber obige / burcb x^ bneicl^nete SSertb t)on x leiflet bet 
(Sleicbung (1) ®en&ge. * 9lun ifi aber biefer SQertll^ Den x einer 
Don benjienigen/ toel^e burdb bie %otmtl (18) audgebruA n)erben/ 
weil ber !0{obu{u9 r^ jwifcben ben (Sren^en unb ^(t^) liegt. 

Ttnmtxf. 2)amtt ber&ej^rfa^ Sfiattftnbe/ t{t e$ md[?t notj^^ 
loenbig/ baß bie burtb -^W beui4)nete Function ffir aQe SSert^e 
bon t biefelbe gorm behalte. Sermitteljl biefer fBemerfung fann 
man bie @cbn)ierig(eiten befeitigen , toelcbe ft(^ bei ber 2(nn)enbung 
biefed Se^rfa|e§ auf befonbere S^Qe barbieten {önnten. Um bie 
^^S^tff^ i^ ftriren/ fei: 

(16) /(x)=e*-x, 
fo ftnbet man in biefer SSorauSfe^ung : 

(17) /(0) = 1, 

(18) R(co8T+Kri-8iiiT) = 

urcost+tsiiitK^i — (rco»t4-rsiiit}/'Ii;\ 



(19) 



Rco»T = e««o**co8(r«int) — rcost^ 
RftiDT = a'^'^sVI^(i^^i<>0 — r«iat; 

(20) R* =e*'«^«*->2re'«'08*cos(rsiBt— t)-f r* , 

tinb folglid^: 

(21) R* >e»»«>»* --2re'«>»» +r* . 

4)ieraud folgt 1) wenn man r>2 unb cost negatito fegt: 

(22) R>r~e'«>»t ;;>,_!> 1; 

Ur-H) 
2) wenn cos t »)oittib ut# größer ate ^ ^ ' gefegt wirb : 

r 

(23) R>e«^«o»*— r>l. 

(Sd fei nun N irgenb weld^e größere 3al^l als 2, unb 

(24) i' = arc- cos -i — S—i , 

©Ott ber burc^ bie ©leidbung (20) für r = 4(ty beflimmte 
SEBertb t)on R j^rößer werben , alS ber !DlobuIud von / (0) ^ b. ^. 
aU bie Sin^eit^ f&r aUe SBSert^e toon t, welcl^e 1) ^wifcbcn ben 

1 -st 

©renjentrs— w; t= »^ ober iwifd^en ben ©renjen i=^/ 

2 z 

i=t)r; 2) {wtfdt^en benGrenjfen x=.—v^ i=y liegen; fo Brauet 
man nur anjunel^men/ baß {t(|^ bie Function •4'(t) iwtf((^en ben» 
felben ©renken auf eine conftante ®riße rebucire , wel^^e ber 3a6I 
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N gleich,, ober grdjier aü btefelbe ijl. Xnimt CtHB, Mm n 
trgenb eine ^anit äa^t betetct^net; unb man bejitmmt ben SESert^ 
t>on r, wenn ber äBinfel t pofittb bleibt/ burc^ bie ©leid^ung: 

(25) rttiit — t=:iiit+t; , obetf=g ■■ . ■ ' ^ 

2 Bist 

unb iDenn ber H&inUl t negativ wirb, bermittetfi ber iSleidE^ung: 

(. Aw4--+t 

n^ + !!Voberr=^ . ' - . » 

fo ifi ber burd|) bie ®Ietd()uns (^) f^eflimmte ÜRobuIui R o|fenbar 
grifer / alS ber 9)lobuIu$ r , unb um fo me^r größer / aI8 bte $a\)l 

-=1,5707... 
2 

üRitbin ift ber 3RobuIuft R fär aQe }tptf4^en ben ®rea)en — ?*/ 

+5r liegenbe SBert()e oon t grifer, afö bie (Sinbeit^ n>enn man 

bie Sumtion i)/(0 fo befltmmt/ baß 1) gwifc^en ben ©renken t^^—v, 

t = y: 



(27) iKt) = 






8111 V 

I 

2) )t9if(l^n ben ®ren)en t=v/ t=«— r; 

IIW + — +t 
(28) .K0= Jt / 

8) ji»if4)en ben ©renken tz^—(n—v), t= — r: 

nw-|- — — t 

<^> ^(*>= ' .i,(lt) ' 

4) j»ifd(>en ben ®renjen t =— «, t» — (or— v), ober iioif^^en 
ben ®renien t=ir— i^^ t=«j 

ifi , unb toenn man femer bie 3a^I n fo todl^lt / baß ber fleinfte, 
bur4^ bie ®Ui4iung (27) ober (90) gegebene fSertb bon i)^(t), 
ndmlidj^ : 

2 ' 
nnv 



I < 
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be¥ fBebingung: 

(31) ^— >N 

(genüge Idftet. 

jDbgleidt) bte tmtö^ ba8 @9{lem bet ®Ietct)ungen (27); (28), 
(20)/ (30) bejiim'mte Sunctton i^(t) mit bem SBertbe \>on t bte 
Sorm Anbert/ fo bleibt fte bocb nicbt nur enbli4) unb pofittt)/ fom 
bern aucb in)ifd[^en biefen ©renken jiettg/ .b. ^. {te dnbert ftdS) alt 
m&bltd^ / wenn man ben SSinfel t ju s ober abnehmen Idf t. 9locb 
wollen wir^ bemerfen / baß fie für t= — ^r unb t=;nr benfelben 
Sßertb belommt^ unb ba§ bte abgeleiteten Functionen t)on e^^x, 
ndmli6 e^— 1/ e^ nid^t ju glei(|ier g^tt t>erfcbn)inben f6nnen. 
Sölglicb W bie'®leicbung: 

(32) e«— x=0 

nadb Sebrfal^ 3 reelle ober tmagindre SSurjeln/ unter xotl6)tn e9 
n)enig{lend eine gibt/ beren 9ßobulu$ fletner ift/ atö ber grifite 
Siertb t^on >)/(t) , mlä)tn bie ®(ei(bungen (27), (28), (20), (SO) 
geben. 

Qtf^t man N= 2/ fo gibt bte ©leidbung (24): 

1(3) 
V = arc. cos -1-^ = arc. cos (0/549306 . . .) = 0/98926 . . . / 

unb bie ©ebingung <8l) wirb txfüüt, felbjlwenn man ii = Ofe^t 
2ltöbann ifl ber größte ber SBertbe toon ^(t), welche burcb bie 
®leid)ungen (27), (26), (29)/ (30) benimmt werben: 

— — V 

2 

— i = 4/ 455 ... 

sinv 

Solglicb gibt ed unter ben SBurjeln ber ©leicbung (1) wenig- 
jtend eine/ we(dt)e einen fleinern ÜRobuluS al$ bie 3obl 4/4ä5.. . bat. 

£a§ eben ©efagte i(i binreidbenb , um ju jeigen/ welcben i^or« 
tbeilbaften ©ebraucb man t)on bem Sebrfajge 3 macben fann, um 
ficb ju fibeneugen/ baß eine trandcenbente ©leicbung reeUe ober 
tmagindre äBurjeln ^at, unb bie obern ©renjen ibrer fteinflen SRo- 
buli iu be{!immen. Unter ben ©teicbungen, für welcbe bie dti- 
ftenj einer ober mebrerer SSurjeln letcbt na4)gewiefen werbea !ann/ 
wollen wir nocb bie folgenben dnfubten : 

(33) e»=xV^:ri/ e-»+e» = 0/ fiinx = 2/ etc. 

(34) e~*=:X; e'~* = x^, e* — e-*=siDX etc.. 

unb e§ würbe leidet ju erfennen fein/ baß bie ®lei(bungen (32) 
unb (33) nur tmagindre äBur^eln baben {innen. 
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ttebrigenS fann man bixtd) d|fnlt4)e Setrad^tttttgen , xoxt bie 
bti bem Setoeife M 2!t\)t\aiit^ 8 angewanbten / aucb leidet folgern 
Un @a^ ben)etfen. 

2edr0Et| 4. @$ feien 

(2) X = r (cos t + V^^sin t) 

eine tmagin&re SSerdnberltcbe/ r ber SRobuIud bets 
fclbcn, unb <pii) , ^KO jwei Functionen t)on t, wefcbe 
für alle äwif^en ben ©renjen t=t^, t = t^ Itegenbe 
SBertbe t)on t ntcbt nur conttnutvltcb/ fonbetn au^ 
reell unb })ofitit) bleiben, gerner fei 

(3) ' /(x)=/[r(co8t+l/ri8iiit)] 

eine Function t)on x, bie ixoi^ä)tn ben (Srenien: 

(35) t=tj , t = V, r=9J(t), r==:iKO 

enbltdb unb flettg bleibt^ wie aucb jbte beriioirten 
Functionen ber i)erfcbiebenen Sirbnungen/ unb e$ 
mtrb angenommen/ ba^ bie abgeleiteten Functionen 
t)on/(x) niemaU alle ^ugletcb toerfcbn)inben. SBSenn 
man ben Sßinfel v gwif^^en ben ©renken t^ / t^ unb 
ben ÜRobuluö r jwifcben ben ©renjen ^{t), ^{t) fo wdbs 
len tanu; baf ber SRobuluS be$ XuöbrucfeS (8) jtetd 
einen SBertb btf^att, n>el(|^ergröfer x% aU ber SBSertb 
beg ÜRobuluS toon: 

(36) /[r (cos T + yZTi sin t)]; 

n)dbrenb man r jn>ifc|ien ben ©renjen 9>(t) i]/(t) loa^ 
riiren lafit unb t einen ber SBertbe t^/t^ gibt/ ober 
»dbrenb man t ^wifd^en ben ©renken t^, t, ficb dm 
bem Jdft/ unb r einen ber IBJertbe ^(t), ^(t) beilegt; 
fon)irb bie ©leicbung (l) eine ober mehrere reelle 
ober imagindre SBurjeln \)abtn, xotl(i)t ben jwifdben 
ben ©renken (35)'liegenben SBert^en i>on r unb t ents 
fpre^en. 

^nmerf. 1. 9Benn man in bem t)or{)erge^enben Sebrfa^e 
bie SBinfel t^ / t^auf bie beiten ©rögen — ot/ -f;^ rebucirt/ fo 
mup angenommen loerbeu/ bag iebe ber beiben Functionen f^t), M}) 
für !=•— TT unb für t =+^ benfelben SBertb bef ommt. SEBcnnm 
biefer 8Sorau8fefeung ^i (t) = todre / fo f dme man offenbar »ieber 

auf ben Sebrfafe (8). 

« 

2(nm erf« 2. SBenn man im Scbrfage 4 bie Functionen <p(t), 
4^ (t) auf ytoti conflante ©rö^en r^ / r, rebucirt , fo befommt man 
folgenben mmn ®a^: 

S^r0at| & 6« fei 

(1) x = r(cost + l/"~i8mt) 

11 
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ein^e tmaginf&re SSetdnberUdi^t, beten aRobttUS r {)e; 
jcidbnet. gernet fet/(x) einegunctUn t)Ott x, wcld>e 
jwifcl)en ben ®renjen: 



(37) r = v^, r=r, , ti=t, , t = t 



2 



ncbjl iferen abgeletteten gunctioneti bcr rjerfc^^iebe- 
nen ^rbnungen enbltdb unb ftetig bleibt/ unb wir 
n)oUen annebmen; baß biefe abgeleiteten ifuncttonen 
üoii/(x) ni4>t alle jugleid^^ t)erfd)tpinben. S33cnn man 
bin SBinfel t jwif^^etf ben ©renjen t^ , t unb ben 
?Bloburu6 r j5;n>tf(l)en ben ©rcnjen r^ , r^ fo wdblen 
fann/ baf bie Function: 

(3) /(x) =/[r (cos t + yHi sin i)] 

immer einen !!Robulu§ btf)aU, ber größer iß aU ber 
be$ 2tu$bru4ed (36)/ n>dbvenb man r jmifcben ben 
©renjen Fl/ r^. tjariiren. lagt unb t einen ber SBert^e 
ti / t2 gibt/ ober u)d()renb man t jn>i feigen ben ©renjen 
t, / t^ficb dnbern laßt/ unbr eincnber 3Bertbt t^ , r, 
beilegt; fo \)at bie ®leid)ung (1) eine ober mebrere 
reelle ober imaginäre SBurjelU/ n>eld^e \>tn ^xou 
fcben ben ©renjen (27) liegenben SBert^n ^oit t tttt- 
f))re(ib^n. 

9Rit bem Sel^rfa^ 5 {6nnte man nodi^ ben fot^enben t>trbinben# 
ber ficb eben fo leicht/ unb auf biefelbe Ztt beweifen Idßt/ n>ie bie 
8e^)rfdfee 3, 4. 

Etjgrdatt 6. 6$ fei X eine imaginäre SSerdnber^ 
l\6)c, unb p/ q feien jtoei reelle äSerdnberlidl^e/ n>elc^e 
mit ber erfiern bur^ bie ©lei^ung: « 

(38) x=p + qK~l 

lurbunben finb. gerner fei 

(39) f(^)=f(?+^V~i) 

eine gjtnction ^on x, xozlä)t mit x^xtn abgeleiteten 
gunctionen ber t^erfcbiebenen SDrbnungen in>if4)en 
ben ©renjen: 

(40) p=:pi , p=p, r q = qi f q = q2 

enblicb unb fietig bleibt/ unb ed n)irb looraudaefe 



bafi bie abgeleiteten Functionen t>on/C;[) Rt(j[^t alle 
jugletdi^ t)erfd^n)inben. SSenn man bie ©täße % jwi? 
y^zn ben ©renjen p^/ p, unb bie ®r5fle f» jwtfcben 
ben ©renjen q^ / q, f o n)ablen (an n, baß bie Function 



(SO) beftdnbtg einen größern ÜRobulu^ bebdlt/ al$ 
ber bed VuSbrude^: 

(41) /(^+rK^). 
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toa^renb man p gYotfd^en ben ®ten$ett p, , p, fi4^ im-. 
brrn la^t unb q einen ber SBert^e q, ^ p, beüegt^ obev 
mälbtenb matt q ^tpifct^en ben ©reirjen qi ^ qj fi4^ i<t3 
betn li^t ntib p einen bei: SBert^e Pi ^ p, beilegt; fo 
t^at bte ®leid[>uns (1) eine ober mebtere tmagtndte 
SBurjeln/ welc^ye ben in)ifcben ben ©tenjen (40) lie^ 
genben Sßettben ^on p unb q entf^redl^en. 

SBenn bie ®letdl)una (1) reeUe ober imaginäre SBrnjeln l)at, 
beren 9XobuU fel^r gro^ nnb; fo (tonen bte Sel^rfd^e 4 unb 5 ba)u 
btenen/ bie Snilenj btefer SBurjeln nac^iun)eifen ^ unb genäherte 
SBertbe berfelben ju ftnben. 3um S3en>eife biefer fiSel^auptung 
wollen wir wieber 

fefeen. Xtöbann »erben jeber SBurjel ber ®letd[)unö (1) ©ertbe 
t>on r itnb t entfpre4)en , f&r »elcbe ber bUrd) bit Sormel (20)/ 
ober burd^: 

(42) R2 =[e^^^^^ -~rcos(r8int~t)]* 4-[rsjD (rsint — t)]» 

♦ 

beftfmmte ÜRobuIu« R t>erfcl^n>inbet 

®a ferner bie ©umme jweier Sluabratc nur bann 9?uII wers 
ben fann, wenn iebed für ftc^ gleich 92uQ voirb; fo ifl tpegen 

R = 0: . 

(43) • r8in(r8iiil — 1) = 0/ e'^cost :— r cos(rsint — t), 

n>el^e ©letc^ungen man auf: 

(44) rsint— t=±2n7r, e'*'o«*=r 

rebuciren fonn/ tnbem man burct) a eine game 3al&l beie{c()netf 
unb erwägt/ ba£l man, um ber »oeiten ber ©(eicbung (43) ©e^ 
n&ge iu leifien / notl^toenbig ben !iRobulu6^ r tpon 9lull terfd^teben/ 
unb bie ®r6fle cofi(r8int — t) pofitio annti)mtn mn^. 

®efel^t nun/ bie 3abl n unb folgticb auc^ ber SRobnIuS r be^ 
tomme einen febr grcfien SBertl!)« £)a ber reelle 2Cu6bru(f : 

I(r) 



r 



xotld)ex nur ejn einitgeS/ r=e entfprec^enbed SRorintum gefiattet/ 
oon biefem ^orimum au§ für wacbfenbe 9Bert^e t)on r unenblid^ 
abnimmt; fo rebucirt fidj) berfelbc, ober ber au§ ber jweiten ber 
©leic^ungen (44) abgeleitete 2Bertb t)on cost, fafl auf SÄuÜ. Älfo 
ifl ber i^iftben ben ©renjen — tt, -|-7r Uegenbe SBinfel t wenig tjon 



TT 



~ t>erfd)ieben , unb bie Sormetn (44) geben fei^r nabe : 
2 






(45) r = 2 11 TT + — , cos 

2 
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2Bu Knnen a(fo fd^Iiegen; \>^% n>enn bte ®lrt(^una (1) ajtfrr. 
jeln I)at/ beten 9}{obult fe^r grog finb/ btefe SButiein ^iRpen 
von r unb t entfpcect)en / bte wenig t)on ben burc^ bie Oüro iintten 
(45) beflimmten i>er[c^teben flnb. S)te @xt{len^ bte^MBurie)» 
Id^t ftd^ nun aber leidet auf folgenbe SBeife üermittel^^ef^Se^ts 
fa^e^ 5 nacib^eifen. % 

aStr woQen / um bte SBegtiffe ju ftmen / ben SBtnfel t ]pofU 
tito annetimen. Xtöbann ifl, wenn man bte burcb bie ®let(!bunge;l 
(45) gegebenen SEBertbe pon r unb t burc|) r unb t bejeicbnet: 



71 



(46) r = 2nw+-^ t = arc. cos 



(2n.+^^) 



1/^2 



2 ( « I ^ 

^ ^ 2nw+.— 

2 

3Ran finbet alfo: 
(47) e'^cosT.»^^ 

unb auö ber ©letc^ung (40) folgt/ wenn man r=r, t=T feftt: 

(48) R'=rM2-^2co«(r8inT — t)]= 4r^8iii2 /rfiinx-~T\ 

obet; wa§ einerlei ift: 



(49) (_j=J2«n(_-_j 



2 



UeberbieS bef ommt cos t ; wie audS^ bie ^Differenj - — t , für 

2 ' 

febr große SBertbe ber ganzen 3abl n einen febr Keinen numeri^ 
fcj^en SBertb/ unb baffelbe gilt ni^it nur t)on bem $robucte: 

ri(2n.+^)? ; 1 //27;r:i:f:- 

(50) rcos«T=i=-!^ JZ1=4_^===?( 

2n^+^ (.^2n«+^^ 

fonbern audt^ toon ben beiben 2Cudbr&dFen: 

(51) rsinT — T-^2ii7r= t — 



^ r cos* T 



l+fiioT 



(52) sin I l = + 8iii|-| T : — 1}. 

SolgHd^ rebucirt {td[^ ber auS ber ®leid()ung (49) bergeleitete 
Sert^> t)on -auf KuU/ ©efeen wir nun: * 

T 

(53) r=r+n, cost=(l — v)co8t, 

unb eS feien r, , r, , e, ^ t, bie SEBertbe/ welcf^e bte SSer&nbetlidl^en 
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r tl^ t Mommtn i toemt man fucceffioe : 



.^-^ J 


1 - 


u — w, u=3r, V —1/ V 1, 


w" 


üf: 




iSi) 




r, — r— », r, — r+Ä, 


,uttb: 






(55) 




COSt, =:2C0ST, C08t,=f, ' 


ober: 


t.= 


21^211«+-) 

2n3r+!! * 2 
2 



ift- 

jDffenbat Hegt bcr 9Robutu§ r jwtfd&en Tj , Tj ; unb ber SBim 

fei T jiDif^en ben ©renjen t, , t^ , unb wenn ber SBertlj^ »on u 

jtt>tfdf)en bie ©renjen — er , + ^ eingefc^loffen wirb ; fo folgt auS 

ber gormet (21) 1) für t^\\ 



1+^ 



2) für t = t, = ^: 

üBenn man anberer ®eitf ben SSertl^ loon t {wifd^en bie (Srem 
Jen — 1/ -f-1 etnfd()lieflt , unb u einen ber IBJeräS^e — w, 4-^ 
gibt; fo ifi bie ®rö£|e: 

,-r^v . rcos' t 

(59) rsmt — t==r— t ; — - — = 

1 + «n t 

(2ii^l)7r+ -->t-(liF~)(l-v)^ . 

2 \ 2/ l + ßint 

fc^r wenig t)on (2nqFl)^ oerfd()ieben. golglicfe ijlcofl(r8int— t) 
fe^r wenig t)on —1 t)erfdS)ieben ; ut^ au^ ber Sormel (20) folgt: 

(60) R'>r\ 



(")'>('-t)' 



@nbli(t) i{l flar, bafi, ba bie Sablen n^ r fel^^r grofi ftnb/ ie^ 

■D 

ber SBertb ^on ~ , weldi^er einer ber S3ebtngungen (57); (58)/ (61) 

r 

@enuge leiflet/ ent^t^eber febr gro|l4 ober wenig t>on ber (Stnlf^ett 
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t)erf(^teben tfl ; unb foIgUd^ gt6get t^ i oXi bcr au» t^er @lek|Htn9 
(49) abgeleitete SBert^ \>m ?. ÜBtt|)m gibt bie ©leicl^ung (48) 

r 

einen 9Bertl() t)on R^ ber Heiner x^, ald aUe bie/ iD<eId^e ben 
®(eic{)ungen (57), (58), (61) (genüge letjlen; itnb man fann aud 
bem &el^rfa^e 5 fcblieflen, bafi bie ®Ieic|)uni (32) SSBurjeln l^at, 
xoHi^i jwif^en ben ©renjen (54) liegenben SJertl)en üon r, wnb 
}tt){fd^en ben ©renjen (56) liegenben 9Setti)en t>on t entfprec^en. 

Uebrioena ijl e§, um ju tum t)origen ©d^^luffe ju gelangerj/ 
ni4)t butcpaud notbig/ ber 3ckl()( n febr groge 9BertlS)e ju gebeni 
unb eS ijl fd)on btnreicbenb , für n irgenb txm ganje / \)on 9luB 
t)erfcbiebene 3ab( ju nebmen. 3n ber 2;bat folgt auS ben ®lei(|)um 
gen (46); (49), wenn man 11^=1 fei^t: • 

(62) r=^ =7,85898..., r = (0^095 ...) J = 1/30526.. 

2 2 

//.A\ R .^ . rsinT — T ^ . 6,27346 n^/if^-^ 

(63) -=2sin =:28in -I =0,00972..., 

. r 2 2 

n)dl^renb bie gormein (57), (58) für SBertbe üdti u, bie iwifd^en 
ben ©renjen — ar, 4-^ Wt^tn 

<">t>(t)"^-('+I^)>(I)H'+I)>"'""'' 

(65) 5>l + »'»-'>>|-».!dlJ>047- 

r 5^ 5 TT ^ 

geben. 

©ibt man §berbie§ r ben 835ert^ ^-~7r = '^, unb Idgt 

ben SBinfel t jtt)ifd)en ben ©renjen: 

(66) tj =arc. cos(2co8t) =(0,6482. ...)-, t, = ~ 

2 2 

{t4) dnbern; fo n)dd[){l bie S^ifferenj: 

FÄint — t, 

beten ^anma unb üßtnima ben SSert|)en t)Dn rcost— 1 = ent- 

1 2 

f})re(i^en, toon t=:tj bis t=arc. cos - = arc. cos — , unb nimmt 

t)on biefem legten Sßertl^e t>i>n t an bB t:=ta ab. Solglid^ bleibt 
fte in)tfc|)en ber (leinjlen ber ©r6£ien: 

(66) rrfn t, — t, = (0,9526 . . .) tt , r sin t, — t, = tt, 

weld)e beibe gröger ftnb afö -, unb ber ©röge: 

£1 



^ 
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68) l/;n=i — arc. cos L =: ( 1,0339 .,.)n, 

r 

wcldS^t Reiner ift aW — , ent^aWen. Solfllt^ tfl cos (i mo t — t) 

negatit)/ unb bte Formel (20) \)at nod(^ bte S3ebingutig (61) jur 
Sotge^ att§ n>eI4)er ftd^ ergibt: 

r r & 

b. t). : 

(69) ?>0;6. 

r 

©eSgUid^en^ wenn man r ben aßert^ — -f ^ ~ — beilegt, 

unb lägt ben SBinfet t in)trdt)en ben ©renjen (66) üarüren; fo liegt 
bie S^ifferenj r sin t — t )n>{f(i^en ber Ileinften ber ® rogen : 

(70) r ßio 1^ — t, = (2/6549 . . .) ^ / »sin t, — t, = 3 tt, 
»eld^e beibe grißer (tnb M — ^ unb ber ® rof e : ' 

(71) KP^ — WTC. cos i= (3,0146...)^^ 

r 

»eldj^e Keiner ijl/ aW — . golgltd^ ifl cos(f sint -i) immer ne^ 

gatit)/ unb bfe Sormel (20) Ij^at.bie IBebingung (61) jur golgc, 
aus weld&er folgt : 

r r 5 

ober: 

m 5>i,... 

r 

S>a l^ieritftdl) «er biurd() bte ©leid^ung {m) beflimmte ^Sectb- 
t)on R Heiner bleibt/ al§ alle/ roelcbe ben äSebingungen (64)/ (05)/ 
(60)/ (72) genügen; fo leuchtet m, bafi bie ©teicbung (32) xtu 
nig^end eine SBurjel l^at / berm SRobulu^ iit^if4)en ben ©lettjen : 

(73) i^-.«=if! = 4/71238... unb 

2 2 

lil + w-lÜ:^ 10/99557... 
2 2 

liegt. Xnberer @eit6 folgt auS b?n gormelri (46) unb (50)/ wenn 



(TS)!!"- — T\=obcr<0/094.w~. J^T/ =ober<0,125...; 



_ les _ 

man n = 2 ober ii>2 fe^t: 

(74) cos T=ober <0,18736.. •, rcos* r = 

ober <0;4962..., l+8inT = ober >1#9822... 

unb folglicb: 

1 rcos* T 

2 l + sinr 

bann folgt auS ben Sormeln (49) unb (52): 

(76) ?<2sin(0;125...)<2(0,l25...)<0,250... 
r 

9lun geben aber bte gormein (57) , (58) in berfelben Appo» 
tbefe für bie jwifcben ben ©renjen — w, +:;r Itegenben SBcrtl&e 
oon u: 

(77) ?>^^y'*-(l+|)>3,133... 

(78) ?>l_2 !I±i>o,707,,. 

r 9 w 

Säfit man ferner v in ber gormel (50) jwtf^^en ben ©renken 
— 1, +1 t)aritren/ fo bleibt bie Summe ber ®roßen: 

/,. w\„ M rco8*T 

^ llT'-Kl-v)» 



(^-")' 



l+aint 

ftetS deiner atö bie ber ® röfien : ' 



rCOS^T ^._ ^^,« . TT 



(79) v(l+|)4 ;::'• <(0,8015...)^-, 

unb folglich) {(einer alft bie 3abl t^. S^lglicb liegt bie Sifferen} 
i^ifcben bem TCuöbrucfe r»int— t unb bem ^robucte (2n=Fi):;r 

innerJialb ber ©rcnjen ^ , ^ — jr=— - ; unb ba alfo «oa (r am t — i) 

2 2 2 

<0 ift; fo bat man na4^ ber gormel (20) nodt^ bie IBebinguttg 
(61)/ aud n)elcber folgt; ». 

(80) ?>1— i>0,777.., 

r 

SBeil enblict^ ber auft ber gormel (76) abgeleitete SBert^ t>on 
r neiner bleibt al8 aUe^ toelcbe ben 83ebtngungen (78), (78)/ (80) 
@enäae leifien; fo {6nnen wir bebau))ten/ baf bie ®lei(bung (32) 
yoenigltend eine SBurjel l^^at oon J)er gorm ; 

x = r(co8 1 + V^^ «in 0/ 



— le» — 

wi^ri ^ SRobulttS r i»if(d^en ben ®Kngen: 



(81). 



or 



TT 



(2n — l)tjr+-; (2n+l)5r+~, 

M 2 



unb bei fStttfel t sn>tf4)en ben ©renjen: 



(82) 



arc. cos 



2n7r + -- 
2 



7€ 

' 2 



Itegt 

SBcnn bie gunction/(x) unter reeller gorm erfc^eint; fo folgt 
au§ ber <SIetc|)una (26) ber t>Dr^erge]()enben SSorlefung im 2(QQes 
. meinen au4^ bie Sorniel (d4) berfelben SSorlefung« TCtfo ergibt ftd!) 
baraud# u>enn xao^n 

(83) /{r (cos t+K^»M 0] = R(cos T+j/"^ «» T) 
fegt/ R eine ))i>{ttit)e ®r6fe unb T einen reellen S3ogen bebeutet: 

(84) / [r (cos t — Y~l sin 0] = R (cos T — |/"Z5 sin T). 

2)a biernacb t>\t beiben 2(u§br&(fe (8S) / (84) immer ju glei^er 
Seit i>erf(l^n>inben ^ wenn ber ÜRobuIuö R t)erfcbn>inbet ^ unb im 
entgegengefegten SaQe ntd)t Derfcbn^inben fonnen; fo ift Kar/ ba$ 
bie ®(ei4^ung (1) in ber gemachten SSovauSfegung feine imaginäre 
SBurjel "om ber Sorm: 

X = r (cos t + V^^ sin t) 

^aben fann ; wenn ffe nic^t {u ^Xtxi^tt Seit eine ber erjlen couiu- 
gtrte tmagindre SSurjel toon ber Sorm: 



l^at. 



X = r (cos t — j/^— isin t) 



& ifl iebodi^ n)obl ju bemerten , ba^ ftc^ biefe beiben imagis 
n&ren SBurjeln ber ®lei4)ung (1) auf eine einjige reelle , pofttii>e/ 
ober negatitoe SBurjel rebuciren^ wenn t=0 ober t=:±3r ift. 

Xud bem eben ©efagten fol^t; ba^, toenn bie Function /(x) 
unter reeller Sorm erfd^eint^ bie tmogtndren SBmjetn ber ®(ei(|ung 
(1) immer paaxxoü^t einanber conjugirt/ b. ^. t)on ber Sorm: 

(85) x=r(cost+]/^IIisnit), x = r(cost — j/^Hisint), 

. finb / unb benfelben» !Dlobulu$ r ^aben. £)iefed i{i j. S3. ber Sali/ 
tDenn man fur/(x) eine gc^nje Function/ ober eine ber tranös 
cenbenten Functionen: 

^ (86) e»— X/ X — e-*/ e-^ + x'*/ x*— e-:»/ etc.. 

feöt 

®el^t man, um bie IBegriffe ju ftriren: 

/(x)=e»-x, 






— m 



fo lf)at bte auf bte Sorm (8S) rebudtte (Slei^ng (l) «ffenbaj nur 
tmagtn&re SSurieln. S)enn ba x reeU t{l/ fo faon bte Sifferenj: 



e* — x 



nur für ))o|tttt)e SSett^e uon x t)erfd|ft»mben / unb für fold^e SSer^ 
tbe i{l offenbar: 



X» . X» 



x<;e*=l + x+ y ■ + etc . . > 

^1.2^ 1.2.3 

9lun t{l aber eben bewtefen, bafi bte ®Iet(|)ung (32), wenn n ir^ 
genb U)el4)e ganje äal^l bebeutet ^ immer eine imaginäre SBursel 
t>on ber f^rm \j(fXx 

\ x = r(co8t+*|/^Zisiiit), 

wobei ber 3Bobulu§ r jwifdt^en ben ©renjen (81) unb ber SBinW 
t iwtfdi)en ben ©renken (82) liegt. Solgli(|^ M biefe ®let(|^ung 
nocb eine anbere SBurjel t)on berfelben- Sorm / in n>el4)er ber 9Ros 
buluft r }wtf4fen ben ©renken (81) unb ber SStnfel t {wifd^en ben 
® renjen : 

(87 — arc. cos — i -^ , 

2n^+!^ 2 

' a 
liegt 

Sßenn bte in einem ber Sebrfd^e 1 , S ober 4 unb fi auflge« 
fprod()enen S3ebingungen erfuQt werben # fo iji eS leid^t^ bie ®lets 
d()ung (1) ndberungdweife aufjulofen. 3u btefem 3wedfe betrachte 
raai| 9luU/ ober ben imaginären 2tu§brurf r(co8T-^J/^— isiot) 
als einen erften genäherten SBertb einer SQutiel ber ®teicbung (1;; 
bann fe^c man in ber gormel <91) ober (92) ber breije^ntcn Borle^ 
fung x=0 ober = r (cos T+1/—1 «iHt)^ unb ttebme r binreicbenb 
flcin au/ ba§ ber ÜRobuluö t>on/(x+Ax) Keiner werbe/ ate ber 
SRobulud R toon /(x). hierauf fann ber imaginäre XuSbrucf 
x+Ax atö ein jweiter genät^rter SBertb b^r gefud^ten 8B5urjel b<f 
ixoA/itX werben. SBieberbolt mm, nun bie IDperatton / burd^ weld^e 
biefer gweite SSertl^ au$ bem erflen abgeleitet wirb , me(^rere 9Ra(e ; 
fo befommt man einen britten^ vierten«.«, genäherten fBkct^. S$ 
fei nun: 

(88) Xj / Xj / X3 / . . . . 

ein erjler / jweiter / britter — genäherter SBertb ber gefud&ten 
SSurjel/ fo con^erairen bie ®(teber ber Steige «(88); wäfvenb bte 
9tobuli ber XuSbrude: 

(89) /(x,),/(x,),/(x3)/.... 

immer Heiner werben/ gegen eine aewtffe (Srenje, welcbe nolb- 
wenbig ein enblid^er SBert^ t>on x 1(1/ ber ber ®(eic()ung (1) ©e- 
nuge leitet. ' 

6§ üerbient l^ier wieber erinnert ju werben / bufl in ben S^r^ 



i 



'1 



mein (Ol) iinb (92) ber oot^ergel^enben Sar(efttng> T, T^ ...T» 
reelle SBogen bejefd^nen, n>eld^e mit boi SRobultS R, R,...Rn 
burcb bie ©letc^ungen: 

/(x) =R(«»T+Kirr«iiiT), 

(90) I /'(x)=R.(ca8T,+l/'-isiiiTJ;.... 

f /^°)(x) = R„(cosT„+l/'ZIsiiiTJ 

»erbunben pnb. 

SSSenn ber erfh aendll^erte SSetH^ t>on x fo^ befc^affen tfi , baß 

bte ®ri^e R febr tltin, Unb bie ©rö^e R. merlttc^ Do.n 9luat>err 

fcbteben ifl; fo tjl e§ gen>öbnl{cb btnretd^enb, um ben ÜRobulu^ 

t>on /{k-^Ajl) fleiner ju ma<!bcti aö ben wn/(x), in ber gor« 

R 
mel (91) ber breije^nten SSorlefung p = — ^u fetten ; ober mtt an-^ 

berh SBorNn, e§ genfigt 

r9n A^- RC^^o^T + yTZIisiiiT) /(x) 

^ ^ R,(co8T.+K=i««T,) /'(x) 

ju fefte«. 

Sn ber Sbat/ e^ fei; 

(2) X =:r(c«st +'|/'^8int) 

ber erfie genoberte SBertfi t>on x , 

(93) Ax=p(co8v-j-]/^-I5i'siiiy)f 

ein biefem erjien SBSertl&c betgelegte»/ tpiWül)rlicbe6 Sncrcnient/ unb 
^(p) X(p) bie reellen gunctionen beS 9Robulu§ p, wcld^e ber 
©lei^ung : 

/[r (cos t + y~l sin t) + p (cos v + |/^I5 «in v)] 

= ^(p)+1/'^X(p)0 

genügen, rnenn ber 9ßobulu§ p allein al§ t)erdnberlid() angefeben 
wirb ; \t folgt au§ ber gormel (89) SS^rlef . IS, n>enn man b = l 
fefet, unb bur4> di , d^ jwei «einer« äablen att bie (Sin^ett be^ 
jetcl^net: 

(94) /[r(cost + j/^Zo[8iiit) + p(cosr + l/'=isiny)] = 
/l;r(c08 1+ j/"=:i sin t)+p (cos i;+ j/"Zi sin r )/'[r(co8 1 + j/^IIi sin t )J 

+^.p' [<^(^. p) + K=iX^(ö, p)], 
ober hhiö bajfetbe i(];: 

jT (x + Ax)=R(eo8T|/'ri sin T) 

+pR,[co8(i; + T,)+K^sin(f' + Ti) 
+ + pM*'(^i p)+K=iX"(^, p)]. 
@efet man bann: 

(96) p = ^, r = 7r + T-T. , 

Ri 




r 



■— in — 

_ R(co8T+|/'ri8iiiT) _ y(x) 
R, (cos T, +K=5 sin T, ) — fix)' 

fo findet man : 

, /(x+Ax)=ip» [*"(ö. p)+K=rx''(0» p)] 

®iferen)ttrt man ferner bte ^onncil (^) i^^i Sl^^^l n<uiS^ pr 
unb fefet hierauf p=0, fo folgt: 

(98)*''(p)+K^X'Xp)=(co8H-K===i8in r) 7 ir(co8 t+K=5sui t) 

» +p (cos ^+1/^=^8101;)]/ 

unb i ' 

/ *"(0)+K=5X"-{0) = 

(99) I (cos V + V^ITi sin r)« /" [r (cos t + l/"=i sin y )] 

' ^ R • 

^ S)a itberbied bad SSerl^dHmg f? ^^ betj^^u^fe^img ft^i 

«ein ijl, fo biffenrt ber :|«^'te ^t)etrWTOdJuns (]»7) iftT^Ol. 
fle^iemen fe^r .«^pikr^on oem ?)rt>bu{ß: 

-^ f*"(o)i-Krix"(0)]= 

51^ [cjM. (2 * + J, +1/ ~1M" (2 »- + T , )J. 

Solftitd^ tjt tev'^obuIuS 0ony(x4-Ax) im ^Qgemcinen fe^r n»e: 
nig von ber ©rofc 



■*• 



(10^ 



R Rj RR] u 



• ■» 



\«'^ ^ 2 R I 2 R j 

je€t^6)itt)tn , XDzld)t in SSergletdt) ju R fetbfi febr ftetn tfl/ wenig- 
ften&, xotnn ber ÜRobulud R einen enblicben SSert^ bebält. 

Um t)on ben t)orbin aufgetleUten $riniit>ien etne 2Cnn>enbunq 
(u jeigen/ n>oUen n)ir annehmen/ e$ foUe^ nacbbem bte* ®Iet(|>uns 
(1) auf bie %otm (32) gebracht i|l/ unter ben SBurjeln biefer 
®lei(bung eine t)on benen i^eflimmt werben / beten SRobuluft Reiner 
iß al§ bte 3abl 4,4»... (@iebe Seite leo unb 109). 

Xldbann t)at man : 

(101) ,/(x) = e«-x,/'(x) = e*~l, 

/"(x)=/'"(x) = ... = e»; 
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un^ xotm man StuH ffir ben erfien gendl^erten SBScrtl^ |>er geftti!» 
ten SSBurjel annimmt/, fo ftnbet man: 

(102) /(0)=1,/'(0)=0;/^(0) = 1. , 
Solgtid^ geben bte Formeln (90) für x = : 

(103) R==l, Ri=0, R, = l, T=Tj=7r. 

©efet man bann in ber gormel (02) ber t)or]&erge^)enben SSorlefung 
n=2unb2m+l=i ober =3, fo folgt bardu« nad^ einanber: 

(104) Ax = py^, Ax=--p1/=:i. 

%t>lQlxö) ijl ber jweite genäherte SBert^ ber gefud&ten SBurjel: 

(106) , x+Ax = pl/iri, ober x+Ax = _p|/'z:i, 
inbem p Kein genug ijl/ baf ber SRobuIud bed Vu^brucTeS:. 

(106; ^ /(x + Ax)=cosp— (p— sinp)j/"i:i, 

( ober /(x + A X) = cos p + ip-^ sin p) V^rj, 
nmlid) : 

(107) (i_2p8inp + p^)^ 

Reiner wirb atö ber ÜRobuluS t>on /(x) ; b. b- Keiner atö bie €in- 
6cit. SRun wirb aber biefe SBebingung erfüHt/ »enn man p = 

ober <^ fefet/ weil in biefem gaöe immer 8inp> £ {jj, ji,„ 

bic »egriffe ju fimtn, woUen wir p=- fefeen/ fo rebudrt ficb 
ber SRobultt« (107) auf: 



(108) 



n— ^ + Y^y=|--l=0/5707 .., 



unb bie er|ie ber Formeln (105) auf: 



TV 



(109) x + Ax= i-K=l = (1/5707... )K=5. 
@e^t man nun: 

(110) x=r(cost+K=i8mt)=-V^^, 

fo ftnbet mani 

(iii)/(x)=e^^-'-^K=i=(i-|)l/-::ä 
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(1,2) r=-, i=-, 

(113) R=^-l, K. = K2, T = -J,T.=?i!. 

unb 6ie gormcln (Ol), (96) geben: 

(114) Ax=p(co8r + K^«>n:^) = '^^(l-"K=^)/ 

4 

(115) p= ^!5^ =0,04036.. ., r=^ ^L= ^0,7583. . . , 

2]/^2 4 

fo baß man l^at: 
(116) x+Ax = !Lf? + !!±^l/-— 1 

4 4 

= 0,28539... + (1,28539... )K=i. 

Ueberbieö folgt auS ber ©leic^ung (98) , tomn man /" (x) = e * 
fe^tt 

(117)<&"(p) + K^X'(p) = 

^nj jBB (r «in t + p «ini» -f- 2 J»)] . 
SBft^in gibt bie gomel (97) : 

/ /(x+Ax) = 
(118) J iP* e"°"[e*' ^'*"' cos(r»in t+ 0» pMB»'+2v)+ 

( e*^» P ~'"' sin (r sin t + d, p sin y + 2 »-) K^' 

unb ba nad(^ bjefer leisten gormel ber ÜRobulu§ t>on/(x + Ax) 
ffir pofitbe SBertbe t)on cosr offenbar f leiner ijl al§ bä§ ^robuct: 

(119) p2^rco8t+pco8i^^ 

fo fann man bel^aupten, ia^ bem SSSertbe t)on x+Ax, weld^er 
burd^ bie ®leid(>ung (116) gegeben wirb, ein ÜJlobulu« »on/(x+Ax) 
entfprid^t, ber Heiner tjlatö bie ®r6pe: 

/*W frm mm P 

unb folgltdl) Keiner al§ ber !9!obuIud : 

R=-— 1 = 0,5707... 
2 



% <' 



J 
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J^iert>on fann man fidf^ übrigens aucl^ Uidft buect übeifieugcn; benn 
fe||t man: 

x4-Ax=:0,28539...+(l;28639...)K^/ 

fo fmbct man : . 

(121) /(x + Ax) = 

e'"*"^''— (x+Ax)=0;0890 — (0,0089... )K^/ 

unb folgltdt): 

(IM) R + A R =.[(0,0890 ...)'+ (0,0089 . . .)M^ = 0,0891 . . . 

9Ran fann atfo ben tmagindwn XuSbrurf 0,2853.., + (1,2853.. .)|/IIi 
für ben britten gendl)crten JBScrtb bcr ju bcjlimmcnben SSBurjcl neb- 
men. 585enn man ficb enbficb ber ©leicbung (91) bebtcnt, um au8 
bcm britten gcndberten SBcrtbe einen vierten, bann einen fünften 

au§ bem t)ierten abjuleiten, unb biefe üerfd)iebenen gendt)e¥ten 

SBertbe burcb Xj , x.^ , Xg , x^ , Xj ., bejeid^net; .fo erbdU man mit 
©infdbluß ber f^on berei^neten: 

Xj=0 

X, =(1,5707...) K^ 

X3=x, —-(^=0,2853... +(1,2853... )K^ 
/'(X2) 

^*®^ \ x,=x3 ~-*^^ = 0,3185... + (1,3388. ..)K=^ 

/(X3) 

^ --^m = 0,3181 . . . + (0,3372 . . .) V^ 
cic • • • . , ^ - 

wäbrenb bie ^obuli ber imaginären ^Cudbrude: 

/(Xi)/ /(xa)//(x3), /(x,), /(Xj), etc.. 

bie abnebmenbe SJeibe bilben: 

1, 0,5707 . . !, 0,0891 . . , 0,0023 . :, 0,0000 . . . , etc . . . ; 

unb ba bie SBertbe t)on x 5 , x g itdj) nid[^t t>on einanber unterfcbeiben, 
toenn man bie 2Cnndberung nur bid ju ben Secimalen ber t)ierten 
£)rbnung treibt; fo tonnen n>ir annelmen, bag 

(125) X = 0,3181 . . . + (1,3372 . . .) V^ 

bie gefitdbte SOSurj^l ber @leicbung (32) mit einer @enauiafeit, bie' 
ficb bt6 auf bie toierte S)ecimale in jebem ©liebe erftredrt, auS? 
brfttft. Um äbrigend in biefer SSe^iebung iebe Unaeteißbeit ju be» 
feitigen , brauet man nur auf ben Sebrfag 6 juru^sugeben , unb 
foIgenbeS Serfabren anittwenben. 



X5 =x 
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Senn man in ber gunctton/Cx) =6» — x, 

(38) x = p + qi/":ri, 

unb 

(126) p=0,3l81 + a/ q=l,3372 + ? 

fe^t 9 fo ftnbet man : 

(127) /(x) =/ (p + q K~i) = 

(0,3181695 . • . + 1,3371818 . . . l/=i) e " (coa ^ +1/^=1™ ^) 
— (0,3181 + a + (1.3372 + ^) 1/^=1). 
UeberbteS woQen n>ir feigen : 

(128) a + ßV^=i=p(cosv+V^=isini;), 

WO p ben SRobuluS toon/(x) bejeic^net^ unb e6 feien d^ , d^^mx 
Heinere gal^len atö 1. @e^t man nun in bei: f^ormel (12) SSorle« 

fung 8, D für x, eP^'"" cos (p sin i.) ober p^'^^"" 8m(psiny) für 
/(x) unb ^1 ober.(?a f&if <?; fo folgt barauö : 

«"cos ß=e^ ^^^ cos (p sin v) = 

= l + pcosv+£le^i P^°*'';cos(2i;+Öi P«"^)' 

t 

= psini;+^— ® * .sin(2v + ^,*psiny), 

ober was einerlei ifl: 

(130) i *"«"'»^=l + « + *(«*+^* )e''»«co8(2y + tf, ?) 

3Ran (ann foIgli<|>/ wenn man bet i(&i:)e wegen 

,.^,^ { 0,0000695...— 0,6818304... 0—1,3371818... fl = 3t 
('31) y ~. 

/— 0/0000181 ...+ 1,3371818 ...«- 0,0818304 ... ^ = »■ 

** ; ^ [0, 3181695. . . e*i " co8(2v+«, ?) 

n w^ < - 1/3371818 ... e *» « shi (2 y + tf, ^)] = 7 

;^ [1,3371818. . . «''' "«»(2»+«»^) 

+0,3181695...«*« "8hi(2v + d,^)]=«, 



1 
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Wt bit %omtl (127) auf: 

(133) /•(p+qKrä)=2C+y+(S5+3)K=T 

rebuctren. 

@8 feien nun: 

R, fft, <; 

bte SRobuli bec tmogindren HvAtxixdv. 
fo baf nt4>t nur: 

(134) /(x)=/(p+qK-l) = R(co8T + K=5«iiT), 

fonbem au4>: 

(135) < 2e+a5K^=9l(«o»5£+KrT«o^), 

t|l/ too %9 & teeQe SBogen beiet4)nen. Sie ©lei^iung (ISS) gibt: 

(136) RcosT = gtco83J+$cos©; R8in;;^g|(8iiiT+^s]nG), 

unb baS £luabrat bed SRobulud R / weld^e^ burdl) bte fSformel : 

(137) R* = SR'+2^5Rco8(a;^G>)+5» 

befümmt wirb, bleibt offenbar 5toif(|)en ben ©rensett: 

(188) (8t-0S (SR+^)V 

SRitbin liegt ber SRobuluS R felbfl itoifd^en ben ©renken : 

(139) SR- 5, gt+^z 

wenn $< SR; unb jwifcben ben (Srenjen: 

(140) €-81. «+81/ 

wenn ?>8ll ijlf woran« offenbar folgt, bafi bie ©ifferenj: 

(141) R-8t 

in aQen .S&Uen einen Keinem 3ablenn)ertb M q bat. Xnberer 
@ett«/ wenn man ben ®r6fen a, ß Heinere ))o{ttit)e Sertbe alS 
0,0001 beilegt; fo bleiben bie aud ben Sormeln (1S2) abgeleiteten 
aSertbe t)on r, 9 ^wifcben ben ©renjen — 0,00000002, +0,00000002, 
unb folglich bletbt ber SRobulu«: 

(142)* ' 5 = (y»+^>)4 

Heiner a» (0,00000002) K2 < 0,0000000S. golgltcb tann ber 
ÜRobulu« R alSbann i»on bem fDtobuluö Sit nur in ber a^^ten jDe- 

12 
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tImalfteUe »erfdtyieben fein. «Run »erfc^tpinbtt aUx bet 5W>ulu8: 

(143) at:^(5£'+B')^* • 

wenn man fe|t: 

0,0000696 ... — 0,6818304 . . . « — 1,3371818 ...ß 

(*^*) ^ _ 0,0000181 ... + 1,3371818 ... a- 0,6818304 ... ^ 

=rS8 = 0, 

ot>eT xoai einerlei tjl: 

(145) « = 0,0000317..., ^=0,0000357... 

®ibt man aber ber SBeronbetlidt)«" « einen bcr SEBerfifte: 

(146) « = 0, 

(147) a=0,OOOI, 

unb nimmt ß jwifd^en ben ©renken : 

(148) ^=0, 

(149) ß = 0)0001 , 

ober gibt man ber SBerdnberlic^en ß einen ber SBert^e (148) , (140) 
unb nimmt « jwifc^en ben ©renjen (14Ö), (147) cn; fo ift bet 
9RobuIu8 91 , »eld^er ^xö) auf eine ber gormen : 

(150) SR= [(0,0000695 ... — 1,3371818 .,.ß)* 

+ (0,p000181 . . . + 0,6818304 ...ß)^]^, 
(161) gt= [(0,0000014... -1,3371818...^)* 

+(0,0001166.. .—0,6818304...^)» ]^» 

(152) SR = [(0,0000695 ... — 0,6818304 . . . a)* 

+ (0,0000181 ... — 1,3371818 . . . a)» ]* , 

(153) 81 = [(0,0000642 . . . + 0,6818304 . . . a)» 

+ (0,0000862 ... — 1,3371818 ...af ]^ 

rebttcirt, offenbar ßrjßer» a» eine bet ®r6fiett: 

(154) 0,0000181 . . . , 

(155) 0,0001156 ... — (0,6818304) (0,0001) == 0,0000476 . . . 

(156) 0,0000695 ... — (0,6818304) (0,0001) = 0,0000014 . . . 

(157) 0,0000641... 

Solfilic^ bleibt ber SRobuIuS R Heiner alS bie Sai^l 0,00000003, 
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I p =0,31814- 0,0000321 = 0,3181321... 
I q= 1,3372+^,060036«= 1,3971356.., 

fe^t; obix ex mrb gro^ aS& bie ädliil 0,A000014; . .. . ^ vottm mm 
Me ®rofe p in>tfd^en bett ©retten; 

(159) Pi = 0,3181 , Pa «: 0,3181+ 0,0001 =0,3182 

oarirren Idgtr tmb q; einen ber SBert^e: 

(160) q^ = 1,3372 , q^ = 1,3372 + 0,WMM =1,3873 

beilegt , titr wtnxt xmn ^ gnrif^n toen @vti%en q^ , % oariuen 
Id^t,. unb p tinttt ber SSkrti^e Pi , pi, gibt S»igU4) &<^t ^i< ®I^ts 
cbung (52) nac^ &(brfa^ 6, imb n>ett bie BofyL O,OM00i4 gv&ß^r 
ifi oB bte 3al(^ 0,000000^3^ eine imaginäre SSMVfA: 

in »eldber ber SBertlj^ öon p jwifcben ben.®renjen 1,3181, 0,3182 
unb brr SBertl^ rxm q^n^ifi^en beti ©renjen l,333r2, 1,3373 Ik^t. 
Sie ©leid^mig (125) gibt alfo biefe S5^ttr$et mit einet ©enaurg^ 
feit, bie fx^ in iebem ©liebe be^ jwciten S^ife« bi6 auf t>k fftnfte 
DedmaljleQe erfirecft. 2)fe ®enanigfeit gebt fegat nod^ weiter; 
benn bie ber gefiul^ten SBurjel entfpre^enben SBertl« t>on a, B ftnb 
{leinet, atö bie 3abl «,M01, unt^ gen&gen ber ©(et^yung n=0« 
ober xoa^ einevlet ijl, ben beiben ©leicbttngert : 

(161) 2C+y =0,85+5=0. 

@ubßituiTt man nun in biefe legten ©leiddiungen für 2C/ S) 
i^te au& ben ©leiclittngen (isi) ge^genen Sfieitb^i^ io' etbilt maa: 

a = 0,0000ai7 + (032 . . .) ^ — (0^593 , . .) Ö 
^= 0,00W357 + (0,593 .. .)^+ (0,30^. . .)y. 

Sßeil /,'$ iwifcfoen ben ®rett&en — OwMiOOOlM^ +Q,000000i2 

liegen, fo finb folglid^) bie burd^ bie ©leicbungcn (145) gegebenen 
SBcrtfte t)on a, ß bi§ anf bie fiebente £>e£intalfteUe genau, unb 
taffelbe gilt t>on ber burc^ bie ©leid^^ung: 

( 163) x=0,3181;317 . . . +(1,3»235T. . .>K~i 

bejlimmten SBur^el x. 

SBBenn man in ben obigen 9{eebnungen für bte erfte ber ©teicbun- 
gen (105) bie jweite fubjiituirte, fo erhielte man al6bann ftaft ber 
germel (163) fotgenbe: 

(164) X = 0,3181317.. . — (1,3372357... )K=^' 

xotlöft^ eine jweite ffiurjel ber ©(eid^ung (32) ijl. 2)a biefe unb 



(162) j 
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bie burd^ bte Sfotmel (163) befttmmte SSursel coniugirte ftnb; fo 
entrprecben fte einem emsigen, iwtfcben unb 4,455... Uegenben 
SRobuIuS. 

iDaft SSotJ^ergel^enbe ift btnretdi^enb / um ju geigen , wie man 
imd) fuccefftt>e Xi^|)ronmationen bie reellen ober tmagin&ten SBur« 
uln einer algebraifcben ober tranScenbenten ©leicbung fo itnau be- 
ftimmen fann, att man nur immer »iU/ unb wie man juglei^ 
bie ©renken ber beganaenen %t\)Ut berechnen fann. 2)ie obige 
XufI6fung$metbobe t)at Segenbre ift ber jvoeiten Xu^gabe feiner 
Sbeorie ber Babten gegeben ^ unb er war ber SReinung/ fte muffe 
ftcb auf alle Vrten algebraifcber , ober tranScenbenter Sleicbungen 
anwenben laffen. 2Cber e$ ifi einleucbtenb / bafi fte nicbt mebr am 
»enbbar ift, wenn bie gunction/(x); bie in einem ber 8ebrfdj|e 
li 3> 4/ 5/ auögefprocbenen flSebingungen ntc^t erf&Qt. t>Ui 
fed fann nicbt befrembeu/ wenn man erwdgt/ ba§ manf(x) eine 
fol^e l^orm geben tann, baß bie ®Ieidbung(l) weber reelle, nocb 
tmaginare enblicbe SDBurjeln geftattet/ wad j. 93. ber SaQ ifi, wenn 
man fel^t: 

/(x) = e- , /(x)=e^l^S /(x) = e-\ 

3n foId[^en %iUtn fann man ber SSeränberlid^en* x wobl nocb 
eine {Reibe bon SBertben anweifen , bie fo gew&bK ftnb , baf bte 
conefj)onbirenben ®ertbc be6 5KobuluS t)on /(x) immer fleincr 
werben , aber bie SRobult ber toerfcbiebenen ©lieber ber 9{eibe (88) 
wacbfen Aber |ebe enblicbe ©renje binau6, fiatt bag fte gegen eine 
enblicbe ©renje cont>ergiren foUten. (SRan febe übrigen^ über bie 
]tufl6fung ber 3ablengleicbungen ba$ angefubrte SSerr t>on Segem 
bre y unb eine 2lbbanblung t>on gourier im Tome VII des Me- 
moires de PAcadeinie des Sciences.) 

SJir böben fcbon bemerft , bag , wenn / (x) eine ganje gun« 
ction be$ ®rabe$ n bejeicbnet, wie bie burdb bie ®leicbung (4) 
auftgebrficf te , ftcb biefe Function in fo t>iele gactoren beS erflen 
®rabed ^erlegen Idfit , al9 bie 3abl n Sinbeiten ^at SBenn ferner 
bte gunction/(x) unter reeller gorm erfd^eint, ober wenn bie im 
^weiten Xbeile ber ©leicbung (4) loorfommenben (Sonflanten a^/ 
a| . . . a„ alle reell ftnb ; fo b^t bie ©leicbung (1) nur reeUe ^uu 
}eln , ober tmagindre coniugirte SBurjeln t)on ber gorm : 

r(cast+|/"IIisint), r(cost — j/^I^sint). 

VKbann entf|prtd[^t ieber reelleit SBBurul ein reeller gactor be6 
erfien ® rabe9 , wa(^renb bag jwei imaginären conjugirten SBurjeln 
)wet tmagindre gactoren: 

x—rcost — rsintj/".^, x — rcöst-j-^Mßt]/^^ 

entfpre^^en , bie auc^ conjugirt ftnb , unb einen reellen gactor M 
)wettett ®rabeft: 

(x— rcost)* 4-r* sin» t = x» — 2rco8t+r» 



— 181 — 

mm ^robucte geben. ^Stan tann alfo folgenben 6ai^ au^ 

3ebe reelle unb ganje Function bev Serdnber« 
lidben x Ufit ftcb in reelle %attoxtn bed erjlen ober 
kxotxttn ®rabed serleaen. (@tebe alaebraif6^e Tlmbf^ 

Qap.X).*) 

*) fBon biefem lot^ttgen Ba^z ^at ®auf in ben 2(b|anbbin9Cii: Demoa- 
stratio nova tbeorematisy omnem functionem algebraicam rationalem 
integram unius variabiüs in factores primi vet secundi gradug re- 
soKi posse. Heimst. 1799- unb Demonstratio nova altera et tertia 
theorematis omnem functionem etc. Gottingae 1816 brei t)on bem 
obigen ganj oerfdl^iebcne Stoeife gegeben. 

Vnmerf. b. tteberf. 



ßtttwidelung einer Function t)on x, meli^e für x = a unenb^ 
1x6) wirb, nad) ben jleigenben ?)otcnjen t)on x — a. 
Serlegung ber rationalen 93rödf)e» 
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(1) x = r(cost4-l/^— iwnt) 

eine reeüe ober imaginäre aSerdnberlid^e , r \\)x SKobulu§ ober 3a6- 
lenwerft , a ein befonbercr SBertl^ berfelben unb /(x) eine gun:* 
ction/ bie für x=a unenblic^ wirb; fo wirb ber S38ertb a \>on x 
eine SBurjel ber ©leid^ung: 

(%) ±.=0 

fein/ unb man fagt, ha^ biefe ®letc^)unfl h SBurjeln bat, jebe =a, 
wenn ba6 $robuct: 

(3) (x-a)»^/(x), 

worin h eine beliebige ^anje 3abl bejeicbnet, für x=a einen enb^ 
lid^m, t)on Slutt toerfcbtebenen SSSertb befommt. Um alSbann bic 
Function /(x) unmittelbar. nacb ben fteigenben ^O'otenjen t>on x — a' 
ju entwidfeln, fann man ficb ber ©leicbung (40) SSorlef. 13, in 
beren ^weitem SSb^ile unenbli($e ©lieber t)orrommen, unb welcber 
baber im Allgemeinen unter unbejiimmter gorm erfcbcinen wirb, 
nidi)t mebr bebienen. Aber biefe ©teicbung fann nod() auf t>it Snts 
wirfelung be§ al§ gunctien t)on x betracbteten ÄuSbrudfeö (3) an= 
gewanbt werben. IBeieicbnet man ba|^er burcb p ben !0tobulu$ 
t)on X — a, unb burcb (f>(p)* x(p)iwt\ reelle Functionen t)on bem 
SRobultt* p, unb fefet: 

(4) X — a = p (cos V + ]/^— ißin v), 

(5) (x-a)V(x)=g(x), 

(6) • g[a + p(cosv + K=18iny)]=95(p)+x(p)K*^; 
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fo folgt ani ber angef&fjrten ©lei^^ung : 



+ 



(7) 8f(x)=§(a) + i=±g'(a) + <^iZ:|^g»(«)+... 

1.2.3...(n— 1)" ^1.2.3...ii (cosv+K^si'n»')" ' ' 

»o »i unb ö, jtoet Reinere Saufen aß 1 bejel^jnen. ©fotWrt man 
nun bettle Steife ber gormel (7) bur4) (x — a) •» , fo ergibt jt<i> : 

(x-a)" ^ 1 (x-a)"-! ^ 1 . 2 (x - a)"-» ^Z ' " 
1.2,..(h-l) (x-a) "^1.2.3. ...h 

^1.2.3...(li+l)^ ^^1.2.3...(n_l)^ *' 

^ «p^'Xg.pJ+Kgx^'HgiP) (x-a)»-" ^ 
(cosv+|/"^9iny)» l,2.3...ii' 

SSermttteljt biefet le<jten gormel fann man /(x) nacb ben ffiei. 
genben unb gonjen ^otenjen «on (x— a) enttoirfete/ unb bie h 
erften ©lieber ber ©itwicfelung , beren Summe iKx) genannt »er- 
ben maQ , unb gleich 

(x-a)h 1 (x-a)''-'^.i.2,(i-a)»'-'-^" 
, 1 g^k-'Xa) (x-a)-H-' 



(10) /(.)=, -Il!>+1 _JH_+X L1^1L_ + 

(x-a)i 1 (X— .a)''-»^1.2(x— a)"-«^"' 

1.2.3...(hr-l) (je— a) 1.2;3.,.u (co8»'4-V":i|sinv)'' ' 
©ter: 
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unb folglich ^ tocnn 

(12) /(x)--iKx)=tir(x), 
ober 

(13) /(x)=,Kx)+,ir(x) 

gefegt wirb : 

(14) «(«)= '>>^''^(^>P)+V^xK^»P) (co.h.-l/-=5«nh»'). 

1.2.3...h 

@9 verbient betnttit ju werben > bag bte bur(|> bie ®(et(^ung 
(14) bejlimmte Function (x) f&r x=a folgenben SBert() befomtnt: 

(15) t.'(x)= <>^^'-^w+K-i%<^xo) _ _f::na)^ 

l,2.3...h 1.2.3...h 

loeldS^ed im Tfllgemeinen ein enblic^er fein wirb. S)iefed iji }. S. 
ber %^f wenn man 

(16) /(x)=C^ 

F(x) 

fe^t/ wo f(x), F(x) }wei ganje Functionen Don x bejetc^nen/ b.t 
wenn /(x) ein rationaler JBru* wirb, ©rfirft man aWbann bie 
toerfc^iebenen SBurjeln ber ©leid^ung: 

(17) F(x) = 

butd^ a, b/ c... auS/ bie Sal^I ber SBurgeln^ weld^^e =:a {tnb; 
burcb h , bie ber SBurseln / welct^e = b finb ; burd^ k , bie 3a^I 
ber fSurjeln/ weld^e =c {tnb, burcl[^ 1;... unb burc^ ^ einen 

conjianten Sfttctor; fo erl^dlt man: 

(18) F(x)=SR(x-a)» (x-b)«^ (x-c)J .... 
unb f^fglic^: 

(19) g(x)=(x-a)VW= s^(,_b/4L,y , . = 

^(x-b)->'(x-c)-»...f(x). 

^Ciffetenjirt man nun ben ^weiten S^eil bet ®(et4>una (19) 
h mal na4) x , fo er^&lt man offenbar einen IBSett^ von ^^x), 

t9el(|)et fftt X = a ntc^t unenbltd^ wirb. Ißenn man anberer @eitS 
ber Afirje wegen 

(20)g(a)=A,Y=A,,-^=A,,...j^^-^j_j.^==AH.u 
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W, fo geben bte Sotmeln (9) unb (18) : 

(21) U=.-i^+ \ 4--\-+...+ .^Ji=l-, 
(x — a)*» (x — a)''-' (x— a)«*~^ (x — a) 

SolgUd^ f antt ber rationale Sßmi) -V- f ^^^^ ^ ^tne Ißunel 

F(x) 

ber ®Uxd)uni (17) unb h bie Tttna^ ber SBBurieln , toelAe = a 
finb / bejetcl^net/ in Atoei Xbeile jerle^t werben / toot)on ber eine/ 
burd^ bie gormel (21) bejlimmte U bie Summe mehrerer Säxüd^t 
t% xotldjt conjiante Sabler unb bie niebri^ern ^otenjen als bie btt 
von (x— a) 5u il^ren 9lennern ^abm, wa^renb ber anbere Zf)tiii 

«3) mix)=i^ — V, 

F(x) 

fixt ieben enbli^^en SBBertl^ ber SSerdnberlid^en x tinm enblid^en 
SßertlS) bel^dlt. 

& fei nun in bem Sßxuä)t (16) m ber ®rab M 3d^(er$ f (x) 
unb n ber be* Kenners F(x). gerner feien V, W... dbnltcfte 
^nctionen t^on x, toie U, ndmlicb bie, in xotld)t ftdt) bie burdt^ 
bie ®teic|)unaen (5) unb (9) bestimmte Function ij/ (x) t)em>anbett/ 
nenn man für bie äSurjel a eine ber SSurjeln b , c . . . unb f&r 
bie ganje £abl h eine ber 3al^len k , 1 . . . fubflituirt. Sie gum 
ctionen ü, V, W...; xoü^t bur4)i®leicl^un8enlt)on ber gorm: 

P— -^ -L -^1 -L , Ah_i 

(X— a)h ^(x— a)«»-i ' " ' (x— a) 
(24)/ (x-b)k ^(x-b)k->^"'""^(x-b)' 



c , c,. . , c,_ 



w=— ^^^ + . V. . + ....+ 



= — r — + — n__ 

(x_c)» ' (x— c)>- 



I 



1 (x~c) 

etc . . . 

bejiimmt n>erben/ f6nnen nur bann unenblidS^ «werben / wenn in 
ber gunction U, x = a, in ber gunction V, x=b; in ber gum 
ction W, x=C;.... gefegt wirb; unb ba bie 2)ifferenjen : 

(25) £W U,^-V,£«-W.... 

F(x) F(x) F(x) 

im Stgent^eil enblidiie SSertl^e betommen, bie erfie f&r x=a/ bie 
jwette f&r x=b; bie britte ftrx = c,..; fo tfl. «ar, baß, wenn 
man 
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(26) ?^_U— V— W-....=Q 

F(x) 

fe^/ bit SunctioR Q ffiir feinen tniüd)tn SSetü^ i>on :f unenMtdti 
xoxxi. Stebuctrt man femer bte in bem in)eiten S^ei(e bet ©(eii^ungen 
(24) entl^altenen Sßtix^t auf benfelben 9lenner, fo fann man bte 
@umntt IJ+V+W+... leidf^t in einen neuen . IBruc|> \)ewans 
belu/ xotl^zx baS 9)robuct: 

(27) (x^ä)*(x— b)k(x— c)>.... 

jttm Slennec i^at, unb multiplicttt man bie betten ©ßeber biejirt 
neuen 83rud(^S butc^ bte Sottftante 9fl , fo ^nbet tnan : 

(28) ü+v+W+.,.= ^, 

F(x) 

WO R eine aanje Function eine6 niebrigern ®rabe§ ate n »on x 
ift. ^ierna^ erfdjeint bte burcb bie gunction (26) bejlimmte gufis 
ction Q unter ber rationalen gorm : , * 

(29) f(x)-R 

F(x) 

unb «Ktl fie fät (tue enbltd^en SBerti^e von x enbltd^ bleiben tnu$', 
Co mufi fte n^- nvtbtMtibtg «uf eine ganje gfunction btefet flSer^: 
teclMiKH tebudftn. ®a enblic^ auft ber ©leidiwng (^) folgt: 

<30) f(x)=<5)F(x)+B, 

fo muffen bie beiben ganjen Functionen Q/ R^ woüon bie jweite 
t)on einem nicbrigern ®rabe al§ F(x) ifl, offenbar ben £luotientcn 
unb gteft ber 2)it)ifion öon f(x) burd^ F(x) au§brudPen. Solgticb 
ijl ber rationale 83rucb/ welcher biefcn JReft jum Sab^^r unb F(x) 
jum Slenner bot/ nad^ ber gormel (28) ber Summe ber in. ben 
jweiten %\itx\txi ber ©teid^tmaen (24) enü^altenen Brftcl^c gleixi^. 

Sn bem gaUe, wo ber ®rab m oön f(x) niebriger ift aK bet 
®rab n joon F (x) , t)erfcl()n)inb^ ber jCluotient Q , unb man W 
folalidj) : 

f(x)=R. 

WSbann folgt aud ben Gleichungen (24) unb (28) : 

IfiTi) {x^ftjh ^(x^3)i^-*^ ^(x-c)' 

+ (T=b)r + (x_b)^-t + -'''5^ö^=b)' 

<;x — e)* (x— *c)*-* (x— c) 

+ etc... 
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2>te ^rmeJt (U) gibt of ettbiir ein SRitfel m Me ol^iib/ tot 

rationoden Sru^^ -;^ tn einfa^e fBr&4^ }tt ittUgtn , b. '^. in 

IBvfid^e , n>el$e confante 3&^Ier ^ben / mib term Ütennev Me ^«n« 
|en y^^^ien ber etiffft^en S^actoren x— a, x — b, % — e,.,. 
ftnb ; unb man erbitt folgenben Sdl^rfat^ : 

^^VMtt 1. @d fei 

(16) M 

F(x) 

ein rationatet Srucb/ in toeltbetn t)er ®rab bed Ken^ 
nex$ bii^etrift,/ 4U b^r be^ ^i^ltt^, unb e.S feien a, 
b/ c. . 1)ie reellen ot>er imaflin&ren SBurjeln ber 
©leicbung: 

(17) F(x)=^; 

fo brandet. man; umben JBrutb (16) in einfache Sßxü^t 
ju jerlegen, benf^lben nur 1) nacb ben ftetgenben 
^otenjen t)on x— a,^) nacb ben jleigenben ^otenjen 
t)on X — b, 3) nacb ben jleigenben ^otenjen toon x — c, 
etc.. }u entu)t(fe.lnr unb bann bie (Summe ^e^ ®lit: 
berjubtlbcn, weldbe in ben t)erfd)iebenen gutwide^ 
lungen unenbli<fe »erben/ wenn man x = a, x=b, x=c, 
etc fefet. 

SBcnn ber Sluottent Q nicbt t)erfcbn>inbct ^ fo eraibt ftcb au8 
ten Sonnet» {tU), (26) fj)Igenbe: 

(32)M = Q+ j1^4. , \ +..; + Aü^, 

F(x) (k — a)»» (x — a)**-* (x — a) 

+ B j. B^ j^ ^^ Bjk— 1 

(X — b)k ^(x— b)k-i^ (x— b) 



(X— C)l "^(X— C)l-l"^'""^(x— €) 



welcl^e au$ jur Verlegung beS l9rudS)e$ (16) in e}nfa(!be SStüdfn 
btent/ unb man mufi für ben Sebtfa^ i folgenben fubfiltuiren: 

Sedr^att 2. es fei 

(16) M 

^ ^ F(x) 

ein rationaler SBrucb, in welchem ber ®rab bejS^ab' 
Iet$ Qleicb ober b^ber aH ber bed 9lennerd wirb/ unD 
e^ feien a, b c... bie reellen ^i)ra: imß^iU'aK^» SSMir= 
jeln ber ©teicbung (17); fo genügt eS, um ben SÖrucb 
(16) in einfad[^e S3ritd^e ju jerlegeu/ benfjelben 1) na^ 
ben fteigenben ^otcnjen Don x~^, 2) nacb ben Itei« 
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aenbett 9>otenien toon x— b; 8) na4^ ben {ietgenben 
|)Qtenien t^on x — c, etc.. gu enttottfeln/ bann gu bem 
£luottenten ber S)tt)iftDn loon fCx) burdt^ F(x) bte 
Summe ber ©lieber gu abbtren/ xotldft in ben Der^ 
fd(^iebenen (Sntwidelungen fftr x=a/ für x=:b/ für 
x=c/.... unenblici() werben. 

3n bem befonbern %aUt , wo bte SBBurieltt ber ©letdi^ung (17) 
aOe ungleidS^ {tnb/ erbdit man: 

(33) h=k=l=... = l, 

(34) F(x)=Sfi(x-a)(x-b)(x-c)...., 

unb bie Formeln (31) , (32) rebuciren iid) auf bie beiben folgenben : 

(36) £« = -£-+ B+_2_+etc... 
F(x) X — a X — b X — c 

(36) £« = Q+A-+-?-.+-^+etc... 
F(x) X — a X — b X — c 

3n bemfelben gaUe folgt auS ber ®Ietc|^ung (5): 

(37) , g(x)=(x-a)/(x)= (^-^^)fW ^ 

" F (x) 

unb um alfo ben ßoefftcienten A ober §(a) gu bejlimmen , Qtnü^t 
eö, X — a in bem S5ruc|^e: 

(x^a)f(x) • 
F(x) . 
t>erf4>totnbtn p laffen. I&a aUt alibann btefet Sßmd) unter bec 
%oxm- tt\<!^tint, fo mu^/ na6) gonnel 6 SSorlef.l5, tiai aSetr» 

(x-a)r(x)-|-f(x) 
F (X) 

Hfbx gefegt toetben, tt>eld(>e$ fe(b{t auf: 

(38) ^ 

F'(x)- 

rebuart werben (ann. 

^an l)at folQÜ^ : 

(39) A = i^, 
unb ebenfo wirb man ftnben: 

(40) B=£<^;c=M,etc... 

F(b) F(c) 



— 189 — 

SnWtc^ geben bte Sotnteltt (SO) unb (40)/ xotnn man bte 
®(et(bung (a^ berfidrft(^ttgt: 

(41)A = i M—, B=}--—m—, 

9J(a-b)(a-c)...' SR(b-a)(b-c)...' 

S)|j(c_a)(c — b)... 

9lo4> t|l iu bemerftn , baß It^ bu erfie ber ®Iet(()ungen (41) 
btrect aus ben Sonnein (34) unb (37) / obet auS ber Formel : 

ng, X f(x) 

*^''^~S>l(x-b)(x— c)... 

|>crletten läßt. 

SBenn ber ®rab m t>on f (x) Heiner tfl , M bte Xnja^I ber 
©rifien a, b, c..., fo folgt arx^ ben Sormeln (3ö), (41): 

C42) M = 1 .1 __i(f)_ 1 -I- fc»») 1 

F((x) S)|{ f(a-b)(a-c)...'x— a'^(b— aXb— c)..."x-b 

(c — a)(c — b)... X — c ) 

unb bterauS folgt mit S3er&(fftcbtigung ber Formel (34): 

(43) f(x)= (>c-b)(x-c)... f(a)+ (;;-^Xx-^)" . f(b) 

(a — b) (a — c)... (b — a)(b — c).,. 

.+ OLz:^^ii=^f(c)+etc... 
(c — a)(c — b)... 

S>te ®Iet4^ung (43) t{l md)tt anberd/ ald bte Sagrangefcbe 
3nter))otatton$ s Sonnet , t)ermtttel{i weldber man eine ganje ^um 
ctton t)on X beflimmt/ n)enn man fo loiele befonbere äBertbe biefer 
Function fennt^ atö bie ganje 3abl n Stnbeiten f)at, bie unmittelbar 
grdger ifl a($ ibr ®rab. 

SS8cnn bie gunctionen f(x), F(x) unter reeller gorm erfcbeis 
nen/ unb bie beiben SBurjeln st, b imaginär unb conjugirt, b. b- 
Don^ ber gorm a + ^ V^—i / « — ^ V—i P*^^ 5 f^ P"^^^ *"^"' 
voenn 2C f SJ i^^i ^^^^11^ ©rö^en begeicbnen ^ bie ber ©teicbung : 

@enuge leijien/ bagi bie biefen SEBur^eln entf))recbenben einfacben 
förficbe in bem jn^eiten S^iitiit ber Sormel (35) ober (36) refpectit>e : 

(46) • 3C-83K=^ 3C+S3K~i 

finb. 



(46) 
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TfbHtt mm iUft bdbei Xkü^, fo tr^tt man fo%«ii&cir: 



Cx-a)^+^' 



»el(|>ct eine reelle usb linedrc Function t>on x jum ädbler / ünb 
einen teeHen gactor be§ jwcitcn ®rabc« t)on bem ^olpnome F (x) 
ium 9lenner bctt. 

Uebngend Mnnte matt t)erf(^iebene SRetboben jut äedegung t»e§ 

rattonafen äBrucbeS -^ in einfache äBrficbe^ b. b- in fblcbe/ wie 

F (x) 

im jweiten Zf)txU ber ©leicbuna (%2) t)i)rf ommen / angeben ; aber 

biefe t>erf4)iebenen SWetbobcn würben für bie ßoefficicnten A, A^, 

Aj . .. Aii_i, B/ Bj ...Bk_i f C , Cj...Ci— ij,.., ni>tbtDeiit)tg 

biefelben SBertbe geben. Um biefe§ ju beweifen, woüen wir bie 

beiben »beile ber ©Uicbung (82) burdb F(x) multtpliciren; fo tt^ 

gibt ftcb/ wenn man ber ^fturje wegen 

(47) QF(x)+B -I^ +... + B|,_i i^ 

(x— b)*^ (x — b) (x— c)* 

-|^Ci-i — — etc... = (x--a)*^7t(x) 
(x — c) 

fefet: 

F(x) _^^^ F(x) 

(x -^ a)*^ (x 



(48) f(x)= A ,-liiL. + A. ; '^'; , +• . .• 



+ AH^,I^+(x-a)k^(x). 
(x — a> 

2)a Äberbie^ ber erfle Z't)t\l ber ©leicbung (47) eine gan^e 
gunction t)Ott x ijl, bie ebenfowobl alS F(x) burcb (x — a)'^tbctU 
bar ij} ; fo brucFt tt (x) oucb eine ganje Function a\x^. @e^t man 
folgli^ in ber gormel (48) x=a+z^ unb üerglctdbt bann bie 
conpanten ©lieber ^ unb bie ßoefftcientcn ber gteid) boben ^Jotenjen 
ber SSerdnberltcben z in ben nacb ^^n {Icigenben ^otenjen biefer 
SSerdnberlicben entwicfelten beiben Z\)dUn] fo ftnbet man fuccefftt)e: 

(49) f(a+z) = 






(a + z) -j- z*' TT (a-J-z); 



ober/ wa§ einerlei ift: 

m f(.)+!:^,+f-:<i>.-+...+-i:?i;:i- .-= 

1 1.2 1.2.3...in 

z«'^(a + z)+<A+A,z+A,?»+...+A^_izl'-') 

• xf_E^ + _?^M-z+ + J^(A Z.-Y 

VI. 2.3. ..h 1.2.3. ..h+1 1.2.3. ..n / 
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unb: 

(61) f(a)-A ^"'^('> f'(a)=A. ^^^»> 

I.2.3...I1 1.2.3. ..h 

^ 1.2.3...h(M-l) 

Xu$ ben Sormeln (51) ergibt {t^ offenbar ein einziges €9« 
jtem von SBert^en für bie Sonfianten A, A^, A,...Ah-.i# 
ndmlic^ : 

(52) ^_ 1.2.3...hf(a) 

FO')(a) 
. _ l>2...(h+l)r(a)--AFq>+i)(a) 
^ (h+l)F('»)(a) '•••• 

Xuf biefelbe SSeife w&rbe man bie SBertl^e wnB, B, . . . 
Bk-i/ C, Cj ...Ci-i erl^alten. @S t>erbient bemerft ju »erben, 
ba^ bie erjie ber Sormeln (52) für bie eonftante A einen SBertl^ 

gibt, ber bem gleich i|l/ weld^en ber Sßtu^ ^ — — fftr 

F(x) 

x=a befommt. 

tiefer SSertb rebucirt fic^ für h = 1 auf ben burc^ bie %oxs 
mel (39) au9gebru(ften. 

Um t)on ben obigen ©ä^en eine Xnn>enbnng in geigen/ fei 
ber rationale Sßmd) : 

(53) /(x) = 1 

(X — l)*(^+i) 

in einfädle 93rud^e ju {erlegen. 

fSlad) itf)T\aii 1 hxa\xd)t man biefen SmdS» nur ju entn>t%Feln 

1) nacfe ben fteigenben ^otcnjen t>on (x— l), 2) na6) ben jlei:: 
genben |)otenien t)on (x+i), unb bann bie @umme ber ®ltebet 
jtt bilben / welche fftr x == 1 ober x = — 1 untMxä) werben, ©es 
jct(^net man nun 1) burcb «(x) eine gunction, weld&e für x = i 
einen f nblicben aS^ert^ behalt , fo ergibt fic|^ : 

(x-l)V(x)=-iT =5T7^^ = ?~I(^■-^>+<^'"^>**<^>' 

x+l »"Hx — 1) 2 4 

unb foIgIi4>: 

(54) /(x) = -. — L_ — l._l_+ff(x): 
•' 2 (x-1)» 4 (x— 1) 

2) wenn man burcb.«ri (x) eine guncfion Uiü^mt, bie f&r x=— 1 
einen enblul^en Sitxt^ bmlU 
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unb fblgltc^: 

/(x)=l.-L+„.(x). 
4 x+1 

3n ben betben SntiDtcfelungen be$ XuSbrudeft (5S) {tnb bie 
bret emfact^en fiSrAcf^e: 

11 .1 1 11 



t 



2 (x— 1)' 4 X— 1 4 x+1 

bie ©liebet/ weldbe für x = l ober x= — i aDein unenbli^mt; 
ben/ unb xc^a:^ ^at folglich na^ Se^rfa^ 1 : 

(56) ,_JL^ = l. •,-• • +1-. ' 



(x— l)^(x+l) 2 (x— 1)* 4 x-1 4 x+1 

Sbenfo würbe m^n ftnben: 

1 1111 



(57) 



x^ — 1 2 ' X— 1 2 x+1 

.X 11,11 

wnb -=- 7+:r- 



x'— 1 2 X — 1 2 x + 1 

Serner fei ber rationale S3rud(): 

V ID 

(58) — — , 

X" — 1 

wo ni/ n jwei gonie Labien beteid^nen/ unb m<n ifl, in einfache 
0r&(be iu gerlegen. 9Rit anbern SBorten^ e$ fei: 

f(x)=:x"»; F(x)=x«— 1, 

fo rebudrt fic^ bie ®Iei(|)ung (17) auf bie 6inomtf(|)e ©letcbung : 

(59) x» = l, 
beren ungtei^e äBurjeln bie Sorm b<^ben: 

(60) x=:C08 zb]/— ism 

n n 

wobei k eine ganje 3alSil tjl, bie =4n ober <4n ifj. 

@e6t man nun f&r x irgenb eine biefer SBurjeln / fo ftnbet ft(i: 

(6n f(^) _ X" _1 ^m+l 
F'(x) nx»-' n 

= 1 /^. 2k(.n + l)^ ^^^-.,. 2k(m + l)^ X 

n \ D n ) 



I)i»ibii:t man bann bte btibtn Sf^ftlc .ber (ät«4uns-<Slbuq[^ 
u, ligt a gtgen bit ®itnjt IRuII toriocrginn, unb bcrficFfi4tfgt 
Bit @Uic^ung<n (&)»:(9)f (7); fo ßnbet nutn; 

(9) dii = <f(x, y, z...)dx4xZ(*f ?» ^■-)^y ; / - 

Serpiiße ber ^Uidjung (9) tß ba« 2)iffer« 
u ooUPsnimfrt Veflimrat, ' fcbatb manbie Ößert^ 
dy^dz,... be^ttntiit t)ät; aber bicftl U%tW @ 
S'iffewnjiale bei' ürfabbängig irerinbftli^ei: @ 
bl*ibm BfiQih rorflfflbrtit^f ' wiib man fann fU t 
6ijn|lanten fi-, k', I,- . '^täifeeen. 

■ iBet twbrtge&enötTötiBeiä ber gormet (9)^6* »ßrau*». tmS 
bit Sitränoerttc^en x, y, z.,., bie gnnrtitm u, ft« 3nttem*ntt ■ 
unb £)ifferenüalt ritU finb. %M.m efi .t{t UW, b^ftn fSmcift 
fo \a mobifictren, ' ha% tt fiäj' äuä) auf 'ben gaU dnnxnbtn U^t, 
ma b^„Siinctton u, Jbj^ Steränbe[(t(^«n -^■/■j-, z..., UtA^nitt*: 
mintf ^i,, Ay, Az..-.,-wtb bic X^if^iea^iale dx, dy,,dz,..:.. 
tmagina]: tDer^th. 2>cn^ nenn A x , Ar , A z , . , . unmlitlt. Ätiii' 
tinb, {0 folgt aus bei gormtl (51) btr SSorUfuifi i9i ■ 

/(x+Ax, y, z. ..)-/(*, y,-z...)=Axt'?(x, y, z. ..)+/], 

/(x+Ax, yThAy, z...)-/{x+Ax, y, %...) 

^Ay[z(«-4-A't.y, «-.■)+'!. ■ 

/(x + Ax, y^Ay, z + Az....)-/(x+Ax, y+Ay, z...) ' 
■ ,' " =A«[i;'<x-fAj;y+Ay, z...)+K], 

B» Z,-^.- K nril 'Ax, Ay,-'A-z,... oetitlHoinben mfiffrit. ''tffait' 
!)at folglidj: ■ . . 

(10)/(x + Ax, y + Ay, z + Az, ...) -/"(x, y, z...) 

= [.H<x, r> 2...),+ flA"^+[;i(* + Ax, y, z...)-|^J]Ay 

+ [^(x+Ax, y + Aj, i...)4-K]Az + «c... 

Sinn brräil^t man aber, um bte S^nntf (9) nvtebci gu erltalfcnt 

bif bcibtH X^eilt bef- QtUf(^tan(| (10) nui bun^ a ju bibibinn/ 

'l unb bemt a gegeA tne'^t'enit KiA coneerghtn ju Infm. ' ' - 

Xltt XnvDfnbung bei Soimel (0) auf btfenbite SaK« ^!M: ' "' 

d(x4'^''Li-7^',:':>=dx + dy+<l»+.-ti«l('i-y)«d»-d)'. 
: .;^d;(«a■4•'>y+'>«+;;■)==■«'J■=^+'>dy+o3z^-.^, 



:;Bon'dw M ®IUb qi(x ,^ j^.i.,,)dx jei 



i^' aiefei. giiitcffwi X allein 0I8 Btränbeili^, 
conftant httcaäfttt mfiibeQ. ' Xhö btef^ni 0,ntnbt 

Mb p«ttt»8fen S^iferenjiÄle «Drttf'tti** y, i^öctt*,..: 'SBipHWia 
bief4 )]lArtt«It«n £iifeieiH(t'tfU iKibüVc^ Kirittrnrt, IIUt$ tftito ittntfR 
«1 beiv iSvcDflabcn 4 «it 'ficrä^ntteilft^^ f«|t, auf''We(ä}e fit tiilj 
bfjif^m, atfMuttl'i ■ ■ ■■ - ■■"■■'■' ' '- ■■'' '■■- ' •' 

fp ^ot man : , 

...,,,... ,: ^^ ..... . i;^... 

iflftt ixt ^tefft^iij) (0) ,(i){)n auf bie btibcn gori^engtlira^t ^triiut: 
(12) dui=(l,u+dyn + d,u + elc... 

dx. dy dz , 

, "^ ^^ SontKMl^Vl«^/ feig Die. «fli^ifO«! a}>ifftT«>i|i<ik 
Ptc^K^tru« d*u«'. ttif.<,.;^if'.v>rfi4wb(»HR. SJ^ilc bt& XMdlifn 
rtitgidES ij-«i ftnbf s>«l^ man «utb liloß Ki^ S^iffHcngial tm 
Sunttitm iiimiiifiirfflnB. , i. . 

Set JKür^e mtgen Id^t man geroötinlitb in btn Sonncin (11) 
bteltmtm'ffl l!a«-2<i*«n dr giften SSu^ffabm wfj,'' uiit^riA 
bit t]a(& x,.j,y a..,ig|iumiincn(n «attitSen btrioirtmi gunctionen 
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blog bnt^ bte Segetctmunsen : 

.... - da du du 

(14) — -, -— , —-, etc.. 

dx; dy dz 

aud. 

VIßbann ifl -— ntdiit ber £luottent t)on d u bmbixt butcb d x, 

dx 

unb um bad partielle Stfferenital t>on u na(|^ x au$iubr&(fen, mug 
man fi* ber IB^^yliiriy tg;. • /^ • t - ^ : -j ^ (} i I .^ 

du , 

Sucbftal^eti x wl^ber unten <in baS ^ü^n i-Ml Äiewaft »er* 
n)anbeirTO'b1e'S6rmet(l3)mf ^-^"^^^ ....w...!fr. 

(15) dn= — dx4- — dy-f — dz + etc... 

d X dy dz 

. ^a aber in biefer legten Sonne! bte S)if e¥en»afodx> d}-, 
dz... niö^t gegen ejnatiber loeMejlncbefi ;n>erben burfen, fo m* 
tritt fie bte ©teile ber gormcl (12). 

Sunt @cl[^Iuf[e biefer SJorlefurrjj xotU^tf fclv ttb4> ein f^Jt ?in« 
fad^e« SJHtliet angefiett/- bie ©erecbttünft b^t ^otalbtffevenjidle auj 
brc bet «ÖgeWfeten. Jf Änjctlonen jurÄ(fi\tfil)t:tt«. ' 'SBenti m,ön 4x.= 
aJx feilet, m d iixH' ütienblid^ fieüte '@r6fe bejefcbnet; fo )piUb 
M Äirtalbiffeilfemfat 'dii. burd^ b|e ^t^mel (7) bepmiÄt, wehMUU 
ftc^ btt'^rtje JcüÖ'tiÄbetnbett 5"t?™erite A^, Ay, Az...; ben 
M^etrjiafen d3^,'dr; d AT..: beihabe' ob« Itreng i>rt)ppttrönal 
»eroen. ÜBttbin ijl bte Sormel (7) ricbtifl/ wenn man f^gt: * * 






(1&) Ax = adx/ Ay = ady, Az = adz^ etc.../ 

fa baj: . ■' ^* w'. • /; •,••'.. c:... > i • 

(17) ^ ^T — K^ f(x + adx, j-j-aiy, z + g A^>;..>-^/(x» y^ z..,) 

Setracbtet man iVibe^erS^eitö o^in bem3(i;abrucl|i;,/rx4^a^ 
y+«4y# z.^,f>('d^.r') attewajli oeraäberiit^/;'-;it9>.fefet fol^li^; 

(18)/ /^x4«ax,>4-«äy,^4-adz,^^^ 

(0 bot ft9^^finicb< ntw.v ... . / . -: /•v«'^ • ^^-' 

(19) u = F(0), :);• , \ 

fonbern awif Au^»F(oO— .F,(Q), uub^ folglld) : .: •, 'i . 
(2Ö) • du=Kin^<^>~^^^^'==r(b>. ' " "■ 

Um alfo baS^otalbifferenjial du ju bjlben/ brauc^^ W»t.i}iw 
ben befbnfctJrr: SSmb Jü beVedS)nen, itet^^ft We dbgelBrftefe lÜltttft'ti 
P(a) för «=0 befommt. ^^ ' • . . . ., i .i.r .^... 
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©ebraud) bec ^)articUen abgeleiteten Functionen bei bec J)iffe: 

S^n jittinö . : i^x : , sufÄmwmgefe^tm • : jS fWCttonift o r . -^ iff ^rw^^^e 
•^ nnchttbi^Uec ^guhctionen. ßet)tfa§' üön' M 

. gunctioneft* 









•im «' • * 



eine Nliebigc gunctipn von bgn 1Serarib«rIicIJcn!ii^''v;V Mj.'.^,jvelcbi 
felbjl'wteber al§ Swnctiörien b^t unabbanaiä perattberli^eii ©iofiei 



be 
en 
^j j,'z,:. anaefebeft wrbm; fo wirb s imli^lajfJ^^}ftf,tn^tli^i} 
^u nett ort biefcr legten SSerdno^rlid()en fem; ,ünb wenn m^n bie 
foiUi\xtix.liii)tn ,, glet^jeiti^cn Sncremeftte tion x/ y /^ z/^-. burp^ Ax, 
Ay, Az bcjcicbnet, fö Werben bie.. corre{)?on^,i^enbei; Sr^ci^mifite 
Aü;.;Av, Aw,.., A3.ber. Suncttönea u/r/w.;;,.^ löup^ bie 

(1) A8=:F(u4-Au/ v + ^y/ w + Aw/...) — F("/ v, w...) 

mit einanber t>erbunben fein. .> . 

., . Ufbftbte§ feien :^, . . 

^(u, V, w...)f X(«^ y, \v...), ^(u, V, w...) 

bie ^järtieHen berfetrten gurtctionen yjon Piu,'Vf w.:.) nacb. U; 
V, ^,:,: ©Ä bit ®ier3)«ng (ß^ ber 'borbergebe'nbenr SJorlefung 
för jiebe^i beliebigen SBertb bcr SSerdnberlicben x, y, z..,. unb 
ibrer 3rtctemente Ax, Ay, Az,... gtiUig' x\t, fo, folgt barauS, 
wenn man u, y, w,... für x, j, z,... unb bie g%nctt6h F -fut 

(2) F(u + Au, v + At, M' + Am';...)— F(üv T; #|.^;)' 

=A u ^ (u + öl . Au, V, w...)+AvXOi-j-Aii, v+^a Av, w,..) 
4-AwW(u + Au, v-j-Ar, w + (?3 Aw, ...) + ... 

3n bjefct ©Iciibung bejeicbnen 6^ , 6^ ,. ^;^,... xoitbtx unbi^annto 
äbet ftetneVe Sablcn als bie Sinbeit, , , . , . 



(3) Ax = adx, Ay = ady, Az = ad«, etc.. .>Ai] *'-">*. 

»0 a eine unenblfcfa tlcine*®r6fe,b?jt^^^ 



¥'•>". V •'. !- . ,. j: --- 



(4) d 11 = lfm , dv = lim , , , , 



Am- ' t ,^- ,.. 'Ar'*^ • '• ' 



d w = lim , . . . ds = lim 



' f^ 



£)imbtrt man bann bte beiben Xf)eile ber (Steti^urtg (2^ lAxd) a 
unt) gebt ju ben .9r^tn ibfrüifo evi^aU ^an; 

S)et burdb bie ®Ix$cbamgi (5):i^gaeitt^Sß0V(V bfnttS^ 

iii^ yv^ttäf in M^ &ttim^^ ^). tieMM)r^rgetKitbien'J StettefttQg für 
'äi 4dl>.. t .2)er: . ^miqitttitttbfcbieb bejtobt hmn, x ^of. "bilc . in. it£ik 
Pet^e W]t:4,ittlr06i»tMnbeir 2)iffeMii^iaIe;d?x^id5;. djs^ ;..l(mlb 
tiibrtld^lf' ISon99^i«ii»i1tnb> .'n)a4re<lb'.bie>..^cffet£n|tfile' diiy dr^ 
dw,... neue, auf eine sen>iffe SBScife mtt bcn xoiUh\)xUäfm:i§i^nf 
jianten dx, ij, dz^.vUtoerbunbe^r^uttctiorien ber unabbani^gen 
8Scrdnbetlidt)en x, j, z,... ffnb. 

'2J» '^bert ^egeftttte «eweiS b«? fjötm^l' (5) ifc|t »era*r*» baf 
ik f^nc<l«n«Ä^ li, r/ w, ;.:ä nebft it)ten Snh^itienten unfb ©if^ 
nnüaki'ktiU finbl ' !5Jenn biefl ^ünctiöneitv StfctlmeHle < unft 
£)tffeteni{'dj[e ima^tiix wbiUri ; i^ }^xa\^ uifi Vk ^tmiÜ 

(5) abzuleiten; nur auf bie ©leiduing (10) ber'i>otigeh S»Tlifini^ 
ittru(h|ige|)en,> S^iun i>fl bicife (Slei^mn^ für aUe enblid^iien/ reepien 
. obrt tniaötnaren SBertbe b^r SÖerdnberlicben x,. y, z,.,:' unb für 
alle unenblicb f (einen SBSertbe ber Sncremcirit^ Ax/. 4j/ ^?ii^*i 
gilt; fo folgt barauö, wenn man u, v, m ',... für x, y, z,... 
unb bift.gunctlö« F fiic/fe|t.\ » . ., , . • ' 

(fi) F(^4-A|I, r-t^Air, ,i!r+A'w;...)^-^E(ii;.y^,Mr>'.i.) 



;r/j 



3n ber gormel (6) bejeicbnen /, J^ K,. .. wieber ®r6fien, »ilcbe 
fi(b mit Ax^ Ay; Az,... gleicbieitig ber iRuIl unenb,l$d;[^n4b^r{ir 
®ibt man ferner ben Sncremgnten Ax^ Ay, Az,..'.'bie biird) 
bte.eneidbwttflen (31 be^injmten SBettbc; fp genügt eö offenbar, 
um^irgormel (S) »tft)ir .jüw^^ bte beiben ÄbWe bjr 
®lei(buHg (?6) liitc|> a ju bimbireri, 'unb au ben ®r<njtn 'fib^iit' 
geben. - .j ...:•.:. . 



1^- 






©ebraud) bet ))arttenen abgeleiteten Functionen bei ber 3)iffe: 
j;€njinttia; bfr .jul^mmengefe^tf« .j^fH^tw^^ ^BifferetijiaU 

' unehtttoidfelter ^^uiictloriett. ßefjtfafe' üön t)^, boitifjaf nen 

j, gunction^* 






-r*r- 



eine tgliebige gunction \>on ben 1Beraril!)«rlidjcn!u^"v;V \v..-/ wclcbe 
felbjl'wtebcr al§ Functionen t^t unabbanjig "))eranbernä&en ®c6|en 
X, j; z,;. angefebcfi werben; fo wirb s eine jti^'aiy.'niiengefcfete 
guricttört biefer Icl^fen 8Scrdnt)Hid()eh f^in; .ünb wenn xqm. bie 
wiJttf üfirlicben ,. glef^jeiiige.n Sttc^J^eate t)on x/'y/z... burcb Ax, 
A j, Az bcjcicbnet, fo 'tt)erben bic..,cör«6>on^ixenben Sncr^mcm« 
Aü, Av, Aw,.., As.ber. Sunctfohen. u;>;/*''iv4;,.Ä b^rcb bie 
Öteicbunft: ' , .,/./'. ^\ ,. :'' ' 

(1) A8 = F(u-f-Au, v + Av/ M'+Aw,...)— F(u, v, w...) 

mit einanber t>erbunben fein. 
, . Utbfjfljte^ ftieiv:' 

<[)(u, V, W...)/ X(ll/ \ , w...)/ *(u, V, w...) 

We ^jattieUen bertt^irten Functionen üon P^u/r, w.:.) nacb "i 
v/^,:.: ©Ä bit ©lei^ung (8) ber borbtrge^ehberr gjorlefung 
für iebeii beliebigen äBertb ber SBerdnberlicben X; v, z... unD 
ibrer 3rtctemente Ax, Ay, Az,... gültig' ift/ fo. folgt t>arau5, 
wenn man u, v, w,... für x, y, z,... unb bie ^ncttouF für 
/feit: 

(2) F(u + Au; v-f-Ar, w+Am',. ..)— F(ü, r, w,.-..) 

=Au*(u + öj Au, V/ \v...>4-AvX(-i4-Au, t+^i Av^ w...) 
4-AwW(n + Au, v+Ar, W + Ö3 Aw, ...)+... 

3n biefit ®(et4)ung be^ei(bnen (^1 , d^, 9^9-* wUbejr unbefannto 
aber ftemete 3ablen als bie Sinbeit. , . 



(3) Ax = adx; Ay=adjr, Az = ada5, etc.. .-/^-^f «'^^'i 

»0 a eine unenblfd(> f(cine.®röge>^jdcbrtet';' fi) bat mW'nä4> b^ 
gonnel (17) %öf *ötigeh SJbriefmtät ' '' ' ■ -^ 

Au ' ""Av '' ' ' ' ''"■'■ 

(4) dii = I]in — , dv = b'»i — « .' 



/ 



, i ,. Aw ' t j^' ,. A« '•- 
d w = lim , . . . d s = Jim 

2)tmbtrt man bann bte beiben Steile ber ®(etcburtg (2) Mxd) a 
unb gel^t iu ben Qx^in Ab^ig ;fo eirl^aU man : 

■ '■!•; •■.7 -, • i: ; :i. ' > +Hr(^;, r^y, ,A,yü^'+\:.:j 

S)er burdi) bteSltid^ntt^: (5):igegaettr fiSeriVt^^'^s: i^ bfutia)^ 
tidl^;'i0eid^m:Mi& ®leidt)itni^ (9). ter iM)($^t3etKttbbeQV Sitettefiins für 
^Sii ttob.v i 2)et ^aiqrtttnttbf4)feb befte^ . birrtiT^ ^ ^af Vit .in bedk 
®et^e wa.d.ittibrfioimnicnben S)tffemiqjtaU.d^^idyrd£^...'>mIb 
Vx\^xVvli%^ Qotiß|iteeit>i finb/ fn>d^renb.bir ^iffetiniMe do^, dvi 
dw,... neue, auf eine gemiffe SBScife mtt ben n)iüriil^ritcbiC».Q)i>m 
flanten dx, Aj, dz^..:.t>eYbuhbeKe 0un|€tioHen ber unabbdn^gen 
SScrdnbetlidjen x^ j, z,... finb. 

'SJiftf tbett ^egefteite JBewef« b^ go*m<{^(5)'fefet't)ottfit'f, baf 
bft J^ncftenc^' U; T/ w, ...s nebfl it)ten 3nt^entienten unb ©tffte 
renfiafert-'^^eU pnb: SJenn bJefl fJünctiDneity 3mtfemeHt« un* 
£)iffetenii'a(e intagiff&r vs^xitti, f e 1)(raud)te' man / u(A bk %ttmii 
(5) abzuleiten, nur auf bie @(eidutng (10) der toorigen Serlefmig 
}uru(f^)^ge^en.x £)eii9 jbi^ btc;fe (Sleicbun^ für alle enblic^ett/ reeßen 
ober tma^mSren SBert^e ber SSerdnberlicben x,. y, z,...' unb ffir 
alle unenblic^ tieinen SBertbe ber Sncrement^ Ax, Aj, A^,^.< 
flitt; fo folgt barau§, wenn man u, v, av,... für x, y , z,,.\ 
unb. birfjanctiott F fwr/feifet. > .. ' 

(^ F(i|4-^*»/ r-f^Av, .w-f-A'w;...)'~«E(ii> y,.W/v;..) 

....' .4-gW<li-fJAu', v+At> w,'...)4-K]Aw4-.eto.... ' '"''' 



» f 



3n ber Sormel (6) bejetct^nen 7, J^ K,... lieber ®r6pen, ^mW 
ft(b mit Ax, Ay^ Az,... gleicbjeitig ber 9lun unenblidb';nif)^^nr 
®ibt man femer ben Sncrementen Ax, Ay, Az,...'bte burd) 
bte . @let(t)un0en (S) befiinimten SBert^e; fo genügt e$^ offenbar, 
um -tie gorttttl (6) wtitir ju ermatten, bie beiben Ä<)ttfc bjr 
®let(^ui!g (fi) \Attd9 a ju bi\)ibiren,'unb ju ben ®r<njtn fibetjtt' 
ge^cti. • ..... 1 ... . 

\ 1 «i^V-«-' '.V«. 






w 



ten gaUe y=db K^^T^:^ Ift; fo fWgt auft btn t>oiitw#iMirbit 

i)~Ä. (II) 

Of&iUV^^M^) mrrr n^^p^ ii 4(Kft^"^^im v^4'' 

. . »cjei^njj jjmin bic fjynctwn f'(x, j, z...) bur* u, fo fjn» 
mh ble ©Uic^unöcn (1S)V (t^yforgenbctflelldlt gefc^rieben werben: 

SGBenn bie SQor&sbiitfi^en .j(/yi^ 7^_ ftaft^jburcl^ eine ®(eU 
(l^ung toon ber Sorm u=:0, biir4) ^wei (SIetqungen biefer 2(rt: 

(18)^ u=0,^v = (f ^'/^^^ '^^'^'^^' 

nitt etnanber Wriunben waren ^fo^jtte hicin jit gtet^^er Seif bie 
beiben Differenjialatei^^ungen : >i^ 

» ■ # 

ürientwtcfette 
mtxi fönnte. 

3m ungemeinen ; wenn n SSerinberltd^e x , j , z , . . , binr^' m 

@l<Sd|Hin0Chtii r:i *.••'; ::..Tr Tif^^f/ viifJf.' 'h/t-i 'j} \^vS\ wA^w'r > 

unter ffc^ t)erbunben |[nb ; fo ^at man ju gleid^er Bett ble m iDif- , 
ferenjiatflteidS^ungcnt -' •••^ ^^ ^^)xi-^^' -.^ ^'. ,^)h^ (H) 

(21) " d u= o; d v=^Ö^'^W=0, etc. . . , 

S)te in fiSejit^utfä -^uf bt6 $Nier^if UQ^r \ff iufammensefe^« J 
XtXi Functionen DorlliitT aufgefleUten ^nnjipi^n geben auc^ baö SRit^ 
tel an bie ^anb ju bem SSewetfe ci^d ^ixamix^ixfytilx^>9kWki 
welker ber Se]()t(a^ t)on b.en ^omog^nen Siinctionen 
genannt wirb. ' ^' \ " '^' ' ^ ''''~ ^. " - 

SRan fagt, eine guw|«»n jRifewj^r »tto^^^^ '^%M^. 
gen, wenn man, mbem xao,n alle SSeranbeiacpen tn emem gegeoe- 
ntn Ser^&ltniffe wac^fen Siyeraln^tiieh W / ben urf^r&ngUd^en 
SBert^ biefer Function, mit einer ^otenA biefed SBer^dttniffdt^Mrb 
tiplicirt, ium Stefult^t^.l'^r^A^ .^£ber -.fiwonent biefer 9>oten) ifl 
ber ®rab ber ^omo^'encn Function. aRttl^in i{i/(x/ y, s,...) 
eine bomogene Sm)(tton beö ®rabe6 a ton x , j , z . . . , wenn f&r 



(42) i^ "^f^^r^, if /,9.J^tiy^i- ;-; y;r..y ^ 

^tcrnact» fann man ta« Sbeorm ^r ^obP^^Ü^W'fWit^^ 
folgenbertnagen auSbräcfcn : . ( - ) ^' — » 

X^rsattt. äBcnn m.an^ioart.t.eUen abaelettcteit 
unctionen einer ^onJtfttefrttiriftfft^iRi^ ^^'«H'aVey 



g 



1> 

SBeweU. @d fei 

w=/(x; y, 2,...) . 
bie gegebene Function/ unb 

<^(x, j, z,..,), x(x, y/ z,...)/ iKx, y, 2,...)/ «tc... 

feien i^re partiellen berit)trten Functionen na^ x, nad^ j, nad) 

z, ^ifferenjirt man bie beiben Subtile ber Steigung (22)/ 

inbem man t allein alS t>eranberlidS^ betra(^tet; fo tx\)alt man Der« 
mige ber Sormel (5) : 

(p{tx, tj, tz,..,)xit+x(^^' ^7' tz,.,.)jdt 

+^(ix, tj, tz,...)2dt+... = at*-i/(x/ j, z,...)it. 

SDimbirt man nun burd^ dt, unb fe|t t=l; fo ftnbet man: 

(23) x9J(x, y; z,...)+yx(^' y^ z/...) 

+ zi]/(x/ y, z, ...) + •••— a/(^/ y# «•••)/ 

ober/ roai einerlei ifl: 

/«^\ du , du , du , 

(24) X— +y _ + z_+...=:au. 

dx dy dz 

3uf ag. S&r eine bomogene Function bti ®rabeS t)at man : 

/«.-v du , du , du , ^ 

(K) X — +y— +z— +...=0. 

dx dy dz 

Seifpiele. .@e^t man: 
ii=i(Ax*+By*+Cz*+2Dyz+2Czx + 2Fxy)/ 

fo gibt bie ® leidS^ung (24) : 



(Ax + Fy +K2)x + (Fxh|ttJ^JilTH»l)jHf<IMT*J^ 

'i 'b i / cf , 3 n !i .j •/ / m ') J (1 ■ i '« i n : .' a o -j -f V n , ■> j ü 1 
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Differengtale ber t>er[(!()iebenen £)tbnungen fdc bie Functionen 

ine^jrcrer t)er4ttberlid)cr ®r6fcn. 



m fei 



u=/(x, y, z,...) 



eine f^unction ' mehrerer unabl^dngtger SSerdnberltc^er x , y , z,,.. 
SBenn man biefe gunction me^)rere SBalc nQd(^ allen Jberdnberlid^en/ 
ober nur nad^ einer berfelben bifferenjirt ; fo wirb man md)xtxt neue 
Functionen erl^alten / n)ot)on iebe bte totak , ober f)avttelle abgeleitete 
Function ber t)orl^erael^nben ift. ÜJlan f onnte fogar annehmen , ba| 
fic^ bie fuccefftt)en ^ifferenjirunoen balb auf bie eine , balb auf bie 
anbcre SSerdnbertid()e bejiel^en. Sn allen fallen ijl \>Ci^ Siefultat üon 
einer SDifferen jirunjf , ober t)on jwei , brei , . . . fuccef jtioe ioerrtd()teten 
SMfferen^irungen , etn fogenannte§ totaledober partielle^ Stfs. 

ferenjial ber erften, jweiten, brttten, Orbnung, 

Sifferenjtrt man j. S3. mehrere ^ale nad^ allen Skrdnberlicl()en , fo 
Yoerben bte S£otalbifferen)ta(e du, ddu; dddu;... gebilbet/ n>eldi^e 
man ber ^rje n>egen mtä) da, d^u, d'u,... beietd!)net. 'S>\f^u 
renjirtnnan im ©egentl^eil melj^rere SJiale mi} ber Serdnberlid^en \, 
fo bilbet man bie ^)artieUen ©if erenjtate dxu, dxdxu, dacdxdxu,....; 
xMA^t \>m6) dxii, d*ü, d^u,... bejetc^net »erben/ ^CHgemein, 

wenn 11 irgenb e!ne gaiije %c&}l \% fo wirb bd§ SSotalbifferenjial 
ber Orbnung n burd^ d^u, unb ba§ ^iartieDe ©tffcrenjial berfelben 
Örbnung in ©ejiel^ung auf bie SSerdnberlid^en x / y , z,,.. burd^ 
*^J"/ ^y^f <lS"/-" bejcid^net. SBBenn man jwei, ober mel()rere 
SKale in äBejie^ung auf jwri; ,ober mel^rere 85erdnberlidS)e bifferen? 
jitte , fo würbe man bie burdj) dacdyii, dydxU/ d^dzu,... 
dxdy d z u ; . . • bejeid^neten £)tfferen)tale erbalten. 9lun {{l aber lt\6)i 
«injufefycn , bafi bie ©ifferenjiale biefer TCrt biefelben SBSertbe be^at 
ten, wenn man bie iDrbnung, nad^ »eld^er bie 2)ifferenjtrurigen in 
SSejiebüng auf bie t>erfdf)iebenen SSerdnberlid^en Derrid^tet werben 
foHeii, umfebrt. & ift j. «. 



(*) 



dxdytt = dyd 



weites in ber S^at auf folgenbe %xt beuvtefen werben (onn. 

14 



ifilU 



(S6.^beaetd^ne A.u bai Sncrement; weU^eö eine Simctiüri u 
t)on X, j, z,... bcfommt, wenn man x aUem um eme unenblt^ 
Kerne ®r6$e adx toadS^fen Id^t; fo finbet man: 

(2) Axb = /(x4.adx, y, z...)^f(x, y, z...,) 

dxU = liin. .^ 

» • > a 

(3) AxdyU = dy(u + Ax«) — dyU = dyAxU, 

unb folglich) : ; * ,^ « ; • . ' 

A^dyU dyAxU j Aex« 



a a a 



Sdf t man nun öi gegen bte ©renje 9luII conbergtren , unb ie^ 
rii(f{td(^ttgt bte f/coütt ber Formeln (2) ; fo tx\)alt man bte ©lei^iunj 
(1). 2Cuf btefelbe äBetfe würbe man bartl^un, bafi dxdxu=dsdxu, 

dydzU = dzayU^... tjl. 

S3etfptel. 9Benn man u=arc.tang -fe^t/ fo ttfyÜt man: 

dxu= -j-Z^dx, dyu= ~^. dj/ 
x\+y» x»+y» 

dvdxU=:dxdyU== iL— dxdy. 

SBenn bte ®Iet(l()ung, (1) einmal ben>tefen tjl/ fo folgt barauS, 
ba| e$ in einem, ^u^brttcfe t>on ber $orm d x d y d . . . . a immer 
gemattet tft; bie SSeronberlid^^en }u t>ertaufcl[ien ; auf welAe Mjtoei 
naä) etnanber folgenbe £)if erenjtrungen be^tel^^en. 9lttn ifc ober Aar, 
baf man toermittelft einer ober mel^rerer S^ertaufd^ungen biefer 7(rt 
bie £)rbnung ber ^ifferettjtrungen auf aUt m6gli6en SSeifen Deran^ 
bem lann. Um j. iß, av& bem: S)if erenjiale dx dy d^ u ba$ 2)iffb 
renjial d . d y d x u obiuletten / brandet man nur ben 83u(^fiaben x 
burd^ pei na^ einanber. folgenbe S3ertauf4iungen an bie ®telle wi 
z iu bringen / unb bann bte fi3ud()ilaben y unb t in üettauf^ci^ 
um ben $Bu4)ftaben y auf bte jweite stelle ju bringen. ÜRon (ann 
dfo;bel^aupten/ bog ein S)iffereniia( t>on ber ^orm dxdvdx...u 
einen t>j(^ bei; Srbnung ber na^, ben loerfd^iebenen S3eranberG(^n 
))errtd^teten £)tfferen}irungen unabl^dngigen 9Bertl() l^at. 2)tefer @a| 

gilt felbft in beth ^alle, wo md)xttt S)ifereniiruttgen ft(^ auf 
iefelbe JBerdnberltd^e be^iel^en, wie fold^^eS bei ben S^iffereitjialen 
dxdydxu^ dxdydxdxU/ etc., ber %aü tft. 9Benn ^ in 
btefem.SaUe.jwei/ ober mel^rere 2)ifereni!rungen auf bte Serdnber: 1 
liq^e >,:jbeiie^n^ fo f4)reibt man ber .ftur^d wegen d^ {iatt dxdsf 
dj^ fiatt dV d^jdx , etcj. . . ^iernadji ift: : . ^ ' 

d^dy u = dxdy^x «/ d^Jy d»dU=?:d,/y dxd.dx n 

=dy djda u ...^ 



i 
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unb im TCQgemeinen; wenn 1, m, n,... trgenb totld)t QMit So^t 
len ftnb: 

(4) d]^d«d;...n==dj^djd«,,.u==dj^d|^d;...u=etc... 

^a man, v^tm man eine Function mehrerer inmb^dngtger 
Serinberlid^et x, j, z,... naä) einer berfelben btfferenitrt, eine neue, 
mit bem enblid^en conftanten jjfactor dx, ober dj, ober dz,... multt» 
pltdrte Function }ttm 9{efultate erl()dlt> unb ba bei bem Siferen^ 
jiren eined |>robucted bie conftanten ^actioren immer t>or baS 3etd[^en 
d treten; fo leu4)tet ein, baf, totnn man bie Function u=/(x, 
y, z , . . .) Iiinter einanber 1 mal nad) x , m mal nad(^ j , d mal 
nad^ z,.... bifferenjirt, ba$ au$ biefen i>erfd(^iebenen Operationen 
refultirenbe ^^ifferenjtal , namltd|^ ^ x ^ y <I ^ / • • • • u / baS 9in)btt€t einer 
neuen gumtion t>oh x> y, t^^.. . mit ben gactoren dx, dy, dz,..., 
ben erjten jur Iten, ben ^weiten jur mtcn, ben britten jur ntw,... 
^otenj) er](^oben, fein wirb. S^tefe neue Function nennt man bie 
<>atttelle abaeleitete gunction ber£)rbnunaI4-iii+n+*- 
Don n. 33eiei$net man {te burdl^ er (x , y, z ,...), fo pat man : 

(5) d]^d»d;....u=©(x, y, z,...)dxi dy»dz«.;. 

ut^ folglid^: 

(6) fs{x, y, z, ...)=, ^ y ' - . 

dx* dy™dz" ... 

es ijl ltid)t, bie Sotalbifferenjialc d*u, d'u,... \mx^ bie 
partieQen £)iferenitale ber Function u, ober bur4>. il^e partieQen 
abgeleiteten Functionen auSjubrü^en. £)enn bie gormel (12) SSorlef. 
16 gibt: 

d ^ U =ddu=:dx du-f-dy äl^-H^^z d^-:^ •• • 

=dx(dx u + Jy w + J *" + •••) +Jy(^xU-f-d yU + ^ »"+•••) 

+dz (dxu + dy tt+iaiii4-...)+itc...', 

(7) d»ii = d'u+d*u + d> + ...2d^dyu + 2d,d.u+. 

2(dy d, U+...5, 

obeUrf.wa* einerlei ijl; . >: . r .i 

• « 

diu d*u .»."i^lii- ' ^ 

(8) d'a=-ij.dx' + /r''y* + jV^'* + -- 

mit tkiflitlitn 'ii\0^it wi^^^Mn fiii SSSeH^'btfn'd^o) 
d*n,,.. ftnben. 
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ISeifptele. 

d*(xyz) = 2(xdydz4-y dx dz-|-z dxdy) 
d' (xyz) = 6 dx dy dz 

d»(x*+y' + z»...)=2(dx>+dy»4-dz*...), 
d»(x»+y»+z»+...)=^(«Jx*+dy»+d«»...) 

£)er ^urje toegen Id^t man 9en>.ö^nlic|| in, i^en . @{ei(l()ungen (6), 
(8) . . . bie unten an ba$ 3et(l()en d gefd^nebeneh IBuc^jlaben wegr 
uhb fe^t fu^ ben jwetten SEI^etl ber ®(eici)unj (6) bie SSeseidS^nung : 

Jl + ni+n+.. 1, 

(9) 



dx'dy"dz»... 

m 

TCl^bann n>erben bie partiellen abgeleiteten Functionen ber itotu 
tm sprbnung huxd) : 

d»u d^ii d*u d*u d^u d^ii 
dx* dy* dz'^ dxdy dxdz dydz 

bte ber britten £)rbnung burci) : 

d^u d^u d'u 

dx^ dx* dy dx dy* 

att9gebrfi(!t/ unb ber ^txü) t)on d^u 9em>anbelt {td^ in: 

(10) d^u=41Jidx3 + *l?dy2+^dz2 + ... 

• dx» dy« ^ ^dz« 

dx dy dx dz dy dz 

2Cber in biefem SB8ert^e bürfen bie 2)ifferenjiale dx, dy, dz,.... 
nidi^t »egaejlridf^en werben , »eil -— , -r — -- nidj^t bie öuotiens 

dx* dxdy 

Un ber lDit)i{ton t)on d^u burdj^ dx* ober bur^i dxdy,... be- 
geid^nen. 

SBSenn man jtatt ber gunction u=:i/(x, y, « , . . .) bie fblgenbe: 

(11) 8 = F(U, V, w, ) 

betradjitete, wo «, t, w,'... felbil »ieber Functionen ber unablf^dn^ 
gtgen «er4nbcifi4>en x, y, z,... finb; fo ließen fid^ bie «Sert^je 
t>on d*s, d^s,. .. leidl^t auS ben tn ber S^riefung Vt a«|8efteaten 
9)rinii|>ien l^erleiten. 3n ber S^at, biferenjirte man bie @(eHung 
(11) mel^rere !(Rale noi^ einanber/ fb w&rbe man finbin: 



(12) 
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ds= . . Uli 

du 

^ dF(u, V, xv,...) ^^.^ JF(u, y, w,...) j^^ 
<l V cl w 

j,^^d«FfH, V, w,...)^^^ ■ • 

du» 

+2if^'j-^>^^-->d»dv+.:. 

du d V 

-\ \ ' — ' .^dv^-f-etc. . 

/ d V* 

etc . . . 

©eifpiele. 

« 

dn(u-|-v; = d*u + d» V, d" (u — v)=d» u — d* r, 

d» (u + v|/'Zl)=d» + d n T j/^Z5 , 
d" (au + l>v4-cw + . ..) = ad° a+bd" v+od» w4-... 

Unter ben @;tetd^un^en , welcf^e man ani ben ^onntbi (12) ^(^tetten 
fann/ mu^ man bte 1^zxan^t)tim , tpeldf^e bte £)tfferenitale einet 
fjunction s melf^rerer SBewnberiicIj^er u^ v, w,..., tt>ot)on jebe eine 
Imedre Function anbetet unabl^dngiger SSetdnbetlic^er x, y, z,... 
ift f auSbtu^en. X>mn ti feten a , b ^ c , . . . k conjtante ®t6flen, 
unb 

(13) u=ax + by + cz + .. .+k 

eine Itnedte ^nction bet unab^^dngigen SSetdnbetßdj^en x , y, «,. ..^ 
fo ijl baS ©iffetenjtal: 

(14) du=adx + bdy + cdz4-... 

and) eine conflante ®tö^e/ unb bie 2)iffeten}iale d> u, d^u^.. . 
rebudten ^^ foIglidS^ auf 9luU. idietauS folgt nun unmittelbar, 
bag bte fttcce{itt)en 2)iffetenitale bet Functionen: 

F(u), F(o, v)/F(u,T, ^v,,..), 

bUfd$k \%pTm bel&alten; xotnn man u, r, w, ..: M unab^^gtge 
SStr4werudf»e UttaAttt, ober n>enn u , y, w ; . . . (inedre Functionen 
ber mtabl^dngtgen {Berdnbetlicl^en x, y, z,... ftnb. @onadj) finbet 
man in beiben gdHen für 8=F(u): 

(15) dB:±=F'(u)*u, cl^8=F"(u)du«,...d»»=:F<«)(n)dtt^ 



# » 



» % 
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für fi=F(u, v)i 

(16) d» s== — -~^-i — :du» 4-- — ldu»-*dT+.... 

du» 1 du»-*dT 

,nd»F(u, t), j . ,,d"F(u, v). 
' 1 dudv»-i ^ dv» * 

fdr »=F(u).F(v); 

( 17) d " » = F(») (o) F (V) d u • + - Ff» - ') (n )F'{r) du • - « dv-|-.... 

-F'(u)FC«-»)(r)du dv»-> + F(u)F(»Hv)dv» ; 

etc.,.. 

Siefe «erfdl^tebenen ®(et(^ungen gelten au4> bann , toenn tie in 
ben ßnedren Functionen u, y, w,... »on x, y, z,... «ocfommen: 
ben Sonftonten a, h, c,...k, imaginär werben, di iß i. 93. f&r 
»=F(x+jV=i): 

(18) d8;=F(»+yK=i)(dx+dyK-l)/.- 
d»«=F<»)(x+yKZä)(dx+dyl/"=ri)-; 

far«=F(x-yl/=D: 

<19) d«=:r(x--yK^(dx-dyK^)/. • 

A-« = FC»)(x^yK— i)(dx— dyl/Zi)», ., 
unb für •=F(x+yl/'ri).F(x— yl/ni): 
(20)d" 8=FW(x+yl/":ii). F(x— yK=J)(dx+dyK^)' + 

"FC»-i)(x+y|/^-i)F'(x-yK^)(dx+dyK=H[)"-'(4t-dyK=i) 

+ etc...+ 
^F(x+yK=i)F^»-»>(x-yK=i)(dx4^yl/r5)(dx^^^ 

+F(x+yK=5)F<«)(x-yK=i)(dx--dyl/'i:i)-.. 

9Rtt ^er grdjten Setd[>tt0fett n>utbe mm anäf bte Sifferetu 

(iiale btt unentwtcfelten Suncttonett mel()rerer tnbe))enbent Deranber» 
idS^er ®ri{ien erl(^alten. ÜRon bxani)tt nur bte ©letd^un^eti/ »eUfK 
biefe ^ncttonen bejPttmmen/ ein ober mel^rere Sßole iu bttferen^iren/ 
tnbem ntoti bte 2)tfferen2tale bet unabfiangtgen SSerdnbetttdS^en M 
ttiti^attt, unb bte übrigen 2)tferetijtale M neue Functionen btefer 
BerinberUdi^en befrad^tet. 






I 

• 



9leun5e|)ntc SSorlcfung. 

SXet^oben jur einfa^crn S3e{}tmmung ber Sotatbifferenjtate 
mehrerer unabt^dngtgcu SBerdnberlid^er. @9mboItf(b«> 

SBertt)c biefer SDijferenjiale. 

& fei 

wicber eine gunction melS)rerer unabl^dnatoer SJcrdnberßc^er x, j, z,..., 
unb n>ir tDoUen xi)tt partiellen abgeUtteten Functionen ber erjlen 
jDrbnung in fBe^tel^^ung auf x , auf j , auf z ^ . . . burc^ : 

f(^ß y, «/..)/ x(^f y* 2/-)/ "«K^t/ Vf Z/...)^ etc.'.. 

bejetcf^nen. SBtrb xoiibtx, wie in bet fecl())el()nten SSorlefung: 

(1) F(a)=/(x + aclx, y+ady, z+adz^...) 

aefe^t , unb werben bie beiben Z^lt ber ©(eidbung (1) in Be^ie. 
pung auf bie SSerdnberlid^e a bifferen^irt ; fo cx^alt man ; 

(4) F(a)=9i(x4-adx; y + ady/ z+adz/. .^cTx 

+ %(x + ai^x, y + ady, z + adz;..-)dy .. 
+ >)/(x+adx; y+aij-, z-^adz^\,.)dz-f-. . .. 

^Sitvxi. m<ai in biefer S^nnel a = fe|t^ fo evl^^dtt man foL 
jenbe* • • • ^ 

(3) F(0)=:<?s;(x, Tj B,..)dx+x(»ry/ «,4^7 

+'}'(x,yrZr/.);dz+..v%.Jn,.. ,:/ ; \ 




(4) xa|-adx, y+a.dy, «•^adz/. ;. 






in S3^}{e]^iutg^^ttf o. biffetenjirt^ eine onbere; auf eine gei^fTe Seife 
mit ben <Son{ianten dx; dy; dz,... Derbuhbene gimctton biefer 
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®r6pen al6 berimrte Sunction ert^&lt. S)a neue ^tfferengtmngen 
na^ ber $8erdnberltci()en a neue Functionen berfelben %xt erzeugen 
muffen^ fo ftnb xok bered^ttgt, ju fd^Uefien, bafi bte Vudbr&tfe (4) 
bte emjtaen t>erdnberltc^en ®t6ßen {inb, t9eld(^e nldj^t nur in P(a), 
F'(a), fonbem a\x6) in F'(a), F" (a), ... unb allgemein in F<»>(a) 
üorfommen / wo n irgenb n)elcl(^e ^anje 3<t^( bejei^net. ^itl^in finb 
bie ©ifferen jen : . 

F(a) — F(0) , F(a) — F (0) ; F' (a) - F" (0) , . . . FC»> (a) — FC»)(0; 

genau ben Sncrementen gteid); totld^t bie burd^ 

F(0), F(0), F'(0),...FC«)(0) 

auftgebtueften gunctionen t)on x, y, z,... betommen, wenn man 
ben unabl^ängigen SSerdnberlidJ^en Sie wxmblid) tUinm Sncremente 
adx, aij, adz;... beilegt, .^iema^^ fmbet man fuccef{tt>e; ba 
F(0)=u {jl, n>enn man a gegen bie ©renje 9luU contoergiren Id^t: 

17VAX r F(a) — F(0) ,. Au , 
F(0) = lim — ^ i-i = hm — = a n, 

a a 

17//AN r F(a)— F(0) ,. Adu ,, ,, 

F (0)=lun — L^i l^=:lim =ddu=:d' u, 

a a' 

P'(0) = lim ^(«>-^'W =Um£llü=d3»« = d'«, 

a a 

etc;..., 

a a 

= dd"~*u = d"a. 

Stnxi t& tji; 

(6) a=F(0), du=F(0), d» a=F'(o),.. . d»ii=F(»)(0). 

*ttm olfo bte SEotoIbtferenjiate du^ d^u, d'u,...di>a }u er^ 
l^alten/ brandet man nur bie befonbem äBertf^e m beredbnen, weUt^e 
- bte abgeleiteten gunctionen F(a), F' («),... Fw(a) für «=0 an* 
nel^men. 

Unter ben SRet^oben. weldj^e jur einfadbem JBejümmuna ber 
ISotalbifferensiole bienen rinnen , loerbtenen befonberS bie no(9 ^r; 
oorgelj^oben ju werben , xotld)t ffd^i auf bie jBetrad^tung ber f9mbo& 
fdf^en 9Bertl[^e biefer S)ifferenitale gr&nben. 

3n ber Zna^ü^ nennt man iebe SSerbinbuna algebraifdj^er ?iti^tn, 
bte an unb f&r ^ä) nxä)ti bebeutet ^ ober welker man einen anbent 
Sßertf) beilegt; afö ben, n>eldS^n fte natärlid^er SBeife ISiaben mü^tt, 
einen f9mboltf4ien 2(uSbrudf ober ein ©pmbol. ^enfo nennt 
man f9mboltfd(^e ®lett|^ungen aQe bie, xotld)t buq^ftdbßc^ 
genommen, ober nad^ ben aUatmtin angenommenen fBejeicI^nungen 
erRdrti! matnaa {tnb^ ober fernen @inn Ij^aben, tooraui man ober 
genaue S^ejultate obletten (onn, wma mm entioeber bte @leidi^ten 
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felbft^ ober bie in il^ntn t>ot!ontmenben Symbole m^ bejKmmtcn fRt^ 

Sita mobiffcirt ober abdnbert. 3u ben fpmboßfdS^en ©leid^unaen, 
eren Äenntnig t)0tt Slu^en ijl, finb befonber§ bte imaotndren 
®lcidS)ungen (fie|)e algebr. Änalpji» Sop. VII) imb bie, »eldl^e wir 
jcfet aufjtcllen »ollen, ju reclS)nen. 

jSBejeidE^net man burc^ a, b, c,... conitante griffen, unb 
t>vit6) l, m, n,.,.p, q, r... ganje Sohlen, fo n>irb bod StetdU 
bifferen)tal be^ 2(uSbru(te6: 

(6) . adi^d^d;...o4-bclPdj*d;...u+elc,.. 

iuxiSf bte Sormei g^eben: 

(7) d[auid»d;..,u+bdPd5d;;...u + elc...] = 
dx[ad]^d»d;...u + bdPd5dJ...u + ...] 
+dy[ad]^d»d;...ii+bdPd5d^...u + ...] 
+d,[adJ^d-d;...u + bdPd5dj...u+. ..] + ... 

= adH-»d»dj...u+ad]^d^id;.,.u+adid»d;+L.u+... 
-|-bdP+'dj.d^'...u+etc.... 

%ni bfefer gormel, oerbunben mit ber (Sleic^ung (4) SSorlef. 
18/ ergibt fu^ unmittelbar folgenber @a$. 

Sej^reatf. Um ba6 Xotalbifferensial beS %uh 
brucfeö (6) ju erl^alten, bxavLti)t man nur ba8 |>robuct 
ber beiben gactoren adi^djjdj... +bdPd^d|^...-f ... 

-unbu burd^ d ju multiplictren, »enn mana=dx-i'dy 
+da+--- fefet unb mit ben JBeseic^nungen d, d» , iy ,' 

i^, o|>erirt, wie xotnn fie »irrltcl^e, »on einanber 

oerfdS^iebene, ®r6gen auSbrucften, bann baS neue 
$robuct )u tntxoxdtlti, tnbem man in ben ^tx\d)xtbti 
nen ©liebem bie gactoren a, b, c... juerft unb j[en 
93uc(){laben u julelgt fegt, unb enblicp an}unel()men, 
baf bie ©ejeid(^nungen dx/ dy, d^,... feine ®r6fien 
meljir auSbrucfen, fonbern il()re urfprünjltdS^e ©ebeu= 
tung wieber bekommen. 

S3e{limmt man bermittelfl biefed SeSrfa^d ba^ Sotolbiffereniiat 
be§ XuSbrucf eö : 

(8) dx u+dy u+daU-f..., 

fo toirb man genau ben SSertll^ von d^u erl^alten, »elften bie QHäiftmg 
(>) ber )9or](^ergel^enben SSorlefung gibt, nxib toenbet man ben Sebrfa^ 
t)on neuem auf biefen SSSertl^ t>on d'u an; fo b^mmt man ben 
t>on d^u, etc.. 

Knm erl. SBSenn man bie 9Rulti)plicationen, Dermittelfi totld|)et * 
man nad^ unferm 8elS^rfa<je baö Äotalbifferenjial be« ^CuÄrudfe» {«) 
berediittin tonn, blof an}eigt; fo erl^dlt man ftatt ber @Ie{cl[^nng (7) 
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bie {ymbofif^e gimnet : 

l(adia»d;... + bdP J^dj... + ...)(dK+dy +d. +...)u. 

2)a t^te fBe^et^nungen dx, iy, dz;... in ber Sormel (9) ^ur 

2>arfteIIttng bet 2)tfferenitale anoewanbt toorben ffnb, fo l^at btefe 
§ormcl, hnä)^iblx6) genommen; fe' 



tiö)tia , fo balb man t^ren Reiten X\)til nad) ben ae 

aeln ber olgebratfd^en 9RuIttpltcatton enhotcfelt; uno mit d x / dy ; 



reinen @inn; aber fte toirb hiebet 
nacb ben gen>6bnlic^en fRt: 

äem oer algebratfd^en SRuIttpltcatton entn 
a . . . wie mit wirflid^^en ®r5ßen operirt. 

®enn man für ben 2Cu§brucf (6) ben tKuöbrudf (8) fubftituirt, 
unb biefen mehrere 9Ra(e nacb einanber bifferenjirt ; . fj) erb&lf man 
burdf) baffelbe SSerfa^ren bie fpmboßfcben SBertlS)e ber Sotalbifferem 
{täte d^U; d^U;... namlxä): 

(dx+dy+dz+...)(dx +d3r+dz +•••)"/ 
(dx+dy+dz +— )(dx+dy+dz +...)(dx+dy +dz +...)"/ *'^^- 

' SSerbiAbet man btefe f^mbolifd^en SESertbe mit bem t>on du; unb 
f(breibt ber ^urje wegen : 

dx+dy+dz+...y=(dx+dy+dz+...)(dx+d3,+dz +...), 
(dx+dy+dz +...)* =(dx+dy + dz +...)(dx+dy+d, +..0 

(dx+dy+dz...); etc.; 

fo bilbet man bie fpmboltfdj^en Sletd^ungen : ^ 

(10) da=(dx+dy+dz+:..)u, d« n:=(dx4-dy+dz +...)» ii, 

d'u=(dx.+ dy+dz + ...)^«/ etc.; 

unb allgemein; n>enn h irgenb welcbe gan^e 3abt beieid^net: 

■ 

(11) d«n=(dx+dy+dz + ...)"u. 
68 fei nun: 

(12) . » = F(U; V; W;...)^ 

»0 U; Y; W;... ^nctionen ber inbet>enbenten $Berdnberlt<l[Kn X/ 
y, Z;... fmb; fo tft auc|>: 

(13) d«a=(da+dv + dw + . •..)•«. 

X>tt ixotiU Sbeil biefer lej^ten ©leidj^ung l&^t fid^^ in bem be^ 
fonbem S^^ae, n>o nUofi M eine Function' i9on x, \r«bb){l all eine 
Function ^ny,w blofi atö eine Function toon z, etc. ^. angefeben 
wirb ; leicbt entwicfeln. Um Abriaend t)on biefem befonbem : gaOe 
VX bem aUgemeinen überzugeben/ braudl^t man ofenbar fitr 

dxH/ dju; d'ii;... nur du; d^U; d'U;. ..; 

... .... ■ ... 

f&r dyT; d^T; d^v.... nitv dv, i^v, d'v,..., eto 



• • • 
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)u fe^eti/ b. f). bie unten an bem 3etc(^en d flebenbcn fBuc^jtaben 
x,,j, z,... toeggulaffen. (S6 rnrb alfo in allen gdllen letdl^t fein; 
aus ber ^onnel (13) ben SB3ertl^ t>on d « s abzuleiten. Um bie IBe« 
griffe ju ftriren; fet s=uy; fo finbet man, toenn man, wie eben 
gefagt n>otben, t)erfdl^rt: 

(14) d»(uv)===ud»T+-dx«d«H-iv + ^ill!lld^ 

1 i • j> 

,... + -dy vd^-^n+vJ.»». ' 

(15) d« (uv)=ad« r + " dad«-'v + °^°"~^^da udn-Jv + ... 

1 V • 1.2 

...4--dvd"~'u + vd"u. 
I 

S)te k|te l^ormel bleibt f&r ade SBei:t]()e tn>n'u, r unt) x, j 
S&Itig, unt> felbji in bem SaOe, wo {t(^ u^ r auf {wet Functionen 
Wtt X rebutireh. 



Seif))ie(. 
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ätoansigflc SSorlefung. 

SJtaicima unb 9){tnima bcr Functionen mit xae\)veten üfrdnber^ 

ixä)m ®r6ßen 



SBenn eine Function t)on mtf)xtxm unabl^ängtgen SSeränberlic^en 
X , y , . . . einen befonbem reellen SBcrtb bcf ommt , ber größer ijl^ 
als alle reeUen benad^barten fßttü)t, b. f). atö aUt, n>eld(^e man 
erbdlt / n>enn man x, j, z, ,.. um febr tletne ®r6ßen load^fen 
ober abnehmen tagt; fo wirb bicfer befonbere SBertb ber gunction 
ein ÜRarimum genannt. 

SBenn ein befonberer 8Bert]() einer Function t>on x, y, z... 
reeü unb Heiner als alle JbcnadS^barten reeUen SSJertbe i jl ; fo nennt 
man benfelben ein f!R i n im um. ' 

2)ie JBejlimmung ber SOlarima unb Minima ber Functio- 
nen von mebreren t)erdnberliclf^en @r6ßen laßt fid() lei^t auf bic 
SSeftimmung oer ^arima unb Minima ber Functionen t>on 
einer einjigen aSerdnberltcl()en jururffübren. S>tnn gefefet 

würbe für gewiffe befonbere SBertbe ber SSerdnberlic^n x, y, z,.., 
ein Sßarimum; fo muß, wenn man biefen befonbem S95ertben 
unenblid(^ Keine Sncremente Ax^ Ay, A z ... beilegt, biefo gewdJ^lt 
pnb , baß ber 2tuSbrurf : 

/(x + Ax, y+Ay, z + Az,...) 

reell bleibt, bejl&nbig 
(1) /(x+Ax, y + Ay, « + Az,..0</(x, y, z...) 

fein. 

^Damit mm bie Sncremente Ax, Ay, Az unenblid^i Heinwer^ 
ben, brandet man nur: 

Ax=adx, Ay = ady; Az=zadz,... 

iVL fe^/')oo dx, d;^, dz... beliebige enblidbe ®r6ßen fein Mm 
nen^ unb a eine pofitm, ober neaatioe , aber unenblicp Reine ®riße 
be^etcl^net. golgltdS^ tyit man naq ber SSorauSfe^ung fixt feben be^ 
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liebigen SinOf ^m ^x, Ay, dz,...: 

(2)/(x + adx, y+ady, z+adz, . ..)</(x, j, z,...), 

Yoofem man fte fo xoa%\i, baß bev erße Sl^etl bev ©leuf^ung (2) 
reell bleibt. Se^t man nun ber ^ürje n>egen : 

(3) /(x + adx, y+ady, z+adz,. . .)=F(a), 

fa t)emanbelt ^x6) bie Formel (2) in: . 

(4) F(a)<F(0). 

S)a biefe Formel für jlebeft 3^tc^^n m a jlatt {tnben muß, fo 
folgt, bafi, wenn a allein t)ariirt, F(a), atö gunction biefer eini- 
gen äSerdnberlict^en betrac^^tet, fitr a=rO immer tvx fSlarimum fem 
wirb. 

Sbenfo wirb. man finben, baß, tt)enn/(x, y, t,...) für ges 
wiffe befonbere SBertl()e t>on x, y, z, ... ein SJlinimum wirb, 
ber 2Bertl() von F(a) immer für a = ein fKinimum fein wirb. 

Umae!e^)rt , wenn man ben IBerdnberlid(>eh x , y , z , . . . \^t 
SBerti()e beilegt, baß F(a) für «=0, unb für beliebige SS3ertlf)e von 
dx, dy, dz,... ein 5)larimum ober ÜRinimum wirb; fo 
mad^en biefe SBertlf^e bie gunction /(x, y, z,.. .) offenbar auc$ ju 
einem SRartmum ober S}Hnimum. 

9lun wollen wir bemeyfen, baß, wenn bie bciben gunctionen F(a), 
F'(a) in ber 9ldl^e beS befonbern SBertlS)eS a=0 mi^ a jletig finb, 
biefer SBertl^ nur bann ein Maximum ober 9){inimum ber er^ 
ien gunction geben fann, wenn bie zweite für biefen äBert^ ver^ 
(^Yoinbet, b. 9. wenn man l(;at (SSorlef. 7): 

(5) F(0)=0. 
IDa überbied (gormel 20, SSorlef. 16) 

(6) F'(0) = du 

tjl, fo tonn bie ®leid^ung (5) auf bie'gorm gebrai^t werben: 

(7) . du = 0. 

2)a enblidt^ F(a), F(a) bie @r6ßen ou^brüden, in we% u 
tttib du übergei^en, wenn man barin x+adx ^it x, y+ad^ 
jtotty, z+adz jlatt z,... fefet; fo ip flar, baß, wenn F(a)7 
F'(a) m ber SRdlf^e be« bejbnbem SSSertl^e* a = tn^iBeji^ung auf 
a biScontinuirlidt^ Jtnb, bte al6 gunctionen t>on x, y, z,... be^ 
tra<l^teten Xudbrücfe u, da naü^ biefen SSerdnberlid^en,. in berStdbe 
ber il^nen beigelegten befonbern SBert^e audl^ biöcontinuirlidf^ fem 
toerben. TixA biefen S3emerhmgen , unb bnn weiter oben ®efagten 
bürfen wir fd(^lie6en, baß nur bie SEBertl^e von x, y, z,... ein 
!Ra):tmum, ooer ÜRinimum ber gunction a geoen f5nnen, 
xoüä^t bte gunctionen u unb du bi&€ontinuirli4^ m^tn^ ober viet 
mel^r bie^ weldf^e ber ®let4>unj (?) ®enüge leifien, wa9 audi^ bie 
enblidi^en ,6onftanten dx, dy, dz,..« /ein migen. ^ierttod^ wirb 
ei mäfX fein, fblgenbj; . AUfa^tbe (p Ufen. • 



SKufgade. £)ie !Dlartma unb Wtinima tttter-^uti^ 
ctton t>on mt'fyttttn SSevdnberlid^en iu finben. . 

JCuflftfung. es fei u=/(x, y, z,...) bie gegebene gum 
ctton. 9lan fu<j(^e iuerft bte SBett^e loon x, j, z,,,., rottet bie 
Function u ober d u bidcontinuirlid^ maöftn^ n>eju bie ju red^nen ftnb, 
toeUl^e [xd) au6 ber ®leic|iung: 

(8) d u = db (X) 

ergeben. äweitenS fudfje man bie aBertI)e t>on x, y; z,,.\, wtlJ^t 
ber ®kid)\xni (7) genügen ,^^ xoa^ m^ immer bie enbUd(^en Son^ 
ftanten dx, dy, dz,... fein m6gen. 

S>a biefe ©leic^ung (7) auf bie S<>^ gebrad^t itoerben tann: 

• 

du , , du., • , du . , . 

(9) _dx + — dy+_dz+... = Ö; 
dx dy dz 

« 

fo ergeben ^d) botau« offenbar folgenbe : 

>^^v du kdü ^du ^ ■ . , 

(10) — = 0, j-=0, T- = 0. etc., , 

dx dy dz 

»ot>on bie erfte erl^alten Voivb, wenn man dx=:i, dy=o, dz±=0;... 
fefet, bie jweite, wenn man dy=l, dx=0, äz=0,... fe^t, 
etc.. 2Bir woßen gelegentlitjj) bemer!en/bag man, ba bre TLm 
jat)l ber ©Uid^ungen (10) ber ber Unbefannten x> y, z,..: oleidj^ 
tjl, aus benfelben gew6t)nltd)nur eine begrenzte tÄnja^roon aSer^ 
t^en für biefe Unbefannten wirb ableiten f6nntn. " 

S5etrad)ten wir nun einS ber ©^ftfeme t)Dn"8BertlS)en, weld^e 
bie tjor^erge^enben Unterfud)unaen für bte SJerdnberlic^en x , y , z,... 
geben. Der corrcfponbirenbe SBertb^ ber gunction/(x,. y, z., ...) 
wirb ein ?Karimum fein, wenn bie Differenj: * 

(ll)/(x + adx, y+ady,-z + Ädz,...)— /(x, y, z,,..) 

für \t^x Keine S^^Ienwert^e t>Qn u^mb fiir beliebige SBertbe von 
dx, dy, dz,... befldnbig negatit) ip. 3m @egent^eit wtrb bie 
gunctioa /(«/' X/ z,v..) ein' 9Rintmüm werben, wenn biefe 
©tfferenj jletS Vfftito tjl. SBenn enblid^ biefe ©ifferenj Mm ^oft 
tit>en 5um Sle^atiDen ibergel)t, w&brenb man entweber ba§ äeic^en 
Don a, ober biei ©ertl^e t)on dx, dy, di,. .. dnbert; fö wirb ber 
gefunbene ®ertl) ^on/(x> y, «y...) weber eirt' STOarlWum, nocjr 
ein aJltnimiim fein. ' • { 

7C n m e r F. 2>te 9ldtur ber Function u f aith ■ fo beft!!S)affen fein, 
ba'§ finer ünenbltdl>en ^Renüe t)oh ©pftemen t^erfi^iebeher ga5ertt)e 
tjon X, y, z,..-. üt\^t SBett^e t)on u ep^fpried^en , weiü^e aber 
gtftfe'r ober Reiner tlnby äl§ alle Benatl^bdrtett SBäertbe^/unb woioon 
febet folglid(^ eine^ 2trt bon SRartmüm. bber 3Mit<<mum ift. 
©enn^biefet •Umftanb jlatt -jtnbet für @^ileme,' in b^ren. 9t% bie 
güttctibrieh n, du-jietfg bleiben; fc leijlen biefe Öpjleme ju\)eriMfit3 J 
ben»®teid&ungen (10) ®enüge. Äiefe- ®lwdS)ungen fönnen otfa-jui 
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todbn eine mtnbüö^t Zniofjl wn Vufiöfungeit seftatten , unb bietete 
tfi immer bet %(äi, mnn fie fid^ gum Xf)t\l aui elnartber ableiten 
laffen. . i : . . 

2)te S3ortl()eiIe/ . tveld^e bie Sßtttad)tun^ ber .Sotalbiferemiolf 
bet t>erfct^tebenen . £)rbnutisen bei ber SSeflunm^ng .beriuRattma. 
unb üßini ma ber Functionen loon mebreren SBerdnberSd^en barbie? 
ten fann^ [f^ringen Uxd)t in bie 2Cugen. £)enn foQen aewife SB3et:tbf 
ber unabbangigen S8er4nberlidE)en x, y, z,,,, £in. ^arinuim ober 
üRinimum ber Function: ^ . ; • ....... 

a=/(x, y, z,..,) 

erzeugen , fo ifl m^ bem eben®efagten erforberlidS^ unb jureid^enb/ 
baß ber conefponbirenbe ®ertb t)on: 

. F(«)=/(x + adx, y + ady, z+ttdz,_.) 

immer für a=0 txn SJlarimum ober SRinimum »erbe: SRun 
»trb aber F(a) für «=0 in ber Äb^t ein SRarimam ober Wu 
nimum, wenn für alle SBertbe ber 2)ifferenjiale dx, dy, dz,... 
bie erfte ber ©rofien F(0), F"(0), F"(0)...., welche nidj^t \>tX'^ 
fd^winbet, einem paaren Snber. entf|)rid()t , uhb befldnbig baflette 
äeicben belf^dft (©ie^e SBorlef. 7). gemer ijl F(o) ein SJlarimum, 
wenn bie erwdbnte ®r6fe ftet§ negatit) ijl, unb ein 3Rinimum, 
wenn biefe ®r6f e immer pofttit) \% 3Benn bie erfle ber ®r6flen 
F(0), F'(0), F'"(0),..., wel^e nic^t \)erfcbtt)inbet , für alle mög. 
Udb^n SBertbe \)on dx, dy, dz,..., ober nur für befonbere SBertbe 
biefer J)ifferenjiale, einem ungeraben Snber entf]irid[)t, ober \)ielmebr 
au4^ , wenn biefe ®r6|ie balb pofttiio , balb ncgatw ijl ; fb fann F (O) 
Weber ein üßarimum, no(l[) ein Minimum fein. iBerutfftd^tigt 
man nun bie ®lei^ungen (5) SSorlef. 19, ndmlicl): 

F(0) = u, F(0)=^du, F'(0)=£=d2u, etc., 

fo ergibt {14^ au§ ben eben gemad^^ten 93emerfi<ngen folgenber ^a%. 

Si|ir9at| 1. e« fei u=/(x, y, z,...) eine gregebene 
Function ber unabbdngijjen SJerdnberli^en x, y, z,... 
Um iVL entf^eiben, ob etn S^flem t)on 5Bert]f>en t>on 
X, y, z,..., weld^e« ben ®le{(^ungen (Id) @enuge lei* 
liet, ein !Blarimum ober Stinimum berguncfion u^ur 

folge bot, bered|>ne man bie SBertbe t>ön d^u, i^u, 
*o,..., weldl^e bie fem ©pfteme entfpred()en, unb wefc« 
c^eS offenbar f)ol9'nome fein werben, in benen weitet 
feine wtUt&btlid(^en @r6fen al^ bie £)ifferen}ial^ 
dx, dy, dz,... vorfommen. ©ö fei: 

(12) a.i.= ^-^dx.+ ^dyn+...+ __^^ 



^■f 



bai etftitbtefoer^ed^ndmie, welche & ni^t berf^^winbet, 
m0iMi eiite^^janje S^^b^'be^eid^n^t, biie t)on ben ben ^tf« 
feteniialen dx; djTf d4^.-^ %eig«4eg.t4n b«(Dn^etn SEBet« 
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bie ffwboÜfSft fjformel : 

l(adid»d5... + bdP J^dj... + ...)(dK+dy 4.d. +..>. 

^a bte fBe^etc^nungen d ^ ^ Av, dz;... in ter Sormel (0) jut 
£>atitellttng ter Dtfferenitale onaenoanbt toovben ffnb , fo l^at btefe 
^ormel , bvLä)^iUxÖ9 genommen , feinen @inn ; aber fte tottb wieber 



nd^tia , fo balb man i^ren ^weiten 2^l(^en nad^ ben aen^ol^nlic^en fRu 

Sein Der algebraif(|(en fKuIttplication entwicfelt , uno mit d x / d y ; 
z . . . xoit mit n>irf(icl()en ®r6pen operirt. 

SBenn man für ben XuSbrucf (6) ben 2tu6brurf (8) fubjlituirt, 
unb biefen mH)xzxt SRale nai) einanber bifferenjirt ; . fo erl(^dlf man 
burd() baffelbe SSerfal^ren bie fpmbolifd^^en Sßertl^e ber Sotalbifferen^ 
jiale d^u, d^u,... namlxii): 

(dx + dy+dz+...)(dx+dy+dz+...)«, 

(dx+dy+d* +...)(dx+dy+dz +...)(dx+dy 4-dz +...)ii, etc.. 

SSerbtnbet man biefe f^mbo(ifd(^en SESertl()e mit bem t^on du, unb 
fd^reibt ber ^urje »egen : 

dx+dy+dz+...)»=(dx+dy+dz+...)(dx+dy4-d* +...). 

(dx + dy+dz +...)' =(dx+dy + dz +...)(dx+dy+dz +...) 

(dx+dy+dz.-.)/ etc.i; 

fo biibet man bie f9mbolifd()en ©teid^ungen : . ^ 

(10) du=(dx+dy+dz+:..)a, d2n — (d,+dy+d, +,..)« Ii, 

d'u=(da,,-fdy4-dz + .-)^«/ «t<5-/ 

unb ängemein, xotnn h irgenb toüäft gan^e Qci!^i bejeic^net: 

(11) dnU = (dx+dy+dz+...)"tI. 

(gö fei nun: . . 

(12) : «=F(u, V, w,..,)^ 

xoo u, r, vf,... Functionen ber inbe)>enbenten IBerdnberlid[^n X; 
y, z,,,. |tnb; fo tjl aud^: 

(13) d»s=(d„ + dv + dw + /..)"«. 

Ser ixoAtt Z1)t\l biefer kitten ®leid(^ung Idft {td^ in bem hd 
fimbem %aVit, too ublofi M eine Function t>on x, vblofi ol^.eine 
Function t>on j; w btofi .al& eine Function t>on z, etc. ^. angefel^en 
toirb ; leidet entn>ic(eln. Um &briaend t>on biefem befbnbem : %^ 
i» bem attgemeinen Aberjugel^en, braudf^t man offenbar fitr 

dxO; d*u, d'ii;... nur du^ d^U; d'u,. ../ 
f&r dyT, i^y, d^r.... mit dv, d^v, d*v^..., et« 



t • • 
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{u fe^eti/ b. 1^. bie unten an htm 3eic^en d ftebenben Sinö^ftabtn 
\,,j, z,.., tvegjulaffen. & mrb alfo in allen S^Uen {eid^^t \m, 
aus ber formet (13) ben IBSert^ t)on d « s abzuleiten. Um bte fBe» 
grife ju ftriren^ fei 8=:uy, fo ftnbet man, wenn man, n>ie eben 
gefagt toorben, t)erfd^i:t: 



1 

n 



1.2 



....4*-dy vd»-»^iT|-vJ«j[». • 

(15)d»(uv)==ad«r + - dud«->v4-^il!!lli^daud«-«v4-... 
' 1. • 1.2 



n 



...4--dvd"-*u + vd°u. 
1 

2)ie lefete gonnel bleibt für aüe SBert^e üon'u, v unb x, y 
S&Itig, unb felbjt in bem gaUe, u)o fid^ u, v auf jvoei Functionen 
wn X tebuciren. 

«etfptel. 

j,/e^\_a»e^/j n n (n — 1) _ n (n^l)(n— 2) , 

\x) X \ ax"^ a»x> a»x» " 



^ i.(B-l).. .3.2.1 1^ 
a"x» / 



X«. 



«* 



« i 






> I • j 
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@S.^ bejetd^ne A x u bai Sncrement ; weU^eS eine Sitnction n 
t)on X, y, z,... befommt, wenn man x allem um eine unenMi* 
Heine ®r4ge adx »ac^fen lagt; fo finbet man: 

(2) Ax\J = /'(x+adx, y, z...)-/(x, y, 2...,) 

dxU = lim. -^ 

• * > (X 

(3) AxdyU=dy(U+AxU) — dyU = dyATU, 

unb folglicb : • ' v^ ' 

AxdyU dyAxU , A«xW 

et et et, 

8dft man nun d gegen bie ©renje 9lua conbergiren ; unb be» 
r&cfffdl^tigt bte zweite ber S^tmeln (2) ; fo etbdlt man bie ®leicbung 
(l). tKuf btefelbe SEBeife würbe man bartbun^ baf dxdzu=dsdxu, 

dydxU = dzdyU^... ifi. 

jB e t f )> t e l. aSenn man u = arc. tang - fe^t / fo erb&lt man ; 

Jx«= \l^ 3 Jx, dy«= ~^. dy/ 
dvdxU = dxdyU= i— dxdy. 

1-4 ■ • • 

äBenn bie ®lei(l()ung, (1) tinmcX beriefen ifi/ fo folgt barau§, 
ba| e$ in txntm. 2(u6bntcfe t)on ber f^rm d x d y d . . . . u immer 
gejtattet ift/ bie SSeronberlid^^en ju t>ertaufcl[)en / auf weldbe MAtoet 
noq) einanber folgenbe £)iffecen)trungen bejteben. 9lttn ift aber Rar, 
bafi man laermittelft einer ober mehrerer S3ertaufd(^unaen biefer Tlrt 
bie Orbnung ber 2)if erea^irungen auf alle möglidben lESeifen Derdru 
bem !ami. Um j. jB. axA bemf 2)if erenjiale dx dy d, u bad Diffe- 
rential d X d y d X u abzuleiten / braucht man nur ben jBudbJioben x 
burdi^ pei naiif einanber fol^nbe SSertaufd^ungen oxi bie @telle ton 
z iu bringen/ unb bann bte {Bu(d()flaben y unb % ju t>ettattf(ben, 
um ben fBucbflaben y auf bie jnoeite @telle iu bringen, ^an tonn 
dPfO; behaupten/ ia% ein 2)ifferen}ial Don ber %^xxa dx dTdx...u 
einen "o^ ber £)rbnung ber nach, ben loerfdt^iebenen ^eranberlicden 
oenid(^teten £)iffereniirungen unabbdngigen SBertb ^at 2)iefer @a( 

Silt felbji in bem f^alle, wo mehrere ^iferenjirunaen jtc^ auf 
iefelbe :SSerdnberrtd()e belieben/ wie fold^^eS m ben ^ifere»ialen 
dxdyd^ii/ dxdydxdxu, etc., bcr %a\i ijl. SBSentt ^ in 
biefem.SaQe.iwei/ ober mehrere ^iferenjirungen auf bie SSeronber- 
li^e ;x,.]Dejieben^ fo fd()reibt man ber Äürjd wegen d*.ftatl dxd,, 

d^ fiatt dV d^jdx / etc?. . . ^xtma^ ift: . ^ 

d]^dy u = dxdy^x w, d^dy dad» = d,f /y dxdxdx u 

= dy dtdt u 



— m — . 

d'^d»u=d»d»u, dxa;a*,u=dxd»^d*u=d>d^a»u=...., 

unb im TCQgememen/ wenn 1, m, n,... trgenb X0tld)t gonje 3<4» 
len ftnb: 

(4) dj^d«d;...a = dj^d2d«.,.u=d»d;^d;...ii=:etc... 

£)a man, xotm man eine Function mehrerer umabj^dngtger 
BetdnberlidS^er x, y, z,... naäf einer berfelben bifferenjirt, eine neue^ 
mit bem enblid^en conftanten Factor dx^ ober dj, ober dz,... multi« 
pltdrte Function jnm Stefultate er]()dlt; unb ba bei bem Sifferem 
jiren eine^ 9tobucte§ bie conftanten S<^ctt)ren xmmtt ^>ox baS 3ei4)en 
d treten; fo leudj^tet ein, baf, wenn man bie gunction u=:/(x, 
j, z,...) |(}inter dnanber 1 mal nati) x, m mal naöf j, d mal 

nai^ z, bifferen^irt , ba§ auS bi^en «erfS^iebenen Operationen 

refultirenbe S)tfferenital , namXv&i d ]^ d ^ d ;;,.... u , baS $robuct einer 

neuen Function t)oft x> y, z,... mit ben gactoren dx, dy, dz,...; 
ben erften jur Itcn, ben ^weiten jur mten, ben britten jur Dtin,... 
9>otenj} tä}tlbtn, fein wtrb. Stefe neue Function nennt man bie 
j>artiene abgeleitete Function ber£)rbnttnül-4-iii+n+... 
t)on n. IBejeid^net man {te burdj) ra\x, j, z ,...), fo paf man : 

(5) d]^d«d;....u=iir(x, y, z,...)dx> dy«dz«.,. 

ut^ folglich): 

aid»d» ,.u 

dx^dy^dz"... 

6§ ijl leicht, bie Sotalbifferenjtale d'u, d'u,... burc^) bie 
(partiellen Siferenstale ber Function u^ ober bur4). il^e partieQen 
abgeleiteten Functionen auSjubrüden. 2)enn bie Sormel (12) SSorlef. 
16 gibt: 

. d^u=dilu=:dx du-f-dy du-^'dsdü-:}^... 
=dx(dx u + Jy « + dzU + .'..)-f-dy (dxU-f-dy u + d»u-j-...) 

+dz'(ax u + dy tt+iaju4-V..)4-6tc.;; , 

(7) d*u = d*u+d«u + d'ü + ...2d^dyu + 2d,d,tt+, 

2dyd,u+...», 

'>bw,;lPa*. einerlei ijl^ 



•): . • •; ;^*'! i' 



d* u d*u .. •kd'u: I . \ 

(8) d'u=-^dx^ + /r^y* + TV^«> + ... 



* r • 
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SJeifptele. 

d*(xyz) = 2(xclyd24"y ^^ <l«+a ix dy) 
d'(xyz) = 6 dxdy dz 

d»(x*+y* + z»...)=2(J»»+dy*+dz*...). 

d»(x»+y»+z»+...)=^(dx»+dy»+d«»...) 

£)er ^ürje Yoegen Id^t man getüp^nlt^. in Ijien . ©{eidt^ungen (6), 
(8) . . . bte unten an baS Zti6)tn d gefd^riebeneikt j!Bucl(){iaben weg, 
uhb fe|t f&r ben {weiten Xf)t[l ber ©teicpung (6) bte SSejetdi^nung : 

dl + iiH-n+..„ 



dx' dy™dz» .. 



TClSbonn werben bte partiellen abgeleiteten Functionen ber itotU 
Un prbnung h\xxd): 

d'u d^ d^ji d*u d^u d^n 
dx^ dy' dz'^ dx dy dx dz dydz 

bte ber britten £)rbnung burct) : 

d*u d^u d' u 

dx* dx* dy dx dy* 

au6gebr&(ft, unb ber SQertlS) toon d^u i^erwanbelt fid^ in: 

(10) d^u=^lidx3 + l!j?dy«+^dz^ + ... 
• dx2 ^dy^^ ^ ^dz» 

dx dy dx dz dy dz 

Ttber in biefem SBßert^e bürfen bie ©ifferenjiole dx, dy, dz,.... 
nidj>t »cggejWdj^en »erben , weil ~ , -- — ^ nid^t bie CUiotien-^ 

dx* dxdy 

itn ber 2)it>i{ton t>on d^u burd() dx* ober burdt^ dxdy,... be- 
ieidj^nen. 

SBenn man fiatt ber Function u =i/(x, y, z , . . .) bie fblgenbe : 

' (11) a=F(u, V, w,....) 

betradi)te(e/ wo u, y, w,*... fetbjt wteber' Functionen ber mtablb^m 
gtgen fBerdnberlidden x, y, z,... jmb; fo liefen fid(^ bie Sßert^e 
t>on il*8, d'g,. .. letd[^t Mi ben tn ber Sörlefung 17 ait^lteHten 
|>rin}i)>ien l^erleften. Sn ber Z^cX, biferenjirte mm bie @letdbttng 
(U) mel^rere ÜRole nad(^ einanber/ fb w&rbe man ftnben: 



(«2) 
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. dF(u, V, w,...) , 

ds= UM 

du 

«1 V d w 

^,^^dVFO.>v, w,...)^^^ * • 

du* 

+2ifl"j,7'^^->-)d«dr+.:. 
du d y 

dv» 

etc . . . 

äBetfpicIe. 

d«(u + v; = d*u4-<l' V/ d"(u — v)=d»u — d*r, 
d» (u4- v|/':=i)=cl» -|-d n T ]/^Z5 , 
d"(au + l>v4-cw + . ..) = ad" a+bd" v+cd» w + ... 

Unter ben &Ui(i)nng^m, xotl^t man aud ben |$orme(n (12) l(}(^leiten 
fann, mu^ man bte l()erauS^e&en , rod^t bte 2)tfferen}tale einer 
Function s melf^rerer SSerdnberlidS^er m^ v, w,..., wot>on iebe eine 
Imedre gunction anberer unabl^dngtger Serdnberlicl^er x, j, z,... 
ifi/ au&bru^en. 2)enn ti feten a, b, c,.. .k confionte ®r6fen^ 
unb > . 

(13) u=ax + by + cz + .. .+k 

eine Imedre f^unctton ber unabl()dngtsen $8erdnberßc|^en x , j, z,,.., 
fo i|i baS ©ifferenjial: 

(14) du=adx + bdy+cdz + ... 

aud|^ eine confiante ®r6pe, unb bie Sifferenitole d> n, d^u,.. . 
rebucfren ftc^ folglich auf %xU. ^terauft fo^t nun unmittelbar, 
bag bte ftt€cefftt>en 2)tffereniiale ber Functionen: 

F(u), F(u, v)/F(u,T, w,...). 

Wefet^r fform bel&alten/ wenn man u, r, w,... oI* unabl^gige 
SSerdttb«nw()e betradbtet^ ober wenn u , v/w, . . . linedre gunctionen 
ber unabl^dngigen SSerdnberlicI^en x, y, z,... ftnb. ©onodf) jtnbet 
man in beiben gdHen für fl=F(u): 

(15) d8:är(u)dii/d»8=F"(«)du^,...d»»=FC»)(a)du^ 



. % 
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für fi=F(u, v)t 

(16) d» 8= --^-i — : du» + - ^ ' — ldu«»-*dv4-.... 

du» 1 du»->dv ^ 

,ndnF(u, v)j j . ,,d»F(u, v), 
4-- - — --^-^ — : dudv»-»H ^-^ — idv»; 

* 1 dudr»-» ^ dv» 

fir «=F(u).F(v); 

» 

( 17) d • 8 = F<») (u) F (v) d u » + - Ff» - ') (ii )F(v) du » - > dT+.... 

-F'(n)F(»->)(v)du dv»->4-F(u)F<»>(v)dv« ; 

etc.,.. 

!&tefe «>erf(!^teb(nen (SUtcl^ungen gelten auc^ bann , toenn bte in 
ben linearen Functionen u, v, v/,... oon x, j, z,... »ottommtm 
ben Sonjlonten », h, c,...k, tmagindr werben. & ifti.§Bi. f&r 

.=F(x+yK=i)s 

(18) 4 8- F (» -h y l/=i) (d X +d y V-i) ,... 

d» 8=F<»)(x+yK^)(dx+dyK=l)') 
f&f ■=F(x-yl/'==DJ 

<m d8=r(x— yK^(dx— JyK^)/-- 

jl«8.=FC'')(x~y]/±i)(dx— dyl/±i)V . 

tmb für 8=F(x+yK=l).F(x— yl/'=vD: 
(20)d» s^Fi'\x+jVz:i).F(x—jy=i)(dx+ij\/'-i)' + 

"F(»-«(x+yl/^:=i)F'(x_yK=i)(dx-HyK=5)»-'(dx--<>yK=i) 
+ etc...+ 

p(x+yK^F'"-»(»-yK=i)(*^'Hyl/n)(dx-dyK^)-' 

H-F(*4- yK=l)F<»>(x--yK=5)(dx -dyK^D" - 

9Rtt ter gröjten Setd|^tt0fett toärbe man aud(^ bte Sifferen^ 

ifiale ber unentwiaelten Suncttonen mtf)ttxtt inbe^^enbent t)eranbers 
tcl^er ©rifen etl^olten. fSlan braud(^te nur bte @lü6)nn^tn, xoüäft 
btefe Functionen bejümmen/ ein ober mel^rere SRole ju btQereniiren/ 
inbem man bie Differentiale bet unablE^aiiaigen !Ber&nbetItd(^en oIS 
ci^ftant/ unb bte übrigen 2>iferettitale m neue Sunctionen biefet 
eerinbeia(|)en betrad^tet. 



§Äeunse|)nte SSorlcfung. 

9Xeti)oben jur einfa(i)crn S3e{!tmmung ber SSotalbiffetenjtale 
mct^rerer unabi)dngtgcr SSerdnberlid^er. S^mbolirdv«» 

S5Bertt)c biefer SDijferenjiale. 

es fei 

wieber eine gunction mebrerer unabbdnQiaer Sitxanbttliö^tt x, y, z,,.., 
unb xoix rooUm H)Xt partiellen abgeUtteten Functionen ber erften 
£)rbnung in iBe^iel^ung auf x , auf 7 / auf z ^ . . . burd^i : 

be^eidfinen. äBirb wieber / wie in ber fed^^je^nten SSorlefung: 

(1) F(a)=/(x + adx, y+ady, z + adz,...) 

oefe^t , unb werben bie betben Sl()etle ber ©ktcbung (1) in SBe)tc. 
png auf bie S3eränberlicl(^e a bifferenjirt ; fo erbalt man: 

(2) F(a)=^(x-j-adx, y + ady/ z+adz/. J^fx 

-{-•^(x-^adx, y'\'ai.y ) z-^adz,'...)dz -+-.,.. 



-.• . • > / • 



äßenn man in biefer formet a = fe^t , fo ti^lt man foL 
genbe: ' *v 

(3) F(0)=^(x, y,, z,..)ix^xi^rfr z^-Ody 



+ ^(x, y, z,,.'.);d2 4-.. = du, 



■;^ 



«)e% trtit ber ®Iei(i()irtia (?0) »otlef. 16 fiberetniKttimt.' gemet 
folat offmbat ani ber SSeräleidl^ung ber ©lei^ungen fl)- iinb (i), 

tai man, tottin man, eine gunctibn ber loerdnbe^lt^to ^riflen: - 

'. ,'• j.. -i*. > .,t. 

(4) x^aix, y'-\'adyf z^aiz/.:.' • •\- 

in e^iffl^ttttgf 'auf Oh bifferen^irt, eine onbere^ auf eme^evrtfTe JBeife 
mit bett (Sonfhuiten dx, dy; dz,... t>emmbene Sunctwn biefer 
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©iefe Ufet« «eWngung »itb etfftttt, tMnn xstM Wi 

dx» dy» V^''**y/ 
] id«B d'u / d»u VI id»M d'ii / «^*" \ 

^ ^ ) i«b:» ■ ly» : yiTÄ^) \ Ux» ■ dz» VdTd^y 

_(d*H d'ii _ d»u da II )■' 
idx> 'dy dz d\dy'dxdzi 

qtnmetf. 68 (et u=/(x, y, z,...) eine gunetton wn « 
«nab^ingtgen SSerdnberiid^en , unb wir »oUen fe^en : 

^iz; 1^1, s, i,...;— y^j 1 ^dv» dz» 

dx 6y dx dz dy dz 



fo bafi: 



dx^ dx dy dy 



2 



(13) v^ ^' ^ dx2 ^ dxdy ^dy2 

, „ / d2u , d2u \ , d2|| 

4-21 r4 8 ) + .: — : 

\dx dz dy dz / dz^ 

^ etc . • . 

iji. 

ferner fei Doboö ^ol^nom, weS^ed ba8 ^tobuct: 

,... ' d^u d^u d2,i 

(14) ___.___. .... 

dx» dy» dz» 

Stm erfleh ®ßebe bat, unb roüfl^i ben semeinfd^tic^en 9tenner 
r aus ben n @(etd|>ungen : 

d»a, , d«o , , d»u , , ./'luX 
■dx+ dy+ dz + ... = d f — \, 

dx» dxdy ^^dxdz Vdxy 

^ J!^dx+£!_"dy+-ü^dz+...=dri."V 

(15) { dxdy ^dy» "^^dydz V^J/ 

d»u , , d»u, ,d»u,* j/du\ 

dx-4 dy + — — -dz + ...= d 1 -r- l- 

dxdz ^dydz ^ dr» ^ \ixj 

etc . . . 



gejogenen SBtot^ twn dx, ij, dz,... aitSMuft; f» baf: 
d« 11 

' dx» 

d>u d*u / d'o 



„ / d»a V 



(16) 



dx» dyi 

_d«ji d*ii d»u_d»M/ d»u y d'u/ d'u V 
' ~" dx»" ■ d^ * d?" d^V^F^/ dy»\dzdx7 



_d_»u/jP«_Y.2 
dz» \dxdj/^ 



d»tt d»u d*« 



dy dz dz dx dx dy 

etc . . , 

iii. 

@oa bad 3et(|^en t)e$ Sotalbtfferenitatö d^ u , ober ber ^nnction 
F(r, s, t,...) \>on bm, dx, dy, dz... beigelegten SBertlf^en uns 
abj)dngtg bleiben; fo braud^en nur bie S3etll)dltmfre : 

D, D3 D4 D„ 

(17) ^' 5T' ST' D^ 

"11 1 i 

aQe ))ojtttt> )u feut/ b. 1^. e& brauc^^en unter ben tKuöbrwfen: 

(18) Di, I>ä/ D3,....D„, 

bie mit aerobem 3nber nur pefitio, unb bie übrigen txm bemfelben 
Seichen afö D, ju fein. £)iefe« Idfit fic^ leicht burd^ folgenbe Se« 
trad^tungen bart]()un. ^ 

Sßir wollen iut)6rberjl annel^meu/ ba^ ftc^ bie Serdnberti^en 
X, y, Z;.. . auf bie beiben x unb y rebuctren. SBknn ol^bann bie 
®ri^: 

(19) D,=§!^" 

nid^t t>erf(|)n)inbet / fo bxaud^t man ber SSerdnberlid^en r nur fel^r 
gtofe 3al^lenn>ertl()e ju geben / bamit bie ©röfle Dj unb bie Function: 

/«^v », V d*u o • ft d'o , d*u 

(20) F(r)=_r.+2^_^r+_ ^ 



= r 



^/d'", 2 d»n 1 d»u\ 
Vdx» "^ r dx dy~'"r« dy''^ 



b<t|fcll>e äetd^en i)<ib<n ; ober mit onbem Sßoiten ; bamit bai S(t> 
Wltnif: 

(21) , ^ 

- ».' 

Dojtttv fei. Semer wirb btefeS fStri)(iitm^ , weUbed fUf) mit r aü= 
mol^Iidl) dnbert, mit r> unbejümmt wadl^fcn. & wirb alfo einen 



t 



(letnficn SBSertl^ ^htn, xoüiä^ einem enblid^en SBert^ loon r tnU 

\pn6^t, unb eft toirb ftetS ))oftttt) fem^ noennbiefet fletnfte SSertib 
pofittt) tft. 9lttn . wirb aber btefer fleinfte SBertl^) notl()n>enbi9 burcp 
bie ©leiq^una: 

dt 

beftimmt/ n>orau6 in SSerbinbung mit ber ®Ieid[^ttng (20) folgt: 

dx» ^dxdy 

^^^ ^ d^u .d^u „, , 

dxdy dy* 
ttnb folglich: 

(24) F(r)=?!L, (15) ?>>=?L. 

1 • * 1 

^olglid!^ toirb bad ^tt\)iitn\^ (21) f&r iebe6 r pofitit) bleiben, 
ttnb bie Function F (r) ttoirb bejldnbig baffelbe Seidigen ^cibtn atö D^ , 
toenn ber erjie ber JBrudl^e (17) poftttt) iji/ ober, wenn man ^at: 

(26) D,>0. 

jDiefe le^te SSebingung ftimmt mit (7) äberein. 

S3ir wollen uoeiten$ ben %aU betrad^^ten, wo bie Function u 
brei unabbdngige SSerdnberlidj^e x, y^ z entf)d(t. SBirb atöbann D ^ 
Don 9luQ toerfqiieben ; unb D, poftttt> angenommen ; fo wirb bte 
Function F (r) ; nad) bem eben ®efagten , tmmer baffelbe Seidigen be^ 
balten, atö D^ , unb baffelbe gilt t)on ber Function: 

(27) ,»F(-)=_r«+2j-^rs+_»... 

.^iemad^ genügt ed offenbar, ben beiben ®rö^en r, s, ober nur 
einer t)on xi)mn , \t\)x gro^e 3al()lenwertl()e )u geben , wenn W &xi^t 
Dj unb bie Function: 

(28)F(r,«)=_r«+2j_^ra+_s« 

+2f-ü^r+J!^sUiL- 
\dx dz dy d? J dz^ 



= r 



2 



= 8» 



jdau 2 / d^u ^ d^u \ 
[dx' r \dx dy dx dz/ 

+ 2flil!..+2sJl^+liJ!\! 

:d»B ^ 2/d»a ^^ d»u\ 
dy* 8 \dx dy dy dz/ 

^8»VJx' dxdz^dz«/! 
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einerlei 3etd|^ett Ij^aben foUm, tbtt, xotm ta9 Serf^dftnt^ : 

(29) ^(""^ ^) 

|)of[ttt) fein fon. Semer wirb biefeft ^txffUtnxf, mldj^eö ft^^ mit r 
unb s aUmaißö) dnbert, mit r^ unb «^ unbejhmmt »ad^fen. ^olg« 
lid!^ wirb e6 einen fletnften SBertb l^aben f6nn^; meUS^er enblti^en 
SSertl^en t>on r unb s entfpricl()t , unb ed wirb immer pojttit) fein, 
wenn tiefer Ileinfte Sßert^ ^ofttito i{l. 9lun wirb ober btefer 
Reinfie ^tvU) offenbar bnxä) bie ®Ieid|)ungen : 

(30) ^ESliJ}=o, lI(li-!.>=o 

dr da » 

befümmt; avA weldj^em in SSerbinbung mit ber ©leict^ung (28) folgt: 

d^n , d^u , d^n 

r+ 8-| = 0, 

dx^ dxd^ dxdz 

/*.,v f d'n , d^ n , d^u - 
dx dy dy* dy dz 

d^u , d^u , d^B -,,. 



dx dz dv dz dz^ 



unb mit^n: 



D, 



(32) F(r)_-, (33)— -g-^-^ 

1 

£)a$ SSer^Itnifl (29) wirb alfo für alle SBertbe t>on r unb s 
pofitit) bleiben, rnib bie gunction F(r, s) wirb ftete mit D, einerlei 
3ei4>en l^oben , wenn bie beiben erften ber SBrüc^e (17) , n&mlxö) : 

Hl ?l 

pofttit) ftnb, ober waS einerlei ifl, wenn 

(34) ,D,>0, D,D3>0 

ijl. ^an Um ftd^ ubri^end leid^^t überzeugen, ba^ bie fBebingun« 
gen (34) mit (11) überemftimmen. 

9Benn man biefe ^Betrachtungen unb Sted^nungen auf ben Sfall 
erjhecft, wo bie Function u, mer, fünf, fec^e... unabl^dngige 
Serdnberlid^e entl()dlt; fo fann man allgemein beweifen: 1) ba^ bte 
9R a r i m a unb Minima ber Functionen : 

. (35) F(r), F(r, 8), F(r, ft, t),...F(r, 8, t;...) 



ben oerft^i^enen QÜebem ttt (Rci^: 



(36) 



Hl 









D 



/ • 



D.« 



Sletcbjtnb: 2) bo^, wenn btefe ^erf^tebenen ©lieber ®r&fien Don 
emfeloen Beidben ^b 4fö D, , ein ®(et4)ei Mä) ^on ben 2(u8brude» 
(35) gOL i^omit uberbte^ D^ unb bte Tinf^btixit (S6) einedei 
3et4Kn Iktommen, genügt e& ^enbar, ba^ bte S3erlS^Utoi(fe (17) 
aHt poptb jtnb. 

^Ufauf^t 2. SBenn jn>ei aanxe Functionen bcr 

anberli 
en ju ^tnb 
ie jweite i 
beH^t, wenn bte etjte toetfd^ioinbet. 

2C u f l 6 f « n g. es fei F(r , 8, t. . .) bie erjle unb R= 
^(r^ 8, t..,) bie }tüeite Function. 9Ran eliminire r sn>tfd(^en ben 

beiben ©leidf^ungen F(r, s, t,...)=0 unb R=ig(r/8, t,...); 

fo noirb bie refultirenbe ®lei4)ttng , wenn fie nad^ R aufgel6f t wirb/ 
für biefe ®röße iebe^mal einen ^ert^ t>on bem angenommenen Seichen 
athen muffen, wenn man ben SSeränberlid^en 8 , t , . . . reelle SBert^e 
beilegt , xoüä)tn ein reeUer WttÜ) ber SerdnberUd^ r entfpri^^t. 



SBerdnberlid^en r, 8; t... äegebe'n finb/bie fi3ebingum 

Sen }u (inben, totl^t erfüllt werben m&ffen, bamit 
ie jweite Function iebe^mal ein beftimmte§ 3eid|)en 



3n>ei unb atvanstgfte Dotierung. 

^ebranö) t)n nnbejümintra ^attoxtn bei bec S3(^immg ber 

SSajnma unb ülttmma. 



& fei 

(1) u=/(x# y# Z/. .) 

eine gunctton Don n Serdnberltd^en x^ y, z,... TCbev ftatt, une 
in ber itoaniigjlen Sorlefung, biefe SSeranberlic^en old t>on einanber 
unabhängig iu betrad|^ten; foUen fie burcf^ la ©tett^ungen Don ber 
gonri: 

(2) v=0, w=0, etc., 
t>etbunben fein. 

Um bie Wtatitna unb üRintma ber Function n naöf ber ange- 

?;ebenen ^SUtfyobtm bt^mmtn, m&f te man loermtttelfi ber ®Ieid^nimett 
2) juerfl m Derjci^iebene SSerdnberli(|)e eliminiren. 3taäf biefer Sit» 
minatien mufiten bie übrigen n — m SSerdnberä(|^en olS tnbct>enbent 
angefel^en werben , unb man mu^te bie @9{ieme Don SBerti^n biefrr 
äSerdnberlid^en fud^en , noel^e bie Function u , ober d n biöcontinuir^ 
lid) macl^teU; ober m^ bie^ xoüd)t ber ®leidS^ung: 

(3) du=0 

für aSe 9Berti(^e ber S)tfferen5iale biefer äbrtgbbibenben Serdnberlicf^en 
®tnim (eifieten. 

vlun fann aber bie Seftimmung ber SRairima unb SRinima, 
mld)t ber ©lei^ung (3) entfprec^eU; bnt^ fblgenbelBetrad()tungen Der« 
einfaßt werben- 

2>tfferenjirt man bie Function n , tnbem aUe gegebenen Serin^ 
tKtli^n X, y, «,... barin bleiben; fo erfd^eittt bie ©(eidl^ung (8) 
unter ber jorm: 

(4) _dx + _ay+ — d2 + ...=:iO, 

dx 4j d2 

unb etttl^dtt bie n 2>ifferen4iale dx, ij^ ds^.. . Über tS tji wol^ 
)u bemerfen/ bafi unter biefen DifftrenAialen nur bie 2)tfferenitale ber 
al§ tnbe^enbent betrachteten n— m SSeranberlid(^en wiQfulirlidE^e Skti^ 
\fobtn f innen. 2>ie übrigen werben bu rdi^ bie @Heid^gen d v = o, 



ben oerfc^tebenen QÜebctn Ux (Ret^e: 

^'^^ dT' dT' D, D._,' 

gletcbjtnb: 2) iaüf xotm btefe t)erfd^tebenen (SXtebet ®r5{ien t»on 
oemfeloen Bei^^n finb 4tö D, , ein ®(et4)e$ au4) t^on ben 3Cu$brudtti 
(35) £ttt. i^omit uberbteS D^ unb bte Xu^brude (36) einetlet 
Set^Kn hitmmun, genügt e& ^enbar, baß bie Skt^attnlffe (17) 
alle ))o{tttt) {tnb. 

^Ufsslft^ 2. SBenn 5n>et ganje Functionen bcr 
SBeränberltdl^en r, 8; t... aeaeben finb, bie Sebingun« 
gen gu (inben, totldft erfüllt n^etben muffen/ bamit 
bie ^weite Function iebe^mal ein beftimmted Seidigen 
bt^iltf wenn bie etjle t)etf(^ioinbet. 

2C u f l 6 f u n g. So fei F(r , 8, t. . .) bie erjle unb R = 
^ (r / 8 / t . . bie }tDeite Function. 9Ran eliminite r swifdl^en ben 

beiben ®leid()ungen F(r/ s, t,..,)=0 unb R=ig(r, s, t,...), 

fo n>i¥b bie refultirenbe ©leic^img , wenn {te nad^ R aufgel6f t wirb, 
für biefe ®r6ße iebe^mal einen tSert^ t)on bem angenommenen Seid^en 
aeben müffeU/ wenn man ben SSerdnberlid^en b, t,,,. reelle SBertl^e 
beilegt ; weUS^en ein reeller SBertl() ber Serdnberltd^ r tntipndft 



B^oei unb ^toanu^ftt Sßotlefttttg. 

@ebtmd) ber nnbefliminten %cittoun bei txt iBrfthnmung bec 

fRajctma unb SRinimo. 



dh fei 

■ • ^ 

(1) «=/(x/ y^ z/-.) 

eine gunction t>on n SSerdnberlt^en x, y, z,... TCbcr flatt, wne 
in ber itoanitgften SSorlefung; btefe SSetanberltdE^en M toon einanber 
unabl^dngig ju htUa^Un, foUen fte butd[^ m ©(eid^ungen t)on bet 
gönn: 

(2) v=0| w=0, etc..» 
t>erbunben fein. 

Um bte SRartma unb üJltnt ma ber Function n naö) bet ange:: 

? (ebenen SRetl^Dbe^u bejUmmen/ m&f te man t>ermUte((l ber ©leidt^ttnoen 
2) juerjt m t)etfdtiiebene Setdnberlt(|)e elimtntren. Slad^ bitftt miß 
mtnation müfiten bte übrigen n — m SSetdnbeätcl^en M inbet)enbent 
angefe^en werben , unb man muf te bte ©pjieme t>on SBetti^n btr^r 
SBerdnberltd(^en fudj^en , xotUlit bte Function u , ober d a bt^conttnutrs 
1x6) maä)Un, ober audf) bte^ xoüd)t ber ®(etd[^ung: 

(3) clu=0 

für alle SSert^e ber Dtfferenjtale btefer &brigbletbenben SSerdnberlt^^n 
@enuge letfieten. 

$un tann aber bte fi3e{ltmmung ber SRartma unb fnintma, 
loeUf^eber ©letdj^ung (3) entfprec^en^ bwtö) fblgenbeSetrad^iungen t»er< 
etnfac^t werben. « 

Sbtfferenjtrt man bie guncfion n, tnbem aUe gegebenen SSerdm 
berltd^n x , j, « , . . . barin bleiben ; fo erfc^eint bte @Kettl(^ung (8) 
unter ber f^orm: 

(4) _dx + _ay+3-dz + ...=^0, 

dx dj dz 

• 

unb entl^tt bte n Differentiale dx, d^^ dx/.. . Xber e^ iji wol^l 
)u btmmtn, bau unter biefen DtjftrenAtalen nur bie S^tfferenjtale ber 
al^ tnbepenbent betrachteten n — m SSeranberfic^en noiafuf)rlid(^e S93er^ 
^ben fonnen. 2>ie übrigen werben burd^ bte @lct(frungen d t = 0, 
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dw=0,..., ober mteridtü, baxd): 

(5) lldx + Jldy + l!:dz+...=0, 

dx d j d z 

dw , , dw , , dw j , 
• ---dx + -— dy + _-dz + ...=0, etc».. 

dx dy dz 

<M Suncttonen ber erjtem unb ber SSerdnberlt^^en felbft befitmmt. 

SB3etl nun bte ®Uxd)\xn^ (4) für alle SBertl^e ber S)ifferenuale 
ber unab^ngtgen IBerdnberltcl(^en erfüllt n>erben mu^, fo ifi flar, 
ba^ , tomn man \)ermtttelfl ber ©le^ungen (5) m SMfferenjtale aui 
btefer ®leic|^una elimtntrt, bte ßoeffidenten ber übrigen n— m 2)if: 
ferenjtale einzeln gletd^^ 9luU fein muffen. Um aber bie Elimination 
}tt toerricl^ten , btanö^t man nur bie mit unbejiimmten %actOi 
ten —"^f — (A, etc.. multi^licirten (SleidS^ungen (5) {u ber 
®k\ä)uni (4) )u abbiren/ unb biefe gactoren fo ju roaf)Un, bap 
in ber refultirenben ©leic^una bie Soefftcienten toon m fuccefpitoen 
S)ifitreniialen t)erfd^n>inben. £a überbied bie refultirenbe ©leid^ung 
t)on ber gorm fein wirb: 



(6) 



/in ^ dr d w \ , 

I — — Ar——— ^ . . . idx 

ydx dx dx / 

, /du ^ dv dw \ j I 

unb ba, nac^bem man bie 6oefftctenten loon m ^iferengtalen M 
«erfd^tüinben laffen, bie ber übrigen S^ifferenjtale on^ gleidl^ StuH 

Sefe^t »erben muffen; fo barf man fd|)lie£ien/ baf bie aud einigen 
er Sormeln: 

/»y\ du ^ dv dw _ 

(7) X_ — ^^ ...=0, 

dx dx dx 

du ^ dv dw ^ ^ 

— ~X — — fi- ... = 0, etc.. 

dy dy dy 

abgeleiteten SBertl^e t>on 'k, ^, r , . . . allen übrigen genügen muffen. 
golglid() muffen bie S5Jertlj)e t)on x, y*, z,..., n)eldf)e ben ®lei(!^um 
Qfiti j[4) unb (5) ©enüge leijien / auö^ ben S3ebingung§alei^ungen 
Genüge leifleu/ weld^e bux6) bie Elimination ber unbeftimmten 
'k, ^, V,,,. m\Sä)m ben ®leid^ungen (7) erl^^alten »erben. 2)ie 
Xnjal^l biefer fi3ebingung6gleidS)ungen ift =n — m. SSerbinbet man 
fie mit ben ®leid[^ungen (2) , fo» erl^dlt man im ©anjen n ©leic^um 
gen / au§ xotlö^tn man für bie gegebenen SSerdnberlid^en x, y, z,... 
mt^xtxt @9fteme t)on SBertl^en ableiten fcatn, unter benen \id) nott}* 
n>enbigem)eife bte beftnben^ xoütift, ol^ne .eine ber Functionen n, da 
btd(ontinuirlidE) )u mod^en, fStarima ober SRintma ber erflen 
geben. 

@§ toetbient bemerft ju werben, ba^ bie au. ber Elimination 
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wnX, (i^, V,... ixox^d^ ben ®iüä)matn (7) entf^ringei^en Ce» 
bin^ung^gleidl^ungen nid)t gtdnbert »üroen/ toenn man in tiefen 
©letc^ungen bte Sonetten n at^m dnl ber Functionen r, vr,... 
mtaufd^te. 9Ran o&rbe alfo immer auf btefelben Sebinguns^ 
g(etdE)unsen lommeU; n>enn man^ fiatt t)te 9Ra)rima unb ÜRintma 
ber Function n ju ipxä^tn, inbem v=iO, w=0^.., gefegt »rrb, 
bte waxxma unb SRinima ber Function t fud^te^ unb u=0, 
w=0;... fe^te^ ober bte ber Function W; inbem man n=0^ t=0... 
feilte, etc.. SRon (6nnte fogar für bie Functionen o^ t, w,... 
foloenbe: o — a, v— b, w — c, etc fefeen, wobei a, b, c,... 
iomia)xlidft 6onftanten bejeid^nen. . 

3n bem befonbem SaQe, n>o man bie ÜRairima ober 9Rts 
ntma ber Function n befümmen wiQ/ unb x, j, z,.., blo^ ber 
einen ©letd^un^: 

(8) . v = 

®en&ge leiften m&ffen, t>em)anbeln ^^ bie S^^rmebi (7) in: 

...du ^ Ar ^du .dr ^du ^dv _ ^ 

(9) ^ X— =0, • X_=0, — - — X— = 0, etc... 

dx dx dy dj dz dz 

unb bierauS folgt ivxöi (Elimination t>on X : 

/du\ /du\ /dll\ 

(10) W_Wz_W_,,, 

Diefe le^te ®Iei4)una ift baf(etbe, afö n— 1 t>erftd(|iebene ®Ieid(^um 
mit vodift in SSerbinbung mit ber ®(eid^ung (8) bie gefugten 
aJertl^e üon x, y, z,... befKmmen. 

{Betf))iel 1. 9Ranfud[)e ba^ÜRajtimum unb ÜRinimum 
ber Function u = ax+by-fcz+..., wenn a, b, c, d,..r gom 
ftantett bcjeabne» unb' bte Ser&nbertidS^en x, j, z , ... ber @ieicl^ung : 

»'+y'+2'+... = r\ ober x^+y»+z^+ — r*=0 

©enüge leiften mfiffen. 

Sn biefer SSorauefc^ung rebucirt fid^ bie gormer(lO) auf: 

(11) -^ = — = - = etc , 

x y z 

worau« folgt (algebr. Xnalpf. 9lote H): 

• ' ax + by+cz + ... _ |/(a»+b'+c'^+..,) 

ober- ^ •' J!L:_, K(a,^+fc'-Pc^ + >»>) , 

16 
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(14) •; u=d=tV^.{ii'-i-b»+cH.-;o. 

Um fi^jte übevjeugen, ta| tue t»t!beft bütt^ He ©Tetclltms (U) 
tt<tt«t<rt<rt aSttttje Wo« ü eltraÄdrtittttrti Uht» löf'inlmuni fntb, 
vcMc^t mHA nur ^a em^if, \>d$ itttmet : 

unb folalt<b: 

roofem bie SBcrtl)c t)on x, y, z , . . . bie ©leidS^ung (11) rrii^^t arfuDen. 
a3etf))tel 2. @$ mtb bai fRintmum ber Function: 

oefut^t; noenn a^ b^ c,..k tonfbnte ©töflen, unb x, y , z., 
feerdnberlici^e , )»tlä)t btt ®kiä)nn^ ax+l^y+cz-f-... = k genu 
\tn muffen , bejetd^ncn. Sn blefcr $9pot^)cfc befommt man xoitttx 



genu: 
$9))0tbefe befommt man i 
)te gormel (ll)', au$ wil^ieT flÄgtt 



alfo: 



k y(n^^h^^t^^,..) 



u i7^ 



k3 

(14) ü = 



a^+ba+c^-j-./ 



®mb t^r IBerdnbfdltd^Mt xy y, z,... titttbtei; itnb betei^^nen 
fie re(|^tn)tn!ltge ßoorbtnaten ; fo hcbdt iKx t>ntd) bie ÜHetctrung ( W 
jQeaebene fßtxtf) t)on ]/^u oji^nbar ben tixt^t^m "Vbftattb bee 2(n^ 
fß^^pmm m tMx fejlen ^belte avA. 

. i^tifpitl S. fDlan f«d|^ bad SRaytmtim ber Sitiicüm: 

toenn a^ b, c^..k^ p, q^ r... )>o{tttt)e 6on{laiittn> nah %, y, s... 
SSeränberlU^ bejei^nen, imU^t ber ^tc^ung ; 

ax+by + cz4'--» = ^ 

®csi&ge leijien m&ffen. 9Ran ftnbet: 

p TH — T^^ — nr^'f 

a X y z 



d 



r"-rr)=-K")-'(^)-'(T)- 



^: 
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uitb foigKd^ ergibt ^ aui btx Formel (10): 

ax l|p cz k 
p k q k r k 

' 2)a Me W)tl()it9el^ttben IBett^e tjcn 3^, y ,«,... d n immer ju 
9lua unb d^u ftetS negattt) mad^en; fo geben fte ein 9Ra r im um 
^er 9umtion w. 

fBjeif^iel 4.. 3ß<m ^t bie. b«Ibe» 3C)tn einer auf tbren 
^ittetpunft belogenen , unb burd(^ bie ©(etcbung : 

Ax24.2Bxy + Cya=:K 

öu^gebrurften eni^fe ober ^pperbel. Sebe biefer balben %Jcn t(l ein 
^arimum ober ÜJlinimum be$ t^am Xnfang^^uncte na6^ ber 
Gurtoe gejogenen, unb burcb bie gormet r^=x2 4-y2 bejtimmten 
9Jabiu6t)ectDr6. 2)a. nun • 

1 

dr=. — (xdx-|-ydv) 
r '•" 

ifl, fo fann dr nur bann t>erfcb»inben / wenn man fäco, ober 
xdx+ydy=0 fefet. 25ie erjle SSorauSfefeung ijl nur \>tx ber 
4>Werbel juldffig. Sn ber jweiten folgt oxiA ber ©leid^^ung <;10) : 



Ax + By Cy + Bx x(Ax + By) +,y(Cy + Bx) 

= !^/^-A = By, ?^^C=b1, 
K r* X r* y 

asir wXim nun bemei^n / bafl reellen Sßertben loon r immer 
»ofitit)e SB8ertl)e t)on r^ entförecl|)en , unb baß bie ©leidf^ung (16) fir 
r» jwei »)ofitit)e SBertbe gibt, wenn AK>0, AC — B^;>0 ijl, 
unb einen emjigen, wenn AC.— B* <0. Sn ber S^bat, ba bte eurt>< 
im erjlen galle eine eBi}5fe tft, fo b^t ffe jwei reelle TCren, wdb« 
tenb {ie jt^ im ixotxttn ^alle in eine ^9perb6l f[>em>anbett unb nur 
eine einzige reelle %i:t bat. 



V 



(Sntn>i(fe(ung ber Functionen t>on met^reren t>er4nbfr(i(^^n 
®r&f en / %ugbe()nung b^6 Sa^orfd)en ee^rfa|eg auf 

Functionen biefer 2frt, 



Cd fei 

(l) Ö=/(X, J, 2,...) 

eine Function t>on me{)reren unab{)dngigen Slerdnberltc^en x, y^ z... 
unb xoix n>oIlen, wie in ber neunjel^nten SSorlefung: 

(2) F(a)=/(x + aclx, y + ady, z + adz,...) 

fefeen; fb gibt bie Formel (8) in SSorlef. 8: 

(3) F(a)=F(O)+-"^r(0) + ^F"(O)+... 

' -I ?!lZl F("-«)(o)+ — — — fi'Hda), 

1.2.3...(n— 1) 1.2.3....n 

inbtm ff eine fieinere $ai)i afö 1 bejetd^net. UeberbteS {tnb , xoil in 
ber SSorlef. 19 bereits bemerft »orben: 

(4) F(«), F'(«), F"(a),....F<»)(«) 

functionen von x , y ; z,.., unb a, loet^K btofi bte tm^nberitc^en 

Wgen: " i 

(5) x+adx, y + ady^ z^^^ad«,.... 

tnti)alUn, uni? mld)t fi^ für a = auf; 

(6) F(0) = ü, r(0) = d u, F"(0) = d2u,...F<»^(0)=d!'.u, 

rebuciren. Um alfo a\x^ bem SEotalbifferenjidle d " u bie SEBertl^e t)on 
F^")(a) unb FCn)(^a) abjuleiten, braudS^t man in bemfelben nur 
für bie SBerdnbertic^en x, y , z,... bie 2(u§bru(fe (5), ober folgenbe: 

(7) x-f-^adxy j'\'daAy, z-^OaAz,,,. 

ju fefeen. 
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# 
SBenn man ber SbSxtit n>egen ben fo erl^altenen Sitttt) )>on 
F(«)(^a) mit D, bejetd^nct, fo glM bte ©letd^tig (8) {n «erbim 
bung mit ben gormein (2) unb (9) : ; . 

(8)/(x+adx; y+ady, z+adz,...) =u+ ^du+^d2u+... 



1.2.3...(n— 1) ' 1.2.3...H 



O» 



6§ Idßt fidf^ alfo, wenn man ben 8Jerdnberiici()en ^, y, «,'... 
bie 3ttcremente: 

(9) ' Ax = adx, Ay=ady, Az = adz^... 

beikot, ba§ correfl)onbirenbe 3ncrement ber. Function u=/(x, y, z,...), 

(10) Aii=/(x+.Ax,y + Ay, z + Az,... .)-/"(x , y, z,...) 

»ermitteln bet gönnet: 

(11) Aii= 1iIh+— d»u+... 
1 1.2 



,4. Z d''-'«ii+ — -- D 

1.2.3...(nr-l) I.13...n 



n 



ui9 ben fteigenben f^ottenjen r>on a entu^tcfebi. 
@e^t man n=lf unb: 

(12) -^ — 95(X:, :y,. z,...)/ ~=x(»/ 7^ «/-)/ 
dx dj 

dii . , . 

T-==^(*/ 7' «/•••)^ etc., 

dz . . 

fo finbet man : 

(13) du = <j5(x, y, z,...ydx+x(^f Jf z...>dy 

+ ij/(x, y, z;...)dz+ctc... 

unb bie %c(miiia (8) unb (11) geben: . 

(W) /(x+a^X/ y + ^^y# Ä+adz,.,.)=«4-«D| ^ 
(15) Au=aD|; 

too D^ bai ^ol^nom auSbtudft^ in mläfti ^ö) bev iit^etfe fSbzH bev 
©leid^ung (13) vetwanbeft , wenn man batin x + ^aax f&x 

X, j+daCY ^t fj öada für z, «c . . . fttbftttutrt. 

aSenn m ber %i>xtixü (8) bad ^buct: 

(16) — Dn 
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fix nxu^enbe fBktÜft von b mtaüfidf «btammt, fo folgt mi» bieftr 
%i>xmti, wenn ns=oo g«fe|t toirb: 

{l7)/(x+«dx, y+ady, z+adr,...):;^u-j-?du+?^d»u-|-etc... 

1 1.2 

©cfet tiao nurt a=l, fo rebucircn ft^^ bic Snaemente Ax, 
Aj, Az... bcr unabhängigen 8Scrdnbcrti4>en auf i^re Differcnjiale 
dx, dy , dz,..., unb fonncn übrigen« ol« beliebige enblicfee ®rofen 
h , k , 1 , . . . barfteUenb , betradj^tet werben. 2Ciebann fo^t aud^ au§ 
ben gormete (8) unb (11): 

(l8)/(x+dx, y+dj, z+dz,,..)=;=u + L" + il^ + ... 

j i" " ' n 1 »0 

1.2.3...(ii— I) ' 1.2....II 



,.„. ^ d« , d^o , d*u , , d»-'u , D 

(19) Au = _+,— - + —--- + . „4- ____ _ + 



n 



1 1.2 1.2.3 1.2.3...(ii~l) • 1.2.3...11 

n>o Dq ber Ttu^brucf iji/ in toü^tn ftcb bad SSotalbiffereniiol d«a 
t>er»anbelt, wenn bann x+ödx, j-^ddy,. z+yiz,... fhx 
X/ 7/ «••• fl^f^fe^ wirb, ©efet man n=:l, fo er^dlf man: 

(20)/(x + dx, y+dy, z+dz,...)=/(X; y, z,...)+ 
(p{%-{-edx, y-^-Ody, z-\-edz,..)dx 
+ X(x+^dx, y+^dy, Ä+^dz:,..)dy 
+ T]/(x + ^dx, y+/?dy, z + ö4z, ...)dz4^etc... 

Semer, toenn für n>ac|^fenbe SBertbe t>on n jjid) Bn bet 9iuU 
unenblic^ nähert; fo ergeben {td^ aud ben %t>xmtln (18) unb (19) 
folgenbe: 

(21) /(x+d X; y+d y, z+d z,...) = u H ^ H ^... 

V /jv r / j I j/ ' 1 ' 1.2 1.2.3 

(22) Au=.!i^4.1il' + illL + etc... 
^ ^ l 1.3 1.2.3 

:S)ie ®ltid)nni (21); unb ibie^ meldl^ man baraui ^eütita, 
wenn barin für x, y, z,... unb x, y, z^... für dx, dy, dz,,.. 
gefeilt witb, geben ba« SJÜttePon bfe ftanb, ben SZa^lorfti^^en 
unb aJiaclaurinfcben, ober t)ielmel)r ©tirlingfdS^en*), geMafe 
auf Functionen t)on mehreren {Berdnberltcben au§)ube{)nen. 

9le|men. wir. nun an^ ba^ bie^@ro£ie a, in ben %oxmün (S) 
ö^J^ (8) Unenbtidf^ f lein tvetbe ; fo. wirb t^affelbe mit ber 3)ifferenj : 

(23) r«(*a)-^P<"^(0)cr:D„^d«tt 

*) 9)eaco(t liat bemerft/ baf ber beut englifd^en ^ai%tmaixfxt SHaclaurin 
aOgemein jugef^nebene 8f^cfli^ fdt 1717 i^on feinem ^anbdmanii €lttcs 
Un0 in bcm Sßerfe: Liniae «ertil ordinis Nevtonianae gegeben iß« 
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ber %aU \m, uub betetd^net mm bi|fe ^Differen) burd^ ß, b. (^. 
fe^t man: 
(24) D„=d»u+^; 

fo folgt auft ben Sfonneln (8) , (11) : 



a , . a' 



(25) /"(x + adx^jr+ady, z-}--ad«/.-.)=" + - «l«+ — d*u+.. 

1 MtM 



a*-' . ,. . . o' 



1.2.3. ..(n — l) 1.2.3.. .n ^ 



a , , a^ 



(26) AB=r du+— d»u4-... 
I 1.2 



a"~* ,. . . a 



_) 1 d"-»u+ (d»B+|J). 

1.2.3...(b— 1) 1.2.3...B ^^ 

I « 

@tfdfit^t t^, baf bie 2)tf erenitole : 

(27) do; dau...d»-iu 

für gmiffe ^ttü)t \>on x, j, z,... aUt verfdl^wtnben ; fo gibt bte 
Sotmel (26) blo^: 

(28) An = — .?^(d»u + ^). 

@e|t man n= l, fo fallen bie ©leidi^ungen j[26) iinb (28) mit bet 

folgenben: 

(29) Au=a(du + ^) 

jufammen, unb folglidf) mit ber f^ormel (S) ber jBorlef. 16. 9lo4^ 
woUen n>ir bemerfen ^ bafi bie Zf)tom ber !Dla]cimaunb fSlinima 
für Functionen t)6n mel^^reren t)erdnberlid()en ©röflen in ben Sormebi 
(28) unb (29) enthalten ift , unb ba^ ber «ebrfaft 1 «orlef. 20 
unmittelbar aud ber Sormel (28) abgeleitet »erben Unnte. 



7t n h (t n Q. 



%u f t 6f u ng 



b e r 



beftimmten ®lti<^un^tn. 



SKet^^obe jur SSejltmmung ixoeUt ©rengen \ebex teeUen SSurgel 
unb 3ur Unterf4)eibung ber imagindren SBur^eln 

t)on ben rceQen. 



§ 1. Sük flcgeftene ©Wd&ung tjl: 

x'» + ajx»-i+aax»~a+a x»-*^+...+am«,x+am=a 

35en etjien ^l()eß biefer (Sld^nn^ htitxi)nm »tr burdS^ X obrt 
/(x). 2>e« @r)>Dnent m ifl eine ganje 3al^l. Dtc Soefftctenten a^, 
«2/ a^/ «m-u am ftnb gegebene äoi^len. 66 fommt borauf aiv 
)tt befttmateii/ mt Diele teeue 3d|(en a^ ß, /... e6 gibt^ weld^e 
für X in X fubftituirt, biefe gtmctton/(x) auf 9toU uebuctren, unb 
für iebe biefer reellen SBurgeln jn>ei ©renjen anzugeben/ iXoxSä^m 
miä)m fie allein liegt. Um biefe ^Cufgaben ju Uftn ^ betrod^ten n>if 
bie guhctfenen X, X', X", X'% .. . xH wotM)n Jebe au^ bet t)Of» 
liergebenben abgeleitet, wib, wenn man nadj^ x bifferemtrt unb burd^ 
dx bit>ibiit. 2)ie 2Cnjabl biefec Functionen ift ==:m-|-l, unb bi« 
gunction X<«^ entb4ft hin x mef)r, fonbetn ift eine po\itb>t co»5 
jtante ®xi^. SBSir fdS)reiben biefe S^eil^e t)on S^ctionen in folgen« 
ber jDrbnung: 

X<«), XC"»-»), X<'»-a),...X', X, X. 

®efe^t nun; x beEomme eineft bejimmtoi ^fttioen dber.nego^ 
tmn SBertb a, unb man babe ba6 äeid^en iebe§ 9fefultate§ bemerft, 
wenn man biefen SBertb in bie JRetbe ber gunctionen fubjlituirt; 
fo wirb eineSReibe t)on äeicben gebilbet, wotjon ba§ erfte, weld^e« 
X(«») entfpri(lj)t, immer -|-; iji. ffiir nel^men an, ba§ bie fubftitutrte 
3abl a t)on einem negativen 5BJertl(^e, ber eine unenblidbe Änjal^ 

m ginbeitew tntbdlt, imb burc^ — ^ bejeicbnet tofeb/ cafmabüd^ 

bis ju einem pofttit>en SBertbe + - , ber ebenfalls über jebe ©renje 

l^inauS wdcbft , iunebme, unb woöe« bie iBerdnberungen unterfudf^en, 
n>elcbe bie Steige ber 3eidben ber SRefuItate erletbet; je gr6fer bie, 
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fubfUtuirte 3<^l a wirb, ^tefe ^xö)tnttü)t i)at fe^t merho&rbige 
Stgenfc^aftett/ beren aufmerffame Unterfud^ung jur SBefiimmung ber 
©renken ber äBurjeln fubrt. 

SBenn bie fubjlttuirte 3ä^I a = — -- tjl, fo rebucirt fub jcbe 
Function auf tl^r etfleS ©lieb. DaS 3etd^en be§ SIefultateö btr 
®ttbjlitutiott,t)on — - ift für bie etfte gunction offenbar -f-, für 

bie jweite — , für bie britte + / wnb fo fort. SBetm bie fubftituirte 

1 ' 

3abl =+- geworben ift, fo lomtnt in ber 3ei(^enreibe nur + 

l 

t)or. 2öfo folgt in bem erjlen ^aUt, n>o a=— - ift, auf iebee 

u 

3ei(i^en ber fRt\i)t ein t)on ibm .t)erf(l(^iebenei^. 3n biefer SIeibe fem: 
men alfo blofi 3ei4)enn)e(|fel t)or/ beren tKnjabt =m tjl/ uno 

im jweiten %aUi, wo a=+ ~ ijl, folgt auf iebeö 3eid^en ein i^m 



glei4)e$. Sie Sieil^e enthalt alfo nur 3eici()en folgen. SSir wer^ 
ben foaleid^^ beweifen, baf bie 3abl 'm ber Seicbenwed^el ; welche in 
ber erpen SJeibe ftatt finben, befldnbig abnimmf, jemebr bie fub= 
ftituirte 3abl a )unimmt; unb bog bie ^ei^e iebeSmal einen 3ei<ben' 
we^fel t)erliert, wenn bie fubftituirte 3abl einer reellen ^myci 
gleid^ wirb. 

§ 2. 3uiDÖrberft ift flar, baf bie Steige ber Mä)tn ungeanbert 
bleibt; fo lange bie fubftituirte 3abi a ntc^t eine ober mehrere ber 
gunctionen xH X(°>~i),....X", X', X ju KuB mad{>t. X>tm 
ber SBertb einer gunction, wie X ober X' ober X" etc. fann baS 
3et(ben nicbt dnbem, wenn er nicbt juioor =0 wivb. & ijl alfo 

gl unterfu^eU; xoah in ber Steige ber Seiden gefid^iel|^t; wenn bie 
tbftituirte 3abl einen 9Bert^ erreid^t, welcher eine ber Functionen 
X(m)^'XC'n-i), XC»-«)^...^', X', X auf 9lutt rebucirt. »it 
woBen juer jl mxttl^mzn , baß bloß bie lefete gunction X ober /(x) 
allein 9tua werbe; f) ijl f(x)=0, 2)ie gunction /'(x) fonn 
einen pofitmn ober negatit>en 93ertb b<^ben. 

aSir betradS^ten brei fucceffiioe unb einanber unenbltc^ na^ lie. 
get^e Sttft&nbe ber fubfütuirten 3abl a , ninüUi) : 

x=a — da, 
' x=a, 
x^a-f-da, 

uxü> t>erg!ietd^ett bie Sfefultate ber Subfütutton / ndmlic^: 

/(a-da), I . ^/.' i 

/(a+da). :. • 4. J . > . "/ 



« 



— ila/'(a), , :-:;, 

o; 

+ *a/'(a). 

@d^reibt man bte $üö)m, ixt ben 9?etl^en, toeld^e burd^ bie 
@ubflitutionen a — da, a, a+da 9«btlbet »erben, auf brei cor^ 
refponbtrenbe^ottjontaQtmen; fo unterfd()etben ft^) biefe fRtH)tnito^ 
burd) bte @cl()luß^etd()en. S)enn mir feigen t>orau$, baf ber SBert^ 
a t>on X nur bte Function /(x) auf 9luU rebuctrt, unb man 
f ann a immer um eine fo Reine ©roge -|- d a ober —da »aritren 
laffen, baß feine ber übrioen Functionen burdj^ bie ©ubftitutionen 
a + da, a — da t>erfcl^winoet. Solglidj^ hii)oittn biefe anbern gun^ 
ctionen baffelbe 3eicif)en , welches fie für x = a i^atttn. 3P + ba§ 
äeid^en t)ony^(a), fo fd^liefen fidj) bie brei Stellen mit: 

• • • 1^ # 

. . . + (1) 

. . .+ + 

b. t)., tt)enn/'(a) po\itx\> ijl, fo nimmt ber SSSertl^ won/Cx) ju, 
unb tjl fuccefftt)e negatit), fRuU unb ^)ofitit). 2Cu§ bem @^ema(l) 

erl^cDet, baf ber 3eid[>enn)e(IS)fel -f eine- 3eicl()enfolge + + ge^ 

worben ift. 

^tnn ba§ 3eicf)en t)on / (a) negativ i jl , fo fd()lief en itd) bie 
brei 9f eilten mit: • ' 



b. ^., wenn bie abgeleitete gunction (Slu)cion)/'(a) negatito tft, fo 
nimmt ber SBertIf) von /"(x) ab; fo baß er nadj^einanber i)ofit{t>, 
giuU unb negatit) ift. 3ba6 ©c^ema (2)jelgt, baß für ben3ei<|>etts 

n)ed)fel 1- eine gotge an bie @teue getreten ift. 66 ma^ 

olfo /"'(a) ^)ofitiiD ober negativ fein, immer tritt für einen S^df^en« 
wedl^fel etne 3ei(benfbtge an bie ©teile. fJolglidS) t>erliert bie Sfei^e 
ber 3eidS>en ber SJefultate , weld^^e man txf)alt , wenn man f&r x einen 
beftdnbig n>ad[)fenbcn SBertl^ a fubftittttrt, jebeömal einen 3eid^en5 
wed^fel, wenn ber fubftituirte fßtti^ eine reelle SBurjel ber geg^be^ 
nen @leid[^ung erreid^t, unb unenblidE) wenig boruber ^inaudgelS)t. 

©efefet nun, bie fubjKtuirte 3abl erreid()te einen SBertl), für 
weld^en eine ber mittlem Functionen ber Steil^e X<«), XC"»-«, 
X(«-«),...X", X', X SRuU würbe, aber bie lefete X nid^t. & 
fei XC»> ober f^^\x) bie t)erf4)winbenbe gunction, fo baf /(n)(a)=:0 
ijl. n bejeic^net ben Snbeic ber Sifferenjirung , unb n+l ober 
n — 1 biefen Snbejc f&r bie t)orbergel)enbe unb ndd^ftfolgenbe gunctioÄ. 
^an vergteid(>e, wie vorhin, bte JRefultate ber brei ©ubftituliOs 
nen a*— da, a, a-f da m bte SReibe ber Functionen, unb bemerfe 



^tei unb atoansidf^^ ^Dtlefung. 

@ntn>i(fe(ung ber Functionen Don mel^reren t>erdttber(i(^in 
®r&f en ^ ^Cu&be^nung bc'S Sa^orfd^en Sel^^rfa^eg auf 

Functionen biefer Art. 



(>) 



e» fei 



«=/(^/ 7/ «/•••) 



eine Function t)on mel^reren unab{)&ngigen Sierdnbetlic^en y, y^ z.. 
unb tüir n)oIlen/ n)te in ber neunse^nten SSorlefung: 

(2) F(a)=/(x + adx, j + aij, z + adz,...) 

feften; fb gibt bie gormel (8) in «orlef. 8: 

(3) F(a)=F(0)+-^r(0) + ^F"(0)+.., 



+ 



a 



n-l 



1.2.3... (u—1) 



F(ti-i)(0) + 



a 



1.2.3...n 



FC»)(<?o), 



inbem eine Reinere 3al)l aK 1 bejeic^net. Ueberbte§ finb , toil in 
ber SBorief. 19 bereits bemerft worben: 



(4) 



F(a), F'(a), F"(a),... .F(«*)(a) 



[unctionen toon x, y, z,... unb a, toeldf^ blofi bie Miänberlic^n 
Wgen: " . 

(5) iL-^adx, j-^-ady^ z^fLdz, 

enti)alUn, unb w^Idj^e ^^ für a = a auf; 

(6) F(0) = ii, r(Ö)=d u, F"(0) = d2u,...F<")(0)=d"u, 

rebuciren. Um alfo auS bem Sotalbifferenjidle d " u bie SBSertt^e von 
F <»)(«) unb FCn)((?a) abjuleiten, braudj^t man in bemfelben nur 
für bie SBerdnberiic^en x, y , z,... bie 2Cu§bru(fe (5), ober folgenbt: 



ju fefeen. 



x-)-^adxy y'\'Oady f z + ^adz,... 
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SBenn man bet Äfitje xoeQtn ben fo erl^altenen SSertl) üan 
F <«»)(<? a) mit D„ bejct(l()nct, fo gibt bie ©leiri^ung (8) In »erbin. 
bung mit ben gprmeln (2) unb (6) : ; . 

(8)/(x+adx', y+ady, z+adz,...) =u+ ^du+flid2a+... 

...+ dn-iu4-.-_? ^D„. 

1.2.3...(n— 1) ' 1.2.3... n 

(gö laßt ^iä) alfo, wenn man ben SSerdnberlidj^en x, y, «,'... 
bie Sacrement^: 

(9) Ax=adx; Ay = ady; Az = adz,... 

bcilejjt, ba6 correfponbirenbe Sncrement ber,gunction u=:f(x, y, z,...), 
namlid) : 

(10) Aii=/(x+Ax,y + Ay, z + Az,... .) — /"(* / y/ Z/-) 

»ermittelji ber formet : 

(11) An= t«la+^d2u+... 
■ 1. 1.2 

4-- Z d»-»y4- — D, 

1.2.3...(n^l) l.2.3...n 

nad^ ben fteigenben l^ottenjen t>on a entuoideln. 
©e^t man n==l, unb: 

x,.«>vdu . vdu , 

(12) — =<piXj J, Z,...), -«- = ;^(X; J, Z,,..), 

dx dj 

dii , , . 

T-=^(*' Jf ^z---)/ etc., 
dz 

fo finbet man: 

(13) du = <jJ(x, y, z,...)dx+yX^, j, z...yäy 

+ ij/(x., y/ z;...)dz+ctc... 

unb bie S^^nn^bt (9) unb (11) geben: 

(14) /(x+oidx, y + ady^ 2+adz,.,.)="«+«tDi , 

(15) Au=aD, ^ 

wo D^ ba^ ^olpnom auSbrudfti in xozlä)ti ^äf' bev ^ifoeite Sbeil Ut 
©leid^ung fl8) loenoanbtft , wenn man barin x + ^adx fäf 
X, y-f-^aay für y^ fladz für z, etc. . . fubftttttirt. 
SBSenn m bev Somel (8) baS ^buct: 

(16) — Da 

1 «Z.d •••S 



I 

L 



f&t tocu^entx SSkvt^ Mit b unmblt^ o^ttkamt, fo fofot aud biefei 
SontiejC/ n>enn. as^^c« geft^t totrb: 

(17)/(x+adx, j+ady, z+ad«,...):^u+*du+^d»u-l-ete... 

1 1.2 

©efet inan nuit a=l, fo rebuctren itdS> bie Sncremente Ax, 
Ay, Az... ber mahi)änaiQm SSerdnberlidf^cn auf i^rc 25tfferenjia(e 
dx, djT;. dz5 , ,. .^ üttb fwinen übrigen* ojö bcßebtge cnbß(|>e ®ro^en 
h, k, 1,../ barjleUenb , btttai^m weiten. 2Cl§bann fol^touc^ auS 
ben gormeto (8) unb (11): 

(l8)/(x + dx, y+djr, 2 + dz„..):^u + 'l" + J^ + ... 

JL 1 . « 

_L - «t"'" ^ Po 

1.2.3...(n— l)^1.2....n 

* 

/ia\ A d^j , d2n , d'ii d«-»u , D 



B 



1 1.2 1.2.3 1.2.3...(ii— 1) • 1.2.3...n 

n>o D„ ber tSu^brud iji/ in xoü6)tn jtd^ bad Stotalbtfferenitot d*n 
t)er»anbelt, wenn bann x+^dx<, j+diy, z+j^äm- ftf 
X, y, z... gefefet wirb, ©elfet man n=l, fo erlj^dlt" man : 

(20)/(x+dx, y+^y, z+dz,..0=/(x, y, z,...)+ 
^(^ + ödx, y + ffdy, z-}-(^dz,..)dx 
+X(x+^dx, y+/?dy, z+^dz.,...)dy 
+ -g/(x + (?dx, y + <^dy/ t + 0Hz,...)dz^eU:.., 

Sevnet/ wenn f&r wad^fenbe äBertl^e t>on n jtd^ Dq bet 92uQ 
unenblid^ na^ttt, fo ergeben ftd^ au* ben Formeln (18) unb (19) 
folgenbe: 

(21) /(x+d X, y+d j, z+d z,...) = u + ^ + ü^ + -ÜIL + ... 
/yv /j^ j^ ^ 1^1.2 1.2.3 

/«i»v A du , dJ^n , d'n , ^ 

(22) Au=; — -f- + + etc... 

^ ^ l l.a 1.2.3 

jOte ®Ietd^ung (21), unb ^ie, weld^ mati batuv^ lijoHdUt, 
wenn barin für x, y, z,... unb x, y, z,... für dx, dy, dz,... 
gefegt wii^, gelten ba*- SHttet'^an bie J)anb, ben Sa^lorfd^en 
unb aRaclaurinfdf^en, ober melmel(ir (Stirlingfc^en*), &trfat 
auf Functionen loon melS^reren IBttdnberltc^en au*jubel(inen. 

9{ej^en.. wir^ .nun an, ba|i bie-^rofe a. in ben Sonnein (3j 
öJitt (8) ^nenbU4>,Hetn w?erbe; fo. wirb " ^affelbe mit ber 35iffereflj: 

(23) r(»)(^a)-^F<«)(0)Br:ö„-^d«ü 

*) 9)eacod %at bemerft/ ba$ bec bem englifdden fO^at^iematifcr SJIaaaurm 
attdemein sugefd^nebene Se^tfli^ feit 1717 oon feinem ^anbömann Ocic 
Und in bem SBerfe: Lima« lertil ordkiis Newtonianae gegeben ift. 
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ter Sali fein/ uub bcitiäftitt man btjfe ^Diferen) burd^ ß, b.t). 
fegt man: 
(24) D„=d»u+^; 

fo folgt au6 ben gormcin (8) , (11) : 

(25) /(x + adx, y+adj/ z+adÄ/...)=u + -- ^"+ — d'u+.. 

1 l.JB 

..._| ^^IZLl d— »uH — (d»u + fl), 

1.2.3. ..(n — 1) 1.2.3.. .n ^ 

(26) Au="du+ — d2u+... 

1 1.2 

^ ?ill! d»->H+ — , (d»U+^). 

1.2.3...(ii-l) 1.2.3...ii^ ^^ 

I * 

®efdl^telS)t t^, baf bte Sifferenitole : 

(27) du, d2u...d'»-iu 

f&r getotffe S93ertl[)e t>on x ; j, z , . . . aQe t)etfd^u)tnben ; fo gibt bte 
%omü (26) blo|i: 

(28) An = — ^;!_(dau + ^). 

@e|t man n = 1 , fo fallen bte ©feid^ungen X2ß) unb (28) mit bet 

foljenben: 

(29) Au=a(du + ^) 

jufammen, unb folglidf^ mit ber gormel (8) ber SBorlef. 16. Sflodj^ 
wollen n>trbemer!en , bafi bte SEl^eotte ber fÖlajctmaunb üßtni ma 
für Functionen t)ön melS^reren t)erdnberKcl[)en ©roßen in ben gormein 
(28) unb (29) tntWttn ijl , unb ba^ ber «e^rfafe 1 «orlef. 20 
unmittelbar au§ ber formet (28) abgeleitet werben linnte. 



.» 




Z n ^ a n Q, 



2Cu f l 6 f u ng 



b e t 



6eftimmten ®itit^nn^tn. 



L. ^ 






7 : '* 



SKet^obe jur SBejlimmung jweier ©renjcn jjeber reeBcn SBucjet 
unb jur Unterfi^eibung bec imagindren SEBur^eln 

t)on ben rceöen. 



§ 1. «Ote gegebene ®let(l()uns '^^* 

X« + a, x»-i+aj x'—a+a x«-3+...-j-a,a_jX+an=0, 

S>en etften 3;]()eU biefer ®Uxä)unQ bejetdl^nen wir bmö) X obet 
/(x). 2>er ®cponent m ifl eine ganje 3a]()l. 2)te goeffJctenten a^, 
^2/ »)/ Am-i/ Am ftnb gegebene 3<^)len. @$ f ommt barauf an, 
}u be^mmen/ wie ^tele reeue Labien a^ ß, /... ed gibt^ tt)eld^e 
für X in X fnbjiituirt, biefe gttnctiDn/(x) auf 9hiU rebuciren, unb 
für iebe biefer teelUn SSutjeln mti ©renken anjugeben^ y(0i\6)tn 
npeUben {te allein liegt. Um biefe Ttufgaben ju I6fen ^ betrachten toiv 
bie guhctfenen X , X.\ X", X"\ . . . X^"»), tt)ot)on jebe auä ber t)or* 
bergebenben (abgeleitet mxt, wenn man nacb x bifferenurt unb burd(^ 
dx bi^Hbiit. Sie 2tttjabl biefer Functionen ift =:iii+l, unb bt^ 
gunction X<«>^ entbitt fein x mebr, fonbem ijl eine po^tiu cous 
itante ®r6|ie. S3ir fdE^reiben biefe ffttüfc t)on Functionen in folgen^ 
ber jDrbnuttg: 

XC«), XC«-i), X(»-«);...X', XO X. 

@efe^t nun, x beSomme einen bejiincmtm pü^mn ober nego^ 
titjen SGBertb a, unb man "^aU ba6 äeid^en jebeö SfefultateS bemerft, 
wenn man biefen SBertb in bie Stetbe ber Functionen fubftituirt; 
fo wirb eineJReibe t)on 3eiclf)en gebilbet, woüon baS erfte, weldj^e« 
^(m) tnt\)>xid)t, immer -}^ ijt. 2Bir nel)men an, baß bie fubftitmrte 
3abl a t)on einem negatit)en äSert^e/ ber eine untnblxd)t ^Cnjabl 

,0« einleiten tnt^t, «nb b«r* - i bejet^net »ftb, O^m 

biö ju einem »>ofitit)en SBertbe + - / ber ebenfaß^ über jebe -©renje 

^inauS wd^ft , iunebme/ unb wollten bie S3erdnberungen unterfud^en, 
welcbe bie Steibe ber 3eid^en ber 9iefultate erleibet, je gr6fler bie, 
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fubjlitmrte 2at)l a »itb. X>xt\t 3etdS>e«teil!)c l^at \ti)x mcrlwurWge 
eigenfcl^aftcn, beten aufmertfome UntetfudJ^ung jur JBeflimmung bcr 
©tenjen ber SBurjeln fü^yrt. 

SBenn bie fubftituirte 3al)t a = — - ijt, fo tebucitt ftdj^ icbe 

gunction auf i^t erjteS ©lieb. 35aS 3ei(|)en be§ JRefultate6 ber 

l 

©ubjlitution bon — - ift für bie erfte gunction offenbar +, für 

bie jweitc — , für bie britte + , unb fo fort. ääBenn bie fubftituirte 

1 ' ' 

3aW =+- geworben tjl, fo fommt in ber Seid^enreil^e nur -|- 

Dor. 2Clfo folgt in bem erjlen galle,.»o a= — - ijl,. auf iebe'§ 

3eicl{)en ber Sfeil^e ein t)on x^rn Joerfd(>{ebeneä. Sn biefer JRei^e lom- 
men alfo bloß 3eici(>en»ec^fel r>ox, beren Ttnja^yl =m ijt, unb 

im iweiten gaKe, wo a=:+ - ift, folgt auf iebeS äeidS^en ein if)m 

gleid^eö. 2)ie Sfeil^e entl^dlt alfo nur Sei dE)en folgen: "^SBSir tt>er= 
t>m foaleidj) beweifeu; bag bie 3al)l m ber 3eicl&enu>edMet / »eld^ in 
ber erpen JReit)e ftatt finben, bejldnbig abnimmf, jemel^r bie fubs 
{iituirte 3al^l a junimmt; unb baj bie iReil^ iebe$ma( einen 3ei($em 
xozä)iü verliert ^ wenn bie fubftituirte 3a|^l einer reellen äBur^l 
^tid) wirb. 

§ 2. 3ut)6rberft ift Kar, ba|i bie Stetige ber 3eidj^en unge4nbert 
bleibt; fo lange bie fubftituirte 3al^ a ntd()t eine ober mehrere ber 
gunctionen xH xc«>-i),....x", X', X ju «uö mad[>t. Denn 
ber SBettl^ einer gunction, wie X ober X' ober X" etc. fann ba§ 
3eid()en niä^t dnbem, wenn er mä)t iut)or =0 wtVb. & xfk alfo 

gl unterfuc^en, waS in ber Steige ber ^tiä^n gefcif^iel^t, wenn bie 
ibftituirte 3at)l einen äBertl^ erreid^t, welcher eine ber Functionen 
XC«)/XCm-i), XC»--.»)^..,^; X', X auf giuH rebucirt. SBir 
wollen juerjl annz^mm, baß bloß bie lefete gunction X ober/(x) 
allein SfluU werbe; fo ijl f{x)=zO. ©ie gunction /'(x) fann 
einen pofitit)en ober negatit)en 5Bertt),l)aben. 

9Bir betracl()ten brei fuccefftt)e unb einanber unenblid^^ nal^^e lie^ 
genbe Suftdnbe ber fubftttuirten ^af)l a , ndmlidj) : 

x=a — da-, 

x=a, 

x = a4~da, 

unb bergleidf^en bie 9{efultate ber Subflittttion , ndmlidt^: 

/(a-da), . / --/- ^ 
/•(a-fda). - i 4 i.^ / 



— da/'(a), :-; 

o; • 

+ *a/'(a). 

@4)yeibt man bte 3et(l(^en; bte ben fReii)m, xotld)t bntd) bie 
©ubjKttttionen a — da, a, a-+-.da geWlbet »erben, auf brei cot- 
tef))onbirenbe £)ort2ontaQtnten; fo unterfd()etben fiä) biefe 3ttH)tn blof 
burcb bte Bd)lu^itid)tn, 2)enn n>tr feigen t)otau$/ baf ber SBert^ 
a tjon X nur bie Function /(x) auf SluU rebuctrt, unb man 
fann a immer um eme fo Reine ©röfie + ^ « ober —da »ariiren 
laflen, baß feine ber übrigen Functionen burc^ bie ©ubftitutionen 
a+da, a — da t)erfd[)winbet. Solgtidj^ bif)dttn biefe anbem gum 
ctionen baffelbe Seid^en , welcl)e§ fte für x = a ](>atten. SP + 1^ö§ 
Belegen üon f (a) , fo fdj^liefien ^d) bie brei Stellten mit : 

j . • 

• • • r^ ^ 

. . . + (1) 

. . .+ + 

b. l)., wenn/'(a) pofitit) ift, fo nimmt ber SSBertb "oonfU) ju, 
unb ijl fucceffiDe negatit), 5RuII unb j)ofitit). 2(u§ bem @q)ema(l) 
erhellet, ba^ ber äeidS^enwed^fel -f eine- äeic^enfolge + + ge- 
worben tjl. 

SBenn ba§ äetd^en t)on / (a) negatit) ijl , fo fdl^Uef ejt ^xä) bie 
brei JReil^en mit: - ' 

. . .- + 



b. i}., xoenn bte abgeleitete Function (Slu]rion)/'(a) negatiD tp, fo 
nimmt ber 2Bert^ uon /"(x) ab; fo baß er nad[>einanber ^ofltte; 
SuU unb negatit) ift. $)a^ ©dS^ema (2)jefgt , baf für ben 3ei4^em 

»edS^fel 1- eine golge an bie @teUe getreten ift. & moQ 

# f (ä) ♦)ofitit) ober negatit) fein , immer trttt für einen geidf^cn« 
toecbfel eme Bei(^nfb(ge an bie ©teile, ^ol^lxö) t>erliert bie Steil^e 
ber äeidf^en ber Slefultate , xoü^ man tx\)alt , wenn man für x eineti 
befianbig wad^^fenben SBertl^ a fubftitutrt; jebedma( einen 3eic|iem 
«oed^fel, wenn ber fubftitutrte SBertlj) ^ine reelle SBurjel ber gegeben 
nen ®leid[)ung erreid^t^ unb untnV&ö) wenig borüber l[^inaudgebt. 

®efeit nuU; bie fubfKtuirte ^a\ji erreidbte einen SBertl^^ für 
»eldS^en eine ber mittlem Functionen ber Sfeil^e X^«"), XC«-i), 
X(«»-2),...X'V X; X giuU würbe, aber bie lefete X nid()t. (58 
fei X^n) ober /^"^(x) bie toerfdj^winbenbe Function, fo baß /<n)(a}=0 
ijl. n bejei^net ben Snbejc ber ©ifferenurung , unb n+lober 
B— 1 biefen Snber {ür bie t>orl(ierge]^enbe \xm> nad^jlfolgenbe gxmctiort. 
3Ran Dergleidj^e , wie t)orj)in , bte 9f efuttate ber brei ©ubßitiÄiöJ 
nen a^da, a, a+da tn bie SReibe ber Functionen, unb bemerfe 



I 



iuetft, baf ftd^, ite da eine umtiMUf Keine ®r6{ie ifl^ bie Bretten 
btx ^id)m nur bmi) bie Setd^^en bet SRefuUate unterfd^eiben , welcf^ 
t)on ben ©ubftttutionen in /^»> (x) itxxixf)xen, 
£)ie brei Stefuttate ffnb: 

/C»)(a+da), 

ober: 

— da/<»+J)(a), 

0, 

+ da/(°+i)(a). 

9tun fann aber baS Belegen t)on/^"+'^(a); + ober — fein, 
unb baffelbe gttt t)on/^"+*>(a), wel^cJ m'er tjerfclj^iebene Sombi^ 
nationen gibt. 

3n ber erjten ift ba§ 9?efultat /("+') (a) unb /^"-»H«) P«>Ptiö^ 
ftan muf alfo t)on ben 3et4)enreil^en bie brei ®tmt : 

+ - + 

+ + (3) 

+ + + 
toergteic^en. 

3n bcr jweltcn ßombinatton ijl baS Seiten t)on/^*'+'^(a), 
— unb ba§ toon /^"""^H^)/ +• 2)te cntfpved^enben SEi^eile, welche 
man t)ergleid()cn mu^, finb folglid^^: 

. - + + 

- + (4) 

+ 

£)aft ^ditma (8) jeigt , bafi bie obere 0{e{l(^e jtoet 3et4^cnm((fd 

ndmlid^ H / }-. t)ertoren* lj)at, an beren ©teüe bie beibm 

Solgen + +f + + getreten finb. 2>af[elbe ftnbet ntd^t bei htm 
^d^ema (4) jiatt; e§ Aeigt, ba^ bie Sfetl^e feinen 3ei(l()enwe(^{cl 
werteren lf)at. 2)enn: r&^ einen 3ei(lS?en»ecl(>fel — -j- ^ebt eine 

gotoe ; aber ju jleid^er äeit ift für bie golge -i- -^bizlSbi 

m«$fe(ung - — \- an bie ©teile getreten. 

SSir l^aben öorauögefdfet/ ba^ bie gunction y^"~^>(x) bo^ 
$t\dfin + M^* ^B^i^e fie im ®egentl^et( negatt»/ wenn man ^ 
^r X fe(it; fo befommt man folgenbe jn^ei ©dt^emata: 

, + 

+ - (5). 

+ + - 



* 



unb: 



- + - 

-r - (6) 



kme TSbmäf^timi »er Seid^en t>erldt«n ll^t. £)a« @i^ema (6) tnt^ 
frri4)t einem onDetn gaUe^ we ble Selc^nrei^ jwet Äbwetf^felungen 
- 4-/ + — vjetloreit \^at, an beten ©teile Die SJolgen — — , 

%\xh tiefer Unterfud^un« folgt ^ baß; wenn bie fu^tuirte 3aW 
ja einen SBert^ erreidf^t; v^ä)n eine bet mittleren Functionen auf 
SluU rebucirt, bie geaebene Function X aber nid)t, bie JReil^e ber 
M^m sugleid^ jwet Jtbwe^felungen, ober leine t)erliert. Slie* 
ma» öeriiert pe eine ICbwecl^felung , ober belommt eine me]f)r. 

SSenn bie fubjlituirte ^(ä(l eine rceDe a3sr)el bet gegebenen 
Sleic^ung tmiö^t unb übergebt, fo böben wir gefe^en, baß bie 
Sei^c notbwenbig einen Seicpenwed^fel t)erliett, nnb eö ift eben be« 
efen, baf , w ^" ^'' ^'^""^ *^'^ ^..«.a:^-^:.^ ... c«..r. — .a.. 

mction nic^^t 1 
;t)e jugleicb J 

alfo bie fubjlituirte 3abt a aUm^lidj^ \>on — -bis +- wdc^jl, fo 

öcrtiert bie Steibe ber äeicben wenigflenS fo t>iele Seicbenwed^fel, att 
bie gegebene ©lei^ung weBe SSJurjeln bat. £)ie 3abl ber.äeicbens 
»ec^fel ber Steibe tarnt ntematö gr6per werben; fie nimmt notb^ 
»cnbig um eine ©nbeit ab , wenn bie le^te gunction X allein t>er* 
f(^n)ino{t, unb fie fann entweber um jwei ©nbeiten abnebmen, 
ober un^eanbert bleiben, wenn bloß eine ber mittleren Functionen 
öerfc^wmbet. 

§ 3. SSiSber Ijahtn wir angenommen/ baß nur eine bÄ gunctio« 
neti; welcbe bie Steibe bilben, burd^^ bie @ubfKtution Don a t>ct: 
\ijmr(btt, unb biefeS ifl im JlÖgemeinen ber gaU. 25aS ©egentbeil 
fann nur jufdltig gefcbeben, wenn jwifcben ben Soefftcienten ber 
geoebenen ®lei(bung gewiffe Stelationen jlatt finben. ®ne unenbs 
li$ Heine aSerdnberung in bem SBertbe ber ßoefpcienten würbe biefe 
»ejiebung aufbeben , unb ein unb berfelbe SBertb t)on x würbe nidbt 
nte^r met ober mehrere Functionen jugleicb trerfd^winben madigen. 
8ei Unterfucbungen biefer %st fann man baber immer t)on biefen 
iefonbem gdllen abftrabiren; aber fie muffen Wer befonberö betradj^s 
tettüerben, weil a barauf anCommt, ben jbengen {Beweis eineS 
8unbamentalfa^e§ ju geben.. 

9Sir wollen alfo annebmat, baß berfelbe, ftatt x in bie Steibe 
^« Functionen fubfHtuitte SBertb a mebrere auf einanber folgenbe 
Sunttionen ju 9lull mad^e, unb wie toorbin, bie brei SRefultate ber 
Subjlitutionen a— da, a, a+da t)erglei(^en. gS feij^">(x) bie 
S^nction, weld^e i[)erf4^wtnbet , wenn man a ftatt x fubfHtutrt, unb 
wir »ollen annebmen, baß mebrere folgenbe Functionen /^■-*HxX 
rr^K^), etc bmd) biefelbe ©ubjlitution wfdf^winben. & fei 
\}^^ Änjabl ber auf einanber folgenben t)erfdS>winbenben Functionen 
Mm), /(«-!) -(a), /c«-2)(a), /<»-3)(a), etc. JDie üorberge. 
*«nbe Function /^°+^Ha) tft ni*t Kuttj fte bat ba« Seiten + 
ober — . ©affelbe gilt t)on ber auf bie lefete toertfawinbenbe Function 
frWnbe /(«-i}(a). e» ftmimt botauf an, bte liltlere SWbe, weld^e 



wel^ie öebttbrt tDitb> xomn man. ^+ da fub^uitt^ «lÄmit ber 
Obern ^ci^e, weWj^e a— da entfpttdj^*, ju wrgleidl^ett. äuetjl »et^ 
ben nur bte SS()eile biefet Steigen betrad^^tet./ n>elc|^e !^d) auf bie t)e^ 
f4^n)tnbenben Functionen unb bie ibnen t>otangebenbe Function be^ 
jteben., 9R<Wi t^ati . - 

' /-(n) (a + d a) =/<«) (a) +4 a/(«+0 (a), 
Ober nur: 

/(n) (a 4- d a) = d a/<n+i) (a), . 

n>«U na* ^r aSeratHSfefeung /<») (a) = o tp^ 

f (0- 1) (a + d a) =/(» - ») (a) + d a/<») (a) + liL/(«+ » (a) 

m 

= ?[i_-/Cn+l)(a), 

2 • 

»eil /(«-^Ka) unb/C")(a) giuU »erben. 
g§ ifl allgemein: 

/(°Ha+da)=da/C»+»i(a), 
/<n-i)(a+da)=il!-/(n+i)(a), 

/(«-3) (a 4- d «) = i^ /(»+i) (a). 



unb folglid) : 



etC; 



/<n)(a_da) = — da/CiH-i>(a), 
./•(n-i)(a-.da)= ^/C«»+i)(a), 

, /(»-«) (a_da) = -iil.yCH-i)(a), 

iM . «5 

/(n-3)(a,^da)= ill./(«H-i)(a), , 
etc. 

; . SS^ieid^net . man ben S^b^i- ber mittlem ffleibe, »eldS^en bie 
gunctionen:. 

für X = a . geben , burd^ : 

/^»+i)(a), 0, 0, 0/0, 0> etc; 

fo fmbet man bie^i^^en be^ ber untern Steibe, »etd|ie bie. @ttbs 
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Ih'tuttott a+da gibt, tnt^töftnhm Xf^üM, unb bte Qtl^m M 
Xl^a, wtVSftx ber bmöf bte ®ub{Htutton a-— da gegebenen obem 
Ket^e entf^cpt; nadf fblgenber Siegel : , 

Um bte untere äetd^enretl^ie ju bUben, mn^ man unter jebe 
ber mittlem Steige ba% äeidj^en t)on/^»+'Ha) f^fe^w, unb um bie 
obere 9?eil^e ju btlben, mu^ man üoer bie erfte jur Sinfen boS 
entgegengefefete 3ei4>en t)on /<»+'>(a) ((^reiben, über bie folgenbe 
3luU ba6 3eid&en t)on/^"+'Ka)^ wnb fo fortfal^ren, über bie folgen» 
itn SluUen ber mittlem fRtü)t abn)e(l[)felnb ba6 entgeaenj^efe^te $t\dfm 
t)Ott /<»»+^> (a) unb baö ^tiäftn t>on /("+'> (a) ju jcf^retben. 

^iernad^ ift flar , ba^ / wenn mm bei ber ä3ilbung ber itxdftn* 
reiben t)on ber Sinlen jar SRecbten fortgebt; burd^ bte TCnwenbung 
ber t)orbergebenben.9fegel in bie obere Steibe 3ei(benwe(bfel einge« 
fuf)rt^ n^erbeu/ tvelcbe in ber untern Steibe eben fo t>tele Sotosn tt>erben. 
3ft bie Xnjabl ber t>erfcbn)inbenben Functionen = i , fo ftnbet man, 
bafi bie obere Sfetbe eine gleiche Timai)l t)on 3etd^enn>eci(^feln entbdlt, 
mlcbe in ber untern Steibe bmä) eben fo t)iele Folgen erfe^t {tnb. 
Vvtä) ift }u bemerten, bag in biefen beiben Steiben bte 3eicben ah 
wecbfelnb »erfcbiebcn unb gleicb ftnb. SSerfcbiebcn jinb fie für bie 
Functionen, berenSfang burcb/^"^ f(n-2)^ ßa-4)^ ^Cn-e) etc. unb 
gleidf) für bie Functionen, bcrenSfang burdf) /^"-^^ y ^"-3) , /<n-5)^ 
etc. angebeutet wirb. (Snbli^ folgt auf bie ju 5JluIl »erbenben ^nn^ 
cttonen , beren 2(n}abl = i ij! , eine nid^t t)erfcbn)inbenbe Function 
|(n-i)(x), für »elcbe bie ©ubftitution x=:a baffelbe Seiten gibt 
in ben brei SReiben, unb biefeS äeicben fann + ober — fein. @§ 
(ißt \id) nun leicbt ftnben, wie t)iele äeicbenwecbfel bie obere 9?eibe 
öerloren b^t, wofür in ber untern Sfeibe eben fo toicle golaen fteben. 
^enn wenn i eine gerabe 3abl ifl/ fo ift'baS Beieben ber legten 
t)erfd^winbenben gunctibn/^"-»+^^(a) in ber untern unb obem JReibe 
baffelbe. @§ giot folgli^ in beiben 9feiben biefelbe Seicbenoerbin* 
bung mit ber nid^t t)erfd^winbenben Function /("-^H«)- S<>l9ß^ 
M bie obere JReibe i äeidj^enwed^fel t)erloren, für weld[^e golgen 
fUben. 

SSenn aber bie 3abl i ungerabe ijl, fo jerfdUt biefer %aU in 
(loei anbere. SBeil baö 3eid()en ber leisten t)erfcbwinbenben Function 
jf(n-i+i)(a) für bie obere nnb untere 9Jeibe ni^it bajfelbe ijl, fo 
bilbcn biefe üerfcbiebenen Seieben mit bem beiben Sfeiben aemein^ 
fcbaftlid^en 3eidS^n t)on/^n -*)(») jwei entgegengefe^te Soipbinatios 
nen. ^enn bieienige biefer Kombinationen , wel($e ftd[^ in 6er obem 
Stcibe bepnbet, ein 3eicbenwed^fel ijl; fo entf})riebt berfelben in ber 
untern Steibe eine ^otge. 9Ritbin tfi bte Änjabl ber 3eidf>enwe4)fel, 
tüetcbe bie obere Sfeibe verloren b^t, nijbt i, fonbern i + 1. 2Cber, 
wenn bie 3eicbent)erbinbung , weld^e bie obere 9?eibe fcbliegt, eine 
Splge ber 3eidben ijl; fo wirb fie eine }Cbwed()feluna' in ber untem 
c^eibe. 3n biefem %aVit ifl bie 3abl ber Seicbenwed^fel, weld^e bie 
obere [Reibe verloren b^t, nicbt i, fonbern i — 1. 

3tuö biefen flSemerfungen folgt, baß, wenn bie 3abl ber loers 
fc^winbenben Functionen =i ift, bie 3abl ber in ber obem JReibe 
t)erloren gegangenen 3eid()enwe€bfel = i ifl , wenn i eine gerabe 3abl 
ijl, unb wenn i ungerabe ifl; fo t)erliert bie obere 9tetbe in einem 

IT 
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erjlen %aUt i+1 unb in einem jtoetten i— 1 Qtid^tMtif^ü. tßt» 
md)ntt man alfo bie ©efammtanjal^)! ber Bei(|»enn>e4^fel in bev obent 
^etl^e burdE^ h unb bie in ber untern {Reibe burdl^ k. fo ftelE^t man 
1) bafi bie äabi k niematö grifer fein fomt, atö h; 2) bafi bie 
2)tfferen} h— k=i ift, xotnn i eine gerabe 3al^t ifl; S) ba| bie 
^ffcrenj h — k=i4;l ober =j — 1 ijl, wenn bie ICnjjal^l ber 
terfd^toinbenben Functionen ungerabe ift. 2)iefe Differenz tji folg» 
Kd^ tmmer eine gerabe ^1)1 

SGBenn ber ^ttti) t)on i nur =1 ifl , fo ift bie 2)ifferen) 
li — k=-2 ober =0. 2)iefe9 ift ber aUgemeine %aU, weldS^en wir 
guerft unterfud^t i)abm, inbem t>orau$gefel^t würbe; bag nur eine 
mittlere Function t)erfd()n>inbet. ®enn aber mti)ttxt auf einanber« 
foloenbe mittlere f^nctionen ju gleidj^er geil loerfc^toinben / fo ift bie 
Dtfferenj h— k = 2=4=6=etc. 

$Bir l^aben auc^ ben %aU ^u betrachten; n>o bie aufeinanber« 
folgenben t)crf4)pinbenben Functionen in ber SReibe ber Functionen 
am @nbe jur fRtä)tm liegen; fo baß fid^ ber erfie SEbeit X ber ge> 
gebenen ®leid[)una mit barunter beftnbet. 9{un folgt aoer aud unferm 
t)or]^ergebenben äöewcife; bafI bie obere 9lei]()e^ wenn man bie 3a^l 
ber am @nbe ber Stetige t)erfd()winbenbcn Functionen mit j bejeid^net, 
genau j 3etdf)enwed()fel tjerltert. ^an weiß; baß bie Function X 
tn biefem %aUt, weldj^eä ber ber gleiten SBurjeln ifl, ben Factor 
(x— a)i tntl)&lt Folglidf) l^at iit 3et^enre{l(ie j äei^^enwed^fel toer* 
loren ; wenn bie fubftituirte ^ai)l bem SBertlJ^e a ber toielfadjS^en Ißurxei 
gleid(^ geworben ift. Siefe ^erminberung ber 3alS^l ber 3ei4)enwe4)fel 
m ber 3eid()enrei]^e finbet iebeömal jlatt, wenn bie fubfKtuirte 3<*!^l 

1 1 

a; inbem fle aQmdl()lid(^'tDon bxi -{"-^roa^^ lebereeUe SBurjel 

erretdf^t unb unenbltd() wenig uber|d()reitet, unb bie SIeibe ^rliext 
bai)tx fo mit 3ei((^enwed()fel; atö bte gegebene ®leid()ung gleid^e ober 
ungleidS^e reelle Sßurgeln l^at. 

6nblid() fann man annelS^meU; baß bie @ub{litution berfelben 
3a]()l a in t>erfd^iebenen Xf)ükn ber 9?eilS^e mebrere auj;einanberfbb 
oenbe F^t^c^^onen t)erfdE)winben mad^ti ndmlid() i in einem erjien 
Xl^eile ; i in einem {weiten S^f)ült, etc. unb j Functionen am 6nbe 
ber Siti^t , worunter aud^ bie gegebene X ift. 

S&titi6)ntt man bie ©efammtjabl ber 3eid()enwed(^fel; web^e bie 
Steibe entj^ielt; atö bie fubflituirte 3al(|l um eine unenblic^ Reine 
®r6ße Heiner war atö ber SBertb t)on a; burd^ H, unb burdE) K 
bie 3al^l ber 3eid()enwed(^fel; xotUl^t bie 9ieibe bzi)ait, wenn ber SSSertb 
t>on X um ein unenblid^ kleines größer geworben ift ald a ; fo leud^« 
tet ein; baß man, um bie 2>ifereni H— K gu finbeU; nur auf 
iebeh Sbeil ber Steibe; wo fid^ bie tDerfd()winbenben Functionen be^ 
ftnbeU; bie eben bewiefenen Folgerungen anguwenben braud|^t. SBenn 
bie ^af)l i gerabe ift ; fo muß man für biefen S£b^il ber {Reibe i 
3eid^enwe4)fel red^^neu; wo ^r Folgen an bie @teUe treten. SBenn 
ober bie 3abl i ungerabe ift; fo (ann e& gef4^el(^en, baß bie {Reibe 
i4-l ober i — l 3ei4^enwe4^fel verliert. jDaffelbe gilt wn ben 
BolS^len i'; r — 2)ie am Gnbe Derfc^winbenben j Functionen geigen 
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tn allen %iXitn an, bd$ tte Sfetl^e genau j äetdSiemDed^fel ))etlbren 
^at. 9tan ^t, ba^ ^^ btx t>oi^etgel^enbe fi)en)eid tmmet auf bte 
SSetgleid^ung ber ana{9ltf:f^n Xu^bt&cfe ber fRe^vitate, rotl^ maa 
ttfyilt, wem mm a— da^ a^ a + da in bte ditif^e ber ^ncttonen 
fubftttutrt; rebucttt. j£>\xcd) btefe SSergletdg^ung erl^IIen alle Solge» 
tungeU/ toel^e tott in flSe^tebung auf bie pxogtt^'^t ^bnal^me ber 
Sal(^( ber 3et(|^enmdbfel bet 9?eil^e au^tnonbergefe^t ]()ab«t 

§ 6. tiefer S3en>eiS jetat; n>te bte Stetige ber Stefultate ber Subs 
fütuttonen nodl^ unb naq^ ote m QtUlftntot^^ü t>erltett/ n>eld(^e fie 

\)att^, oK ber fubftituirte SBertfe = — L war. 



1) £)te ^a^ ber ^iä)ttxmä)jtl ber Stetige nimmt beftdnbig ob. 
j)tefe Steige !ann feine neuen 3et(i[)enu)ed^fel bekommen ; nod(^ einen 
ber üeriomen »ieber erl^ften. 

2) aSkun bie ©ubfKtuttcn bte lefete gunction /(x) Derfri(>wtnben 
maä^tt fo i>er(tert bie fRti^t au^ bi^m ®runbe f» t)tele gkicl^n^ 
»edMel/ äK bie ®(eid(ntn9/(x)=0 reeöe SEBurjete i)atf bte ber 
fubjHtuirten 3abl gleidS^ pnb. 

ä) SBenn bte fubftituirte ^a'fyl eine , ob^r mebrere ber mittleren 
gunctionen ju Slull madf^t, bte leiste /(x) abet nidS^lj jb fann e8 
flefdS^el&en/ baf bit Sfeil^e feine 3eid(^enäbn)edbfelung[, ober baf fte 
bereu eine gerabe 3CnjaI)l ijerliert. (gS ijl in btefem gaUe immöglid;; 
bo^ eine ungerabe «njafil t>on 3eid^enab»ed[)felungen t)erfd^n>inben. 
@tnb bemnadj) aöe m SÖurjeln ber ©leicbung reell, fo t>erliert bie 
Sfeil^e j^enau m 3eidf)entt)eci()fel, unb folgli^ fann fie in biefem gaKe 
feinen t^rer 3eici^enn>ed^fel bmö^ bie @ubfKtution eined SBettbe^ 
verlieren/ Yoeld^^er eine ober mehrere ber mittlem Functionen 9etw 
fdjiwinben tna^t, obne biefe§ bei ber legten /(x) ju tbun. 

SBenn bie ©(eid^ung m — 2 reelle unb 2 imaginäre IBurjeln 
Wi fo n>irb e$ nur einmal gefd|^el^en, bafi bie ^eilj^e burd^ bie 
Subftitution eine^ Sßertl^e^ , weUber eine mitüttt Function gu 9lup 
maAt, ol^ne bie le^te gunction /(x) toerfd^winben ju mad^en, jwei 
äeiqenvoedj^fel tjerliert, unb bie übrigen m— 2 äeidj^enwed^fel werben 
• n^ unb nad^ t)erfd^n)inben , n>enn bie fubftituirte Qdi)l jjeber ber 
m— 2 reeHen SBurjeln gleid|> wirb. 

3n allen gdßen entfprtd^t iebe reelle, gleidjie, ober unaletdS^e 
SSurjel notbtoenbig einem t>erlornen 3eid^entt)ed()fel. Solglid^ tft bte 
ttijfi^ ber 3etd^enn>ed^fel, voel^^e verfd^winben , obne bafi bie (e|te 
Function /(x) Slull wirb , ber 5Cnja]()l ber imaginären SBurjeln ber 
gegebenen (Sleid^ung gleid^. 

§ 7. Ttuf biefe ^rt finb wir ju bem äSeweife folgenben ©alfeeß 
delangt, xotl^tn wir al$ einS ber ^unbamentalelemente ber alge^ 
oraifi^en %nal9f[$ betrad^ten. 

SSenn eine numerifd(^e ©tetd^ung /(x) = be$ ®rabe^ m ge« 
Äeben ift, fo betradl^tet man bie gunctionen /(x) , /'(x),/"(x)i... 
/^"Hx), woöon iebe auS ber tjorl^ergel^enbett abgeleitet wirb, wenn 
man nad^ x bifjeren^irt , unb i\xx6) dt. bimbirt. 9lad(|bem matk 
We aieil^ biefet gunctioften m<l^ folgenber iDrbnung : /(«>(x), 
/^«-*)(x),..../''(x), f (x),/(x) gefd^riebcn b<»t, fubjtmiirt man 
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ftatt X einen beftimmten Skxtl) a unb bemerft / nrfe »(ele Setbtn« 
bungen jtoeier auf einanber f olgenber t)erfcbiebene¥ Seidigen , me 4 — 
ober — + bie- Weibe ber Seiten ber JRefultate /'^«>(a),/C'«-i)(a)... 
r(a)//'(a)//(a) barbjetct. JDie Xniabt h biefet; trt bet bunb 
bie ®ubftttutton toon a igebilbeten Stetbe geidblten Beicbennoecbfel 
dnbert ftdb , xotnn man xn biefelben Functionen anbete Sßertbe atö 
a fubfKtuirt. £)te SSergfeidf^un^ ber ^efultate aibt folaenbe @dl^e: 
1) @teUt man \id) t>or/ baf bte fubflituirte ®ro^e a aumdblid^ t>on 

— • bis + - wddf^jl, fo wirb bie 3öbl ber äeicl^enwecij^fel ber Sfei^c 

beflo Heiner, ie gröger bie fubjlituirte ®r6ße wirb. 2)te 9feibe ber 
äeid^en , wel^^e m 3eicll>enwed(>fel ent^dtt, wenn man — - fubjiitttirt, 

verliert nac^^ unb nad) aQe tbre 3eic|()enwed(^fel/ ie größere SSSertb^ 
man fubjlituirt. ^ie 3dbi h ber 3eicl()enwe(bfel/ weldj^e ber @nh 
fUtution t)on a tntfpnö^t, fann niematö Keiner fein, al§ bie äabt k 
ber äeid^enabwed^felungen / welche ber @ubflttution eine6 gr5fem 
SBertbe^ b al$ a entfpricbt. 

2) S>ie 9?eibe t)erliert iebe^mal einen äeid^enwecbfel; wenn bie 
fubflituirte 3<tbl einer reeUen SBurjel ber gegebenen @teid|)ung gleich 
wirb. @§ ))erfcl()winben atfo fo loiele Seid^enwed^fel/ atö bie ©leid^ung 

V reelle, gleiche ober unglei^^e äSurjeln l)at 

3) @o oiele ^aare Don imagindren SBurjeln bte ©(ei^^ung 
/(x)=0 l^at, fo oft gefcliiebt e6, bag bie JKeibe jwei äeidS^em 
wed()fe( oerltert, xotld)t juglei^ DerfdJ^winben. 

§ 8. S>iefer ®al^ jeigt unmittelbar an , wie loiele reeQe SBurjeln 
eine geaebene ©leid^^ung /(x) = pifc^en jwei gegebenen ©renjen 
a unb b l^ahtn fann. S>enn fubftttuirt man bie Heinere ©renje a 
in bie Steibe ber f^unctionen, jdblt bie ^Cnjabl ber 3eid[)enwec^fet 
= h biefer Steibe , fubftituirt aucb bie grofiere ©renje b unb ^ablt 
bie Ttn^abl k ber 3eicbenwecbfel ber Sieibe, xoütift biefe ^ubfiitution 
gibt ; fo jeigt bie ©ifferenj h — k an , wie öicle reeUe SBurjefn man 
gwifq^en ben gegebenen ©renjen fud^en mufl. SBir b<^ben bewiefen, 
baß biefe ©ifferenj ni^t negatito werben fann. @ie fann = ober^ 
= 1, 2, 3, 4 etc. fem. 

SBcnn fie =0 ift, fo fann bie ©leidj^ung X=0 jwif^^en ben 
©renjen a unb b burd^aud feine rcielle SSurjel haben* ^tnn wenn 
eS in biefem SntenoaUe eine reelle SBurjel a gdbe , weld^e bie gun? 
ction X iu 9lua madftt, fo mügte bie ftatt x fubflituirte $ai)l, in^ 
bem fie aUmdblid^^ toon bem 3Bertbe a }u bem Sßertl^e b übergebt, 
notbwenbig wenigflenö einen 3eid^enwedS)fel t)erfd(^wtnben maq^en, 
unb ba bie einmal t>erfc^wunbenen 3eid()enwecbfel nidj^t wieber l)tu 
gefteQt werben f6nnen, fo würbe bie bur^i bie @ubfittution üon b 

Segebene Steige weniger 3eic^enwed^fel b^ben , atö bie r>on ber @ubs 
itution t)on a ^errubrenbe Steibe, welcbed gegen bie SSorauSfe^ung ifl. 
SBenn bie S)iffereni h— k=l ift, f^o bat bie ®leid(^ttng eine 
«reelle S93ur)el ^wifcben a unb b. S)enn ein ein^iaer äeid^emoedi^fel 
fann nur burdp bie @ubfütution eineS SBertbeö toertq^winben , tt>el4iier 
bie Function X ju 9lull madi^t. Unb ^wifdi^en benfelben ©renjen 
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8 unb b fatin ti niö)t mtf)t M eine Sßurjel aeben , benn fonji 
xo&tbt bte S^c^enteil^e ntel^r ald einen ^t\ä)tntot^]tl t)erIoren iiaben. 

SBSenn bie ©ifferenj h — k = 2 ijl ,. fo fann bte (Sleid^ung 
X=o jwtftdjyen ben (Srenjen a unb b jwei reeCe SBurjeln Ij^aben; 
aber e« fann an^ gefdj^eben , baß fte in biefem SntenoaUe feine reelle 
®urjel l&at. ®tefe§ würbe ^att finben , wenn eS tint ^ewiflfe 3a^l 
fi, grogfer aB a unb Reiner al5 b, gdbe, rottet in bie 9?eil)e ber 
gunctionen fub|lttuirt, jugleid(j jwei 3eicf)en»ecl(>fel öerfdbwinben 
madj^tc, ol^ne bie gunction X ju 9(ull ju macl()en. (S8 ip übrigen« 
gewiß , bag bie ®(ei4)ung in biefem galle mä)t mebr aK jwei reeUe 
SBurjeln b^ben fann jwtfdE^en ben ©renjen a unb b; benn wenn 
biefeS ber gall wdre, fo würbe bie SReibe mcbr aW jwei ^tiöftttt 
»cd^fel toerloren b^ben; wa6 gegen bie SSorauSfefeung tjl. 

Sn allen fallen fann bie ©teicbung X=0 {wifd^^en ben ©ren* 
p a unb b md)t mebr reelle SBurjeln l^ahtn, atö bie Eiferen) 
h— k ber 3ablen ber äei^^enwedj^fet in ben beiben SJeiben (a) unb 
(b) ©nbeiten \^at. S5urd(^ (a) ober (b) wollen wir bie JReiben ber 
9?efultate ber @ubj!itutionen t)on a ober b bejeicbnen. 

2Benn ber Sfejl h — k eine ungerabe 3a6l ijl/ fo liegt wenig» 
jienS eine reelle äSurjel ixoi\d)tn ben ©renjen a unb b. 

Sft ber S?ejt h— -k eine gerabe 3abl/ fo fann e* gefd^eben, 
baß bie ©leic^ung X=0 jwifcben ben ©renjen a unb b feine reeUe 
SBuruln \)at Sm Tlllgemeinen/ wenn bie 2Cnjabl ber jwifcben a 
unb b liegenben reellen 5Burjeln nicif)t=h — k ijl, [o fann fienur 
um eine gerabe 3abl ^ bat)on tjerfcbieben fein ; unb m biefem gatte 
\}(it bie ©leid/ung X=0 wenig jlen6 fo t)iele imaginäre 2Burjetn, 
als bie 2)ifferenj A ginbeitcn \)at 

©er unter bem S^lamen ber ©eScarteSfc^en 9J e g e l befannte 
Jebrfafe, beffen aHgemeine JBebeutung feit langer 3eit pjrirt tjl, tjl 
eine Folgerung au$ bem t)orbergebenben @a^e. ^an hxanöft nur 

We ©röfkn — - unb 0, ober unb + - ^r bie beiben ©renken a 

unb b }u wdblen. 2)enn fubjlituirt man ben äBertb für x in bte 
gunctionen X«, xc*»-') . . . . X", X', X, fo finb bie Seichen ber 
^eibe ber S?efultate offenbar biefelben, aB bie ber Soefficienten 

1 , ai , a^, a^, am ber gegebenen ©leic^^ung. Um olfo oermit: 

telfl be$ toorberge^enben @a^e6 ju beftimmeu/ wie t)iele> reelle SBur^ 

jetn jwifdS^en — - unb , ober jwifd{)en unb + - liegen Unnm, 

muß man bemerfen, wie Diele 3eici()enwecbfel bie 3eid&enreibe ber 
'ßoefficienten , b. b- bte, welche bie ©ubftitution t)on in bie Sfetl^e 
ber Functionen gibt, entbdlt, um fie mit ben JReiben ju t)ergleidS>en, 

welche bU ©wbjlitutionen ^on unb + - i^^^ 5lun entl^tt 

aber bie »eibe/— -j, m 3eiclj^enwed()fef , unb bie Sititft (+-) 

entbdft feinen, golglid^^ fann bie geaebene @leid(|ung nidl^t mebv ne» 
Sattt)e reeUe SBurjeln ^Un, atö Beid^^enfolgen in ber 9leibe ber 
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@oefflcienten t^orfornmen, unb tiefe ©lei^ung (finn nid)t mt\ft reeUe^ 
pofititoe SBuY)eln l^abeti; atö bie Stetige ber goeffiicienten äet^^en^ 
tDed^fel ^at. 

§ 10. S)ie %nn>enbutta bed aQaemetnen @a|eS gibt bie (Srenseo 
beutlic^ 5U er! ennen / }n)i{c|^en tvel^en man bie äBuvieln fuc^en mu^. 
SBenn jwei ©renjen a unb b fo befd^affen ftnb , ba| bie fRtifytn (a) 
unb (b) biefelbe 7lnja]()l t)on 3eici[)eni9ec^feln b^ben; fo fann )n>tfdS^en 
biefen @renjen burd[|au8 feine äBurul liegen. Sotolid[) tourbe lebe 
^Cuflöfungdmet^obe ^ rvtUfyt ha\)xn führte/ ftatt x 3ai)len ju fubfti» 
tuiren, xozl(i)t ^wifd^en iol6)m ©Venjen liegen/ ebenbe§»egen fe^r 
unj)oQ!ommen fein, weil fie fe^r t)iele unnuie Operationen forberte. 
66 leuchtet ein, baß man nur in einigen 3ntert)aÜen SBurjeln fudj^en 
mu^, ndmlid^in benen, wo {te bem t)or^ergell)enben Sel^rfa^ gemdfi 
eriftiren ttnnen. 

@^c »ir 5U ben Ttnwenbungen biefe6 ßel^rfafee^ fbrtf(!j^retten, 
muffen wir bei einer wid^tigen löemerfung ]^infid(^tlicl^ ber feubjh's 
tutionen; xocid)t eine ober mt^xtxt mittlere Functionen iu-9luQ 
ma^zn, t^erweilen. 

§ 11. ^at man jwei Steigen t>on S?efultaten gefunben, wenn mm 
bie gegebenen ©renjen a unb b in bie Functionen /^">(x),/cin-i)(xV... 
.../•"(x),/'(x), f(x) fubftituirt; fo gefdj^iel^t e§ ^dufig, bag em^, 
ober mel^rere biefer !Refultate 3t\xU ftnb. @$ fommt barauf an, in 
rotffen, wtld)t $tid)tn man ben t>erfcl[)n)inbenben ®r6ßen beilegen, 
ttnb wie bie Xn^a^^l ber ßeidE^enwedt^fel beftimmt werben mufi. 

SBir betrachten in biefem "galle jwei t)on ber fubftituirten 3aW 
a unenblid^ wenig berfc^iebene ^ert^e, wel4)e burcl(^ a — da, a-f-da, 
ober <a, >a bejeicl^net werben. Seber biefer SBertl&e wirb nun 
ba* äeid^en + ober — geben unb nic^t ein JRefultat =0. 

3f( i' SS. bie burd^ bie ©ubfKtutton t)on a txf)aütnt 3tti^: 

+ + 0000-000 hO + 00000— , 

fo wirb man für bie Sfei^e, xotli)t bie ©ubjlitutton \)on ber burt^ 
>a bejeic^neten ®r6ge gibt, finben:* 

+ + + + + + + + 4- + + 4.++«. 

Um biefe }weite Sfei^e ju bttben , ge^t man in ber erflen Stei^ 
üott ber Sinfen }ur 9?ed^ten , unb ftnbet man in berfelben ein Setc^n, 
wel^^e^ nid^t 9lttU ift , fo f^^reibt man biefeS . ^tid)tn barunter in 
bte {Weite 97ei^e, ^ommt man aber in ber erjlen 9itit)c auf ein 
äeid^en Q, fo fe^t man bafuv in bie jweite Steil^e em ätidftn, toelcbed 
bem Qleid^ ijl, waö man fo thtn in biefe jwette Sieibe jur Sinren 
gefc&neben \)atte. 

Um bie SReil^e ju bilben, weld(^e ber ®ti^t <a entfpric^t, ge^t 
man auöt in ber erflen fRtÜft toon ber Stnfen }ur {Redeten, unb 
wenn man in biefer burdj^ bie ©ubfKtution t>on a gegebenen Stei^ 
dn 3ei(|^en ftnbet ^ weU|^e8 ntcl^t iji; fo wieber$plt man biefeS 
BetdE^en baruber in ber 9tei|)e '(< a). 9B5enn man aber in ber ge» 
gcbeveti Stetige (a) auf ein 3etd^ hnmt, fo fe(it man tofikr in 



ber Obern Stetig «a) ein entoegengefe^teS Seichen Don bem, wa» 
man eben /tn biefer SIetbe ^ur Sinfen sefd()rieben l)attt. 

3n § 3 f)ahm wir bicfe beiben Sfegetn bewiefen. SBcnn man 
bie brei S^etben be6 angefubtteh fBetfpteld jufammenftellt ^ fo erbiit 
man fblgenbe tteberfUb^^ 

«a) +-^+~ +- + - + - + - + - + - + - - 
(a)+00 — 000 f-O+O 00 — 

(>a) + + + + + + + + + + + + + - 

9la(^bem auf btefe SBBeife bie 9tti^ (a) burcb md anbete Siü-^ 
ben «a), (>a) erfefet tjl, bebient man ftd^ ber Stetbe (>a), um 
bie ®renge a mit einer großem ©renje b ju toergleidS^en. , 9Ru^ man 
bie ©renje a mit einer Heinem OSrenje b' atö a toeraleid^^en , fo 
nimmt man bie »eibe «a) für bie Steibe (a). Diefe Siegel be« 
bo^^elten iti6)tn^ n^enbet maniebe^m^I an^ xotxm bte @ttbs 
ßtution irgenb einer ©renje eine ober mebrere mittlere Functionen 
m StuQ macbt , fo bafi bie Dergtidt^enen Stetben in {einem SaHe baS 
3eid^en en^dten. 

3n bem toorbergebertben ©eifpiele ^at bie untere SReibe 14 Seie^en^ 
»etbfel weniger m bie obere. J5ie ®leidj^ung f[x) = würbe alfb 
au$ btefem @runbe allein 14 imaginäre SBurjeln b^ben. 

§ 12. 2>ie bi^r bewiefenen @a^e geben ein (etd^te^ SRittel an 
bie J^anb , bie 3nterDaUe ju unterfcbeiben , in wel<ben bte fSBurjeln 
aUcin gefudbt werben mft^en. SBir wollen jur Itnwenbun^ biefer 
8el>rfdfee toerfc^iebene S5eif})iele anfütb»^^«; ba§ erfte fei bie ©letd^ung: 

X»— 3x* — 24x»4-95x*— 46x— 101=0. 

Sür bie 3tti^t ber Functionen ^at man: 

X ... X«— 3x^— 24x»+ 9ox*— 46x— 101, 
X' ... 5x* — 12x'— 72x'+190x —46, 
X" ... 2px*-36x*— 144x +190, 
X" ... 60x*-72x —144, 
X"''...l20x —72, 

X" ...no. 

Sßenn m<M ftatt x bte Sohlen —10, —1, o, 1, 10, ... fub« 
jKtutrt , unb bemetft bte 3et(l()eti ber ^uttcttotten : 

. X' X" X'" X" X' X, 

fo fttibet man : 

(-10)..... + - + - + - 

(-1) + - + - + + 



y 
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(0) + - ~ + - - 

(1) + + - + + - 

(10) + + + + + -+■ 

fiSergletd()t m<iXL bte Setd^enret^en / xo^t t>on bem @ub1litiu 
tioncn Don — 10 i;nb + 10 l^errul[)ren / (o fielet man, baß bte erjle 
fRei^c (— 10) ^nf Betd^enwe^^fel unb bie SJcil^e (10) feinen %oX. 
golglid^ fiegcn aU^ SBurjeln ber ©leicpung jwifct^en — 10 unb -f- 10. 
Sergleidbt man bte betben Sfetl^en (-^10) unb (-^1), fo ergibt 
ftd^ f ba^ )n)tfci^en btefen ©renken eine teeQe SQur}et liegt ; benn bie 

gleite ^etl^e l^at nur \ Bet(i^enn)ec|)fel unb bie erfle bot beren 5. 
ergleidj^t man. bie beiben 9?eiben (— 1) unb (0) ebenfo mit einam 
ber/ fo jteht x^axif ba^ itpifd^en btefen ©renjen eine in)ette reeDe 
SBurjel tie^t; benn bie 3# ber 3eicl^enn)eq)fel ber erjlen fRtiß 
übertrifft bte ber jweiten vxa eine ©inl^^eit. 3n bem folgenben 3n» 
tert)alle jn)ifcl(^en unj} 1 liegt {eine SBurjel; benn bie Sieil^e (0) 
bat 3 3etc|ienn)e(i()fel, unb bie Steige (1) l^at eben fo t>iele. SSSaS ba6 
SntertoaU jwifid^^en 1 unb 10 betrifft, fo-finbet m<KX{. in ber erjien 
9?ei|)e (1) brei 3cid(])enn>e4)fel unb in ber jweiten (10) feinen. 68 
liegen alfo jn^ifdj^en 1 unb 10 brei SSurjeln ; eine biefer SBurjeln 
ifi reeQ/ unb bi§ iel^t tutffen wir vx&jif ob bte beiben anbem auc^ 
reell jtnb/ ober ob fte in biefem 3toifd()enraume fel()lett (imaginär ftnb). 

2>ie Snten)alle, in n)eld^en xaoxi bie SBurjeln allein fud^en mu^, 
pnb alfö bie »on — 10 biö — 1, »on -^ 1 \>\% 0, unb t>on 1 
bi8 10. St| iebem ber beiben erjien liegt eitte reelle , ganj \>on ben 
übrigen gefonberte äSurjel; unb m bem britten liegt aud[) eine reelle 
Sßurjel ; aber ti bleibt ttod[) ju befiimmen übrig , ob bie betben am 
bern, in biefem Snterüalle angezeigten SBurjeln reell, ober imaginär 
finb. ©iefe Ttufgabe werben wir balb I6fen. 66 wdre bal^er ganj 
yxaxdx^ , bte SBurjeln ber gegebenen ®lei(|>ung in onbern SntertjaUen 
al8 ^ie eben angefü|)rten , ju fudl^en. 

§ 18. ^ie gegebene ®leid[)ung fei: 

X*— 4x»— 3x+23 = 0, 
fo t^ bie fRvi\)t bet Functionen: 

X ... X«— 4x'— 3X + 23, 
X' ... 4x' — lix»— 3, 
X" ...12x*— 24x, 
X"...24x — ?4, 
X''...24, 

« * 

®ubfiituirt man ^oiX x bte ä^blen 0, 1, 10 in bie %m 
cttonen : 

X,F X'" X" X' X, 
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unb bttmXt bfe Sdt^en tor Steftottote, fo finbet tnait: 
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«D 


.... + -- 


-+ • 


(1) 


....+ - 


-4- . 


'od 


.... + + - 


-+. 


(10) 


• ••• + + + + +• 



3n tiefem Setfptele t>erf(l()U)mbet bte S^nctton X'' imä) bie 
Sttbjlttution t)on jiatt x. ^an muß alfo bte Siegel be$ bopptU 
im äei^^en^ anwenben. @ie jetat^ baß man in btt obern 9tetl(^e 
«0) baS Seid^en -{z üUx ba§ äeidl^en (e^en m\x^, unb in ber 
untern Stetige baS äetd^en — . SSergletdS^t man nun bte betben SHü? 
^en «0) unb (>0), fo ftnbet man mer äetdS^enwed^fel in ber 
erfien unb nur jxotx in ber petten. S<>(8ltd^ ^^t bte ©letdf^un^ in 
bem untnUid) rletnen 3n>ifd9enraume t)on <0 bift >0 iwei tmo« 
gindre JSSurjeln. 

£)urd(^ bie @ubfiitutton ber 3al^l 1 t>erfci()n>tnbet bte mittlere 
Function X!", unb iioenn mm bte Stegel be^ bop))elten 3ei4Kn§ 
»i^ber anwenbet; fo fielet man, baß ba$ Seidigen ber mittlem 
fRüi)i (1) in ber obem Stetige «1) burd[) -r unb in ber untern 
JRei^e (>1) burd^ + «rfefet »erben muß. SBenn mqn nun bie 
beiben ^eil^en «1) unb (>1) t>eraleid^t, fo ftnbet man in beiben 
biefelbe Änjal^l t)on 3etc^enabn>ed()feuinaen. Sotolid^ liegt in bem 
Sntert)alle t)on «1) hi§ (>J) feine SBurjel. 2)iefe (Subftitution 
t>on 1, xotlä)t eine ber mittlem Functionen m SiuH mad^t, laßt 
bte 3a^l t^x 3etd()enn)ed()fel ungednbert. JJaffelbe ift nidf^t mit ber 
©ubjiitutioh t)Ott ber gall, weld^^e, ba pe jwei äeid^enwedf^fel 
t)erfd^»inben mad^t, jeigt, baß bie ©letd^ung in bem 3ntert)aUe w>n 
<0 bi6 >0 jtt>ei imaginäre .SBurjeln bat. 

Um bie diti^t ber Seiten ^ toeldj^e bie @ubftitution t)on gibt, 
mit ber, wtldft bie ©ubftitution t>on 1 gibt; jn t>ergleid(^en / muß 
man .bie Steilen (>0) unb (<1) lo^jjleidt^n ; um ober bie Steibe^ 
n)eU^e bie ©ubftitution t>on 1 gibt, mtt ber, xotUl^t bie ©ubftitution 
t)on 10 gibt, }u wrgteic^en, muß man bie Sieilj^en (>1) unb (10) 
anwenben. 2)ie 8Sergl?td^ung ber Steiben (>0) unb «1) jeigt, 
ba^ in)ifd(^en unb 1 feine iBurjel liegen rann; benn bie beiben 
Steigen ^aben biefelbe Tlnjal^l t)on Seidl^enabwediifelungeK. S)ie SSer« 
fiIeidS)ung ber Sfeil^en (>1) unb (10) jeigt, baß man jwif^en 1 
ttnb 10 )n>ei SBurjeln . fud^^en muß; benn bte erfte 9feil^e l)dt ixoti 
3ei4ienmed(^fel unb bie ^n>eite i)at feinen. £)ie gegebene ©lei^^ung 
^at alfo nur ixoti imagmdre SSSurjeln , unb bie beiben anbem SSut^ 
}eln tonnen nur iXoi\ä)tn 1 unb 10 liegen, unb ed tft nod^ {u un« 



terfud^ett/ ob fk reell ffnb/ ober ob f!e fn Mefem Sntenxdle fel^Ien, 
xotVfyti toetter unten sefd(^l(^en foQ. 
§ 14. iOk ©leic^ung: 

x» + 2x*— 3x+2=0 

gibt folgenbe Stefultate : 

X*= x'+2x» — 3x + 2; 

X'=3x»+4x —3, 

- X''=6x 4-4, 

X-=6, 
nnb: 

X-" X" X' X 

(-10) + - + - 

(-1) + — + \ * 

(0) ..... + + - + 

(1) + + + + 

SAt 8Ser0lei(l()ttn8 ber fRtxf)m (— 10) imb (— l) jetgt , bof bic 
(Ski^wx^ )n>tfd|^en — 10 unb -^1 eine 9Bur)el f)at, unb ba| fie 
beten $n)tfd^en biefen ©renken ntdl^t mebr l^aben (ann; benn bte eTJii 
Sitxf)t f)at 3 3eic|ientoe(i(^fel unb bte )mtte ^at nur 2. 

5(ucl^ ffe^t man, wenn man bte Stetigen (—1) unb (0) w^ 
aUid)t, ba^ man ^xoxjid^tn —l unb feine SSurjet j\xd)tn muf; 
imn bte betben Stet^en \}ahtn btefelbe TCnjal^l t>on 3^t4icn)v^f<tlni 
ndmltcb 2. 

SEBa$ ben foloenben 3totf(!^enraum ^on btS 1 betrifft/ fo muß 
man barin jwet SBurutn fud^en , weil bte 97et1()e (0) 5wety unb bte 
SRti^t (1) feinen 3ei(9enwed|)rel bat. 6$ bleibt nocf) |^ oejlimmen 
iibrig ; ob biefe beiben , Awifcpen unb 1 ongebeuteten äSur^eln teeQ 
ober ob fte imaaindr f!nb. 

§ 15. Sil . 

x»+x*+x* — 26x— 36=0 

ble gegebene eRetill^nng, fo erbdlt mm folgenbe Stetbe t>on gunctioneit: 

X Ä x»+ x*4- X*— 25x— 86, 

X' = 6x*+ 4x»4.2x —25, 

X'* = 20x» + 12x»-f2, ' 

X*"= 6ax»+24x; 

X'^äMOx +24, 

X'=xl2Ö, 



unb fiibpüiuit man ffe x Me S^^bn* 

— 1, —10, — tue. 








fo ^Bbtt man: 


1, 10, etc. 

X' X" X- X' X' X 


(- W). 


:..-!-- + - + - 


(-1) 


...+ - + 


«•) 


.-.+ + - + — 


5(«) 


..- .+ + + 


'OO) 


.-.+ + + + » - 


(•) 


-..+ + + + - - 


(10) 


..-+ + + + +-+ 



l)ha$ QÜt Si^n jtDtfd^ — !• voab -{-1% gefiul^t tocttai 

UVROL 

2) 6ii| (»t^id^ — M »b — 1 iwd Svqebt scfnij^ »ccbcn 
nmffcn, ti>eU bte cr(fe dfrt^ & tmb He giDttte nur S iüd^aaotdf^ 
M ; ^ ^ Mettt wnI ju befmmcn übrig , ob b^ briben ftec> 
ydn VHxt&d^ tufäxen, ober ob ffe inK^tnat föA. 

5) böf , ba bte STe^ «0) }nKi 3cul^enm<|^fe( n^ |cit, oIS 
bie 9tet^ 0>9), bk (Siriii^s i«ei isaüsmire Surjeln M- 

4) bof iVtfdKn — 1 ui^ {eine Sto^d fiegt, weil bie Stet^ 
(— 1) wob «0) betbe Z Seii^emoec^ f^äat 

6) b«fl tm^en «^ 1 fcii» Sui^ 6^en fcnn, »eiC bie 
Sei^ O^ unb 0) t^ribe einen B^adf^toptdi^l ^aben. 

5) baf bie QKeid^ung iwr^i^ 1 unb 1# eine teeOe SBurjeC ^, 
waL bie zweite 9le^ einen 3et(i^einoe4^ I9en^ Ht, oB bte erfbr. 
Stefe Smj/d tft gan| «bgefbnbert 

^ 16. SBenn num ben @a^ am SiAe be§ U^ § auf btnemif!^ 
Skui^nagctt Mn ber Soim: ' 

ooet ouf ioii9e# monn mcywre osf fwanocr foigenDf wmoct fepoif 
tote: 

(unoeuoes^ |o ccgupc fK9 ouscp oie «mocnomip ocr ^ega oco cwp» 
peUen 3ft<frfnf unmtttdbor bie 2in|a^ ber mu^gindicn JBwr|r*'*r 
mdkfK tH» bem 9taagA ber Olicbrr ^ecru^res. 

Sfir innomtfd^ Wfidjrimflm ffbt bu @sbfiittttiott oon x^^O 



in bie Stetige bet ffuttctionen: 

X(«) xc«-« x<«-2) X(»-«). .. X' X 

«0)...+ - + - + a« 

1(0) ... + ....0+ a« 

(>0)...+ + + + + a„. . 

SSotn 'bie 3a^I m 8^^^^^ / ""^ ^^^ eoefftctent a m ))o{ttit) tfl, 
fo bot bic Sfeibe «0) nur äcid^^enwec^fel , unb bic 9feil^c (>0) 
bat {einen; folgUd^ {!nb alk m SSurjeln tmaaindr. SBenn aber bie 
äabl m gerabe unb bet 6oefftctent a m negattt) t|t, fo ^at bie ©leic^ung 
in bent unenblic^ Keinen Sntert)aHe t)on <0 bis >0, m— 2 tmas 

gindre SBurjeln. Sie \)at eine reeHe SOSurjel 5Wifd()en unb 0, 

• 

1 
nnb eine anbete jwifdj^en + - wnb 0. 

®enn ber ®rab m ungerabe tjl , fo folgt au^ ber JBetrac^tung 
bet äeidj^enreiben , baß bie ©leidj^ung m — 1 tmagindre SBur jetn bat, 
unb eine einzige reeQe; wtlöft ba6 entgegengefe^te 3eid^en t>on an 

Ba6 bie ®lei(l()ungen betrifft, in weldj^en, wie in: 

x™+ai x™-»+an»=ö 

mebrere auf einanber folgenbe ©lieber fel^len ; fo ergibt fi6) burdi) 
biefelbe JRegel, baß fie wegen biefeS gel^lenö ber ©lieber imaginäre 
SBBurjeln baben, beren 3tnjabl auf folgenbe SSSeifc beftimmt wirb. 
SBenn in ber ©leid()ung jwifd^en jwei öorbanbenen ©liebem 2 o + 1 
auf einanber folgenbe ©lieber fehlen, fo ifi, wegen biefeS ©runbe§ 
allein , bie Änja^l ber imaginären SBurieln = 2 n, ober = 2 n + 2. 
Sldmlidj) 2 D, wenn bie beiben t)orbanbenen ©lieber, ^wif^en welcben 
bie auf einanber folgenben ©lieber feblen, t)erfcl()iebene ^txä)tn babcn, 
unb 2n + 2, wenn biefe beiben ©lieber baffelbe äei^yen b^ben. 
>bkn aber in ber ©lei^^ung 2n auf einanber folgenbe ©liebet, fo 
lat fte beSwegen allein immer 2n imagindre SSSurjeln. 

^an ftebt j. £3. unmittelbar, bafi bie .©leid|)ung: 

x»+x + l = 

4 imagindre SBurjeln ^at, weil jwifc^en ben beiben ©liebem x ' unb 
X, welche baffelbe 3etdl)en l^aben, 3 auf einanber folgenbe ©liebet 
felf)len. 

^ie tbm angefü|)tten Solgemngen laffen {td^ ju leidet auh bem 
in § 11. angegebenen @al^e b^rletten, alS baß e6 nötbig wdre, fie 
tu entwidetn. Ueberbied finb fte größten SS^eilS belannt, unb laffen 
Vä) leicht \>ux6) anbere ^tnjipten beweifen. 

§ 17. SBenbet man auf bie ©leid(^ung: 

x'— 2x'— Sx^+4x*— 5x4-6ä:0 






Hefdbc Tfxuib^ an, fo fnt>et man: 

X = x'— 2x »— 3x'+4x»_5x+6, 

X' = 7x*— lOx«— 9x»+8x —5, 

X' = 42x»— 40x» — 18x -1-8, 

X ' = 2l0x* — I20x»— 18, 

X"- = 840x»— 240x, 

X' =2520x»— 240, ' 

X" =5040x, 

X"'=504O, 
unti biUet folgendes @cl|)ema: 





X'" 


X»-' 


X' 


X" 


X'" 


X" 


X' 


X 


(-10)... 


.+ 


— 


+ 




+ 


— 


+ 


— 


(-1)... 


• + 





+ 


— 


+ 


+ 


— 


+ 


«0) . . . 


.+ 


— 


. — 


+ 


— 


+ 




+ 


(0) . .-. 


.+ 





— 





• 


+ 




+ 


OO)... 


.+ 


4- 


— 


— 


— 


+ 


— 


+ 


(1) ... 


.+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


— 


— 


+ 


(10) ... 


.+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


-f. 



1) SScrgleidE^t man bic belben 9fcilf)cn (— 10) unb (— 1) , fo 
^f)t man, baß bie jwcitc nur einen Sei^^enwed^fel weniger f)at, afö 
bie erjle. Solglicl[^ t)at bie ©leid^ung eine reelle SBurjel ixoi\6)tn 
^10 unt —1. 

2) Die ©ubjlitution t>on x=0 gibt mehrere Sfefultate =0; 
man Mlbet alfo bie beiben 3?eilf)en «0) unb (>0), unb xotnn man 
tiefe beiben Sffeiben t)erQleicbt/ fo ftnbet man, bafi bie eine 6 unb 
bie anbere 4 3eid()enn)ec9fel t^at. fOlitl^in j^at bie« ©leidj^ung 2 imo» 
ginäre SBurjeln. 

S) SB8enn man bie Sütil^tn (—1) unb «0) t)ergleid()t , fo fim 
bct man , bafi bie ®leid|^ung jwifd^en — • 1 unb .0 feine SBurjel f)at 

4) SBerben bie. Stetigen (>0)unb (1) ^ergltdl^en , fo ergibt fid^, 
ba^ in>tfcl(^en unb 1 ni4)t mel^r atö 2 reelle Sßurjeln liegen f6n« 
nen ; unb eS ijt noä) übrig , ju entfd(^eiben , ob biefe SBurgeln wirf* 
U(^ m^ixtn, ober ob fte imaginär ftnb. 

5) 3Cud ber (Betrachtung ber beiben fSttx^n (1) unb (10) er^ 

(ftbt ftdl^; baf man jwif^en ben ©renjen 1 unb 10 }n)ei lESurjeln 
udl^en muf . 

Die 3ntert>alle/ in toeld^en man bie SBBurjeln ber gegebenen 
®lei(butw nur fud^en muß, ftnb al[o: ber üon —10 bi§ —1, »o 
iut>erldf[tg eine reeQe Sßurjel erifhrt; b^r t>on bid 1, wo nidi^t 



I 



I 
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tne^r ali jn>et reelle SSurjeln gu ftnben ftnb/ uttb ber von 1 bt^ 
10, t00 man auHf mti SBur^eln fud^ett mu^. UebrigenS ift e§ ge< 
totß/ baß bte ©letcpung jwet tmagtndre SBurgeln ^at, bie in bem 
unenbltd^ Reinen SntetDaQe t)on <0 bid >0 liegen. 

§. 18. SBir woQen no4^ jwei iSBeifpiele geben, um baran ba& 
SBerfa|)ren gu jeigen, welcbeft befolgt werben mug> um bie Snter* 
t)alle Uidf^t ut unterfd^eiben , wo bie S93urjeln gefugt werben muffen. 
^ai erjl( ijt bie ©letc^ung : 

x»+3x44-2x*— 3x*^2x— 2=0. 
9Ran bat: 

X = x»+ 3x*+ 2x^— 3x» -2x — 2, 
X' = 5x« + 12x»+ 6x»— 6x —4, 
X' = 20x*+36x' + 12x —6, 
X"'= 60x*4-72x +12, 
X'-rsWOx +72, 

Xr =120, 

unb wenn man bie 3al)len —1, 0, 1, 10 fubjiituirt, fo finbet man : 

X' X"' X " X'' X' X 

^«-D + - + - + - 

|(-i) + - - + - 

(>-l)...^.+ - _ _ + - 

(0) + + + - - - 

(1) .....+ + + + + _ 

(10) + .+ + + + + 

%iA ber SBetrad^^tung biefer Steil^en {lebt xe^^ox^. : 

1) baß bie gegebene ©leidS^ung unter —1 feine 8Q5urjel böi^n 
fann , weil bie Weibe « — 1) fünf 3eic^enwed()fel bat. 

2) baß 5wifd()en ben ©renjen < — ■ 1 unb > — 1 jwei ima^i» 
ndre SSurjeln liegen, weil bie Wikit « — 1) fünf, unb bie SJeibe 
(> — 1) nur bret 3eic!^enwe4>fel I)at 

8) baß mm gwifc^ien —1 unb jwei SBurjcln fuAen muß; 
benn bie Sfei^e (>— 1) ll^at 8 3ei4>enwe(^fel, unb bie «eibe (0) 
nur einen. 

4) baß gwifc^en unb 1 leine SBurgel liegen fann; benn bie 
beiben 9feil(^en (0) unb (1) lliaben gleid^^oiel 3ei^)enwecbfel/ ii^mticb 
einen. 

6) baß bie ®lei(l()unc( )wif(l()en 1 unb 10 eine einzige teeUe 
fEBurgel bat ; berni bie ^vkft (10) bat einen 3ei4^enwe(l^fel weniger 
0» bie Steige (1). 
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§. 19. XM itoette fd^piä tft tie OKefaN« : 

X — 10x*+6x+l=0. 

e» ifl: 

X = X*— 10x»+6x+l 

X' = 5x«— 30x»+6 

X" = 20x» — 60x 

X"'= 60x* — 60 

X'»'=:12©x 

X'' =120, 

unh b\xx6f @ubfKtutton totrb foIgenbeS &6)ema gebtibet: 

X' X'T X"' X" X' X 



(-10) 


...+ 


— 


+ 


— 


+ 


— 


1« - 1) 


...+ 


— 


+ 


+ 


— 


+ 


<(-l) 


...+ 


— 





+ 


— 


+ 


O-i) 


...+ 


» 


— 


+ 


— 


+ 


j«0) 


...+ 


— 


■ — 


+ 


+ 


+ 


(0) 


...+ 





— 





+ 


+ 


'oo) 


...+ 


+ 


— 


\ 


+ 


+ 


.«!) 


-• + 


+ 


--^ 


» 


— 


— 


(1) 


...+ 


+ 





— - 


— 


— 


'Oi) 


...+ 


+ 


.+ 


— 


— 


— • 


(10) 


...+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 



XuÄ ben fRti^tn (—10) unb « — 1) folgt, baß jwifd^ett 
— 10 unb — 1 eine 5Burjel liegt; 

aus ben Steigen O— 1) unb «0)^ ba{i man jwif4)en — 1 
unb in>et äBurjeln f\xä)tn mufl; 

ani ben fRtxi)m (>0) unb (<!)/ baf bte ®Uiä)uni iwifdf^en 
unb 1 eine reelle SBurjel ^tx 

au6 ben {Retinen (>1) unb (io), baf man ixoijjclftn 1 unb 10 
iwet SButieln ^u6)m muß. 

§ ao. & xoixxbt unnu^ feitv nod^ me^t UebungSbeif^ele )u ge» 
ben. SBir l^aben jte fo Qmi^lt, baß fte eine große Xnga^l t>er> 
fdl^iebene S^Qe barbieten. 

& iji einleud^^tenb ; baß burc^ bat Sorbergel^enbe bte Certet 
ber SBurjeln, b. 1^. bie ©rengeu/ pifc^en toel^^en man jte fuc^en 
muß, ganj )ut>erldf|tg anaegeben n>€tben; aber bie 9latur ber SSurjeln 
«Ptrb mdf^t tmmer baburo^ befümmt. ^Sx$n fielet tm (SegentbeS, baß. 



toenn buxdf bte Vtnocttbtmg M S^^r|a|eS eine getobe QoVl t>im 
BBur^ibt angebeutet n>erben itotfdl^en gegebenen ©renjen, alle tiefe 
fßutgeln tmaatnär fein fonnen. SStr ISiaben folgli^ eine ^toeite 
Kufgabe }u lofen, n>eld()e bie SSeftimmung ber 9latur ber ongejetgs 
tm 93ur}eln jum £)biecte f)at ^it xotxitn eine i)oaftdnbige TLuf* 
ttfnng bicfer a^ufgabe Jaebcn. ©ie ijl fcl[^r t)erf(l^ieben t)on ber erflen^ 
bisher abgel[^anbelten Tiufaabe; beten £)biect barin beflanb, blo^ bte 
®renun anzugeben ^ in>ifc^en n>eld^en man bte SSurgeln \\xd)tn mu#. 
wtan muji ftd^ t>orjleUen; bafi bie Saferen} itveier, x betge^ 
gelegten SBertpe/ tooüon ber eine febr n>ett unter , unb ber anbere 
fel^r weit über liegte in eine ^enge t)on 3ntert>allen abgetl^etlt 
fet. 3ebe6 biefer 3ntert>aQe l^at jwei ©renken a unb b, unb btefe 
Sntert)alle finb t)on jweiertei 2trt: 

1) bie , in n>eld^en man feine SSurjel ber gegebenen ©leid^ung 
fudl^en mufl. Ttan txUnnt fie baran^ baß, n>enn man it^re betben 
©renjen a unb b in bie fRtü)t ber Functionen /^»>(x),/<"»-»>(x)... 
.../"(x). rW^/Cx), fubjKtuirt, wel^cö pei SReiM wnmts 
fultaten gibt; bie (weite Steige eben fo t)ieU äetc^enwed^fel ^at, ali 
bie erjle. 

2) bie SntertoaQe, in weld^en man bie Sßurjetn \nä)tn mv$. 
6ie werben baran txtannt, bafi, xotnn man bie ^renjen a unb b 
in bie JRei^e ber Functionen fubftituirt, bie bur^^ bte ©ubjlitution 
ber großem ®reiue b gegebene Sfeil^e weniger 3ei4)enwed?fel l^at, 
M bie burcl^ bie @ubfiitution ber Keinem ©renje a gegebene Sffeibe. 

2)ie erpen 3ntert)afle werben auSgefdf^loffen , unb ibre Sotat 
auSbel^nung ift ungleid^^ größer / atö bie ber jweiten. 2>tefe jweiten 
Sntenoalle unterfd^eiben jid) felbft wieber in jwci »erfc^iebene 2Crten, 
ndmlid^ in foldS^e, wo bte SSSurjeln wirRtdj^ txxftixm, unb in fotc^e, 
tbo bie 9BurjeIn fet)(en, imaginär ffnb. & bleibt unS Mi) Übxi^f 
biefe Unterfd^eibung beutltd{> au6einanberiufefeen, unb (ur Unterfd^^eu 
bung biefer beibcn Härten t)on Sntert>allen jutjerldfftge unb Iti^t an* 
juwenbenbe Stegein ju geben. 

§ 21. J)ie Aufgabe bietet ftdS> j. SB. bei ber ^(ufldfung ber 
in §.12. anaefu|)rten ©letdS^ung x'— 3x* — Ux'-j-QSx'»— 46x 
— 101 = Dar. 55a6 allgemeine SKl^eorem jetgt an, baß man jwis 
fd^en ben ©renjen 1 unb 10 brei SBurjeln fu4)en muß. vRan tönntt 
tiefet Snterüall in jwei Sll^eile t^cilen, wenn man eine $af)l c, 
größer atö 1 unb Remer aB 10 in bie JReil^e ber Functionen fubflis 
tuirte, unb bie t>or]^crael[)cnben JRegeln auf bie ?)artialintert)aUe t)on 1 
bis c, unb t)on c biö 10 anwenbete. gfi^re man nun fo fort, jwifd^ens 
liegenbe 3al[)len ju fubftituiren unb bie Sntertjalle ju }ertl[)eilen , fo 
würbe man, wenn alle 3 SQSurjeln reell waren, bal^in gelangen, fie 
t>on einanber ju trennen, unb man würbe für jebe berfclben jwei 
®ren«n fennen, jwifdj^en welchen pe allein liegt, weld^eS ber äwerf 
ber untfrfudf)una ift. übtt wenn jwei ber aefudj^ten SSurjeln ima- 
gindr jinb, fo ^at bie Unterabtl^eilung ber Sntert)alle feine ©renjc, 
unb man weiß nic^t, ob bie SErennung ber SBurjeln nnmogfi^ i% 
weil bie SBurjeln imaginär ^tnb, ober ob fie bloß retarbirt wirb, 
weil bie ©igerenj ber SBurjeln fe^r Hein ijl. 

:2)iefe @d^wterigfeit Idßt ftd^^ nidj^t lieben, wenn man ftd!^ auf 
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äeid^en t>tt Stefultate befcbtonft. ISAt tKufgabe forbert etne ht^httt 
Steael. jDatoegen f amt bte SloIIefdi^e fRetlt^a^bt b^r SaScaben 
nt(9t mx flSefttmmuna ber ©ttnjen ber SButgeln btenen; benn eft 
feilt s|t M Aneta 9ter(ma1e $«t Untit^etbutfi^ b<t ii^agindteii 
Ssurseltt. 

:Die neu>tonfd|^ ^^enmdfifegd I6fi b(ef^ TCiifiSabi titd|^t; f[e 
fe^t fte old oel6rt t)oraud. jDtefe nen>torifdS^e SJletl^obe ift em^ ber 
fojlbartien (Sumente ber TCnolpftd , n>et( fte jid) auf dfU äioeige beS 
ealcutö erftrecft. Tibet t^r IDbiect beftelt^t tA6ft bx ber tXntetf4)eibung 
bet tmagindtren SBurjeln. ^timtgtn l^oben Saarange itnb 93<u 
rtttjgf Ht btefem Smede bte eefKmmitng bev Kemftitr jOtffN^ ber 
SBur^ebt ber ®Uxi)Vkni, ober einer Keinem ®ti^^ cäA btefe a)ff|N 
mi»/' iM^efsl^agen. Sti tl^eo«etif(j^r J^in^ ift bie{e ?fofl^fimg 
r{4^% ; £)enn «Nt>n man n>u|lte , b^ bte jDifei^ni |n>eier ree&er 
SSttr^elb/ mlcf^ am mniafien t»on einaaber t>erf4)ieben {inb| arifer 
ift f M eine gewiffe ®r&pe A ; fo brooclte man fte x mtr 0al^n 
1^ fitbftildtiren / beren J)tffetenj =A, eber <A woire. ^uf biefe 
SBeife wuifbe man alle SBurjeln gemfi Hnter^eiben/* wb t^enn .m<ui 
tfi^ fb t>iele SSi«r)etni fdnb^, c& ber ®rab m ber ftfgfbenea ®Ui« 
d^9 <gini(fetten l()at;. fo tparen bie burd^ biefe @ttb|lftttttQnen nid^ 
^owerien SSut)e(ii twn geraber Hnjoi^li, ut^ ber 3<i¥ ^^ imaa£p 
norett SSiir)eln ber gegebenen @letdbung*glei(|». ^Kber e$ tfl tetät 
}u beiti^l^Un, bofii eine foMb^ 2(tf(iofungömet'bobe »i^t plaffig ijl. 
£)enn 1) ift bie 9fedbnung^ burd^ xot\ä^ ber äSertlS) ber ®Venie A 
benimmt n>trb ^ für ©leii^unoen ^m einem etwaS l^ol^en l^rabe^ uns 
ausfahrbar; 2) n>urbe man Subflttutionen t^omel^men in fetten titi- 
kvaaUtn, ts^o bem aUaemdnen. äel^rfa|e in §. 7 ^nta^. Um äBui^iet 
Segen tarm. Wlon mürbe alfo ^üor btefen Sel^itfa^ anmenben muffen, 
unb nur in ben Snter^Iten ^rübjjEttutionen t)ome^meh^ m bte SSur« 
jeln gefu4)t werben muffen. X>\xtd) biefe jDperatton würbe bie Äedf)- 
mmg Ürur} ober ber SBe^b r>eti A bUebe immer no(|^ ^u bered^^nen^ 
welt^ bie ^au^^^toieri^tt t|{. 6& war fptdidg) nSt^f^, biefe fel^r 
wtdi^ige T^nmit, bereu Sibiect in ber^u^erldfu^et^ Ißefftmmung^ ber 
Statur bet^rjeln bef^t^ nai^ anbem 9)ritty ipien }a Uf^w>ün. 
@eft latt0Ä 3eit i^aben wir fafefe Vt^foA^e butd^ SSerfabrun^arten 
gelof^t, oeren tXnwenbui^ für j^ unb let^t tfl. t5ie tSufI6fung, weldf^e 
wir in ben Jbtgenben ^aragro^l^en au&etnanber(ei^en woQen , iobm 
wir frul^r m ben SSortrd^en auf ber franjöfifc^en jpplvteq^mfdlten 
^vdt mttg^t^etlt; ti i^ bte einleud^eitbfte unb einfacQtt^ t>on aUm, 
mld)t wfr ju biefent Bwecfe "^ahtti aufftnben fSnnen. & l^änbelt 
ftd^ l^r «mr etif wefentltdS^ed Qktntnt, toüä^^ mm al» ben. fdiwie« 
rigften 9>unft ber aanjen Zi^om anfeilen lann , unb wir fyibtn und 
maffeft angelegen fem loffen, t|n wVtflitnbi^ oMj^uHdren. :€A^ ^ 
t^t l^inreiAtnb; ba^ ofnoC^tifdle ^mkip, roütmh wir fenfl hit 
3ufttfnng abgeleitet* I^U; su gebm;' fonbemr eS tfi 2wedm&|i%et^ 
bie ^(gerungen bur^ IMtbenbungi brr Qü^t^ctkmw ted^t t«itättl|^ 
m mäi^n. 9{i<l^t$ tfi mel^ geeignet, bfe 9Mtr ber üufgobt UuU 
lid^ bor ^ügm i» togien; ^tinrauf werben nwr jur Ctldütirttiig ber 
allg^metmn at^ger imlt^t^; »dfi>iitir ge&eit. ' . 

18 
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gunctfenen: , 

• y<-)(x),/o-^t)(x),.../'-(x)//-'^(x),/'(xy,/(i), 

I . - . i i J . . ' ; • • • , .' 

^ei ädi^n ^ ixrfi) h, mwnh t^k gtifere t^; fubfÜtutct ftnb, Me 
9?ci{)c (a) jwel 3eicl^entt>e(l()fel mcl^r l^abc a» bie JReii^ (b). £>« 

S^i^e (Ä) Wie^^ftc^» ft« ^^ mtt ben brei Seichen: 

- • 

uttb.bie.9t^i^^.Xb).mtt: . ... , 

"•*"'■'• * 4- _L 4- • 

'-' ' 'TtHdj ftel^nwft »rt Ott; b«g ttt bettfccWcttSf eiltet! jut gfilftit 
bet Actt 6cn»<rftcn 3 Seid^en jcbeS 3et<^ett bcr JReil^i (ä) bem cor« 
tfcfpc^bttettWn *et mf)t (b) gletd^ fei. ÜRan pellet, baf , tt)enn t)ie 
fttbfKtuirte 3a^r Wft b<tn SBett^c a m Um SBert^e b ftbcrge^t, bte 
Bet^cittell)e jWei 3el4)ettwed(>frt t^mtert. 6$ folgt ölf» aü^ bem 
«eMöfee ?n J 7, baß bic ®tetdf)UnÄ/(x)=io ttic^t m^fjr a» jw)e{ 
®urje(n jwtfdj^en bett ®rehjen a «tib'b l)dben föitn; <(btt man toeff 
mäjfi, ob bfeffe beJben mtgejdgten ®ui?jeln reell finb, ober ob fiein 
biefetn 3fnterb«He fel)len; tmb biefeS tfl bie ju föfettbe 3Cufe<tbe. feicfe 
matt nuti tn|ebet ber betbett Wetten (a), (b) ba* legfe äctd^tt üoeg, 
f) entbleite bre erfte nur einen ^eicb^nwe4>fel mebt M bie jweite; 
folgficb faiin bie ®letclj>urr3/'(x)=:0 jwifc^^en a wnb b m<^t'm€l!fr 
<tl6 eine SEürjet ^aben , unb biefe SBurjel tft jutJerldffig reell. 

' Cdft man. fetner t)on jeber ber Sfeiben (a), (b) bic bribeh tefes 
ttn 3eid)cn weg , fo 1)at nai^ ber SSorauäfe^ung bie erjle Sfett)e ni^t 
mebr 3eid)enn)ecl^fel al§ bie jwette." Solgli^ f)(it bie ©leid^ung 
/"(x)=a feine 'SBurjel jwifd()en a unbb;^ b. f). eS gibt trt bfefem 
SntertjaHe leine 3al^l, xotlQ)t für x att bte ©tefte gefegt, bie ah 
geleitete Function (fjlurion), ber jweiten Srbnung /''(x) ju-SluH 
maä)U, 

§ 23. 2)ie jwifcl^en ben ^wnrtionea/"(x), /(x),/(x) ftatt^ 
fittbenben Süelationen laffen jtcl) leidi^t burdf) bte ©igenjd^aften ber 
JJigUrett barjleßen. Sie örbttiate y ber (Jurbc m p n (gtg. 1 iinb 2) 
brutft bell SBertb au§/ tt)etdf)en 'bie Function /*(x) berothmt, toenn 
i^an ber SSerdnberlidj^en x irgenb txnm burd(j bte Ttbfctffc o x ge^ 
meffenen SBertb gibt, ©ie ®ren5en a unb bffitb 'bie 'ÄbfcifTen o^a, o b. 
25er ©Oä^n m p n, welcher biefem Sntert)aße a b entfpridS^t, Ij^at leinen 
ShflerionSpuitrt} benn.ber SBertb bei? Tlbfciffe, xotidftx emcm Sn^ 
fIerion§))unfte entföri^t , ma^t bie abgeleitete gunction ber jtoeiten 

Srbnung /' (x) ober — t ju 9hitt; * .5ttfo b^t bet JBogetr m p n feine 

■ -- • • • *M.J\ , . .. * .t 

fEBeRbungett/ unb.ba ber®ertb t)on/"(x), n)etd(>er ben beibeu 6nb* 
IMtnften oe& fiSogenft tnt^ptxAt, }>o{tti^ i(l; fo jiiebt man, jb^f biefer 
{Bogen bte gorm '^t, mw)z bie ^igur. mm^t ^r ijl isi- feiner 
oangen Tludbebnimg concato, @ei|ite (S^mat^at tftna(^ obetv getebvt* 
3n einem attbifiÄi Jhtnfte p btefeS^ JBogtnö; ift hie, Sangcntc jur 
7b& Iwi'ill^a^^paTtilitU^S^^ entf^i^id^E^.beim.'SBertbet^n 

X, meldl^er bie abgeleitete iimtfion: ber erf^ t)¥bmin9.X.ii(). fiUid) 



• 

9lttH mai^U ttiit> ba-Me @ktd{^wgrjg(x);3=0 sn#tKn ben ©retiien 
a unb b nut eine 9&itv)el Ma fo 9^% eS nur einen ^unft p, mo 
bie 9letauns btx XxaiotnU SluQ ifl. J^gt mau mdi- bie JBebingung 
l^mjtt, oa0 bie au^iiiettßtbinatett/(Ä),/(b) pojitiü pnb; fofie^ 
man, ba| ber Sl^ti ber frummen iim, )mlciftn man betrautet, 
*urd^ gig.r 1 ober 2 bargeftellt wii^. 3n ber erjlen gibt e§ jwd 
£itrcl(^fc(^nilt^punfte. a tmb ^/ tmb bre 3Cbfct{fen oa, o^ bradPen 
bie SBertl^e ber l^eiben reellen SBur^altt an§. 3n ber ^weiten ^tgur 
erregt ber IBoaen. bie 'Xb\d^tttavt. md)t , unb edgtbt feinen £)ur(^s 
fd^nittöyunft; fo baß bie beiben aefudj^en äBur^etn imagindr finb. 
£)ie Tluf^abe befielet nun barin ^ bie ber beiben Qonfbuctionen ju 
tmterfd^aben/ totiä)t bie gedibene Function in bem Snten)aae ber 
©r^njen a.unb b barfieUt. S)iefe Tlu^ab^ wäre lei^t getöft; t^enn 
mm ben genauen ä&ert^ y ber 3Cbfctffe oy timU, xodä^ bem 
^nfte p entfpnd^tv; wo bte 2:angettte jur '2Cre paxaM ifl; benn 
man btand)tt biefen SBertI) 7^ nur in bie Function /(x) ju fubflitmret^ 
unb'ji^a^ Beid^en bed Stefuiiateil px iudtm, fSkm biefed 3et4^en \>on 
bem ber beiben 9iefultate/j(a),/(b)..t)erfdj>{eben ifl; fogibteöjwei 
S:>nvd)\ä)nitt^p\xnttt a, ^. 3(ber wenn/(y) baffelbe 3eiclS)en ]^at, al§ 
/(ä)/ /(t)/ fo fehlen bte beiben 3)urcl{^fc^mtt6})uttcte , unb bk SBurs 
jeln finb imaginär. 

SOian fonntc ftatt x in f(\) mm gend{)erten SBertl^ ber SBurjel 
y ber ®leid)ung f'(x)=0 fubjtituiren. SBenn bae Siefultat ein 
t)on bem 3eic^en üon/(a) unb f{h) t)erfd^iebeneS äeidj^en f)at, fo 
finb bie beiben SBürjeln jut)erldfpig reell unb gefonbert. 2{ber wenn 
ba§ äeid&en beS StefultateS baffcfee ifl, aß baS t^on/(a), f(h\ 
fo bleibt. bie :92aj;ur, ber ®ur)eln ungewiß; benn man weig niäft, 
ob; tomn man. eisen no(i) rmel^r gendl^rten SBerti) t>on / in/(x) 
fubfKtuirt/ maiini<i|^t; ein wm bem äeid^^on /(a) unb/(b) t^erfd^ 
bene^ eri^elte.. S)iefe (Sc^nnerigfeit würbe fid(^ notl^wenbig fükS^ 
tnol ieiaeU; wenn^ bie SBurjeln . imaginär waren ; unb fte wurSe 
immer jmtt finben;! otmleid^ bft^.SutirtxA.berheiba) ©renten dufhnrft 
flein öemacl()t werben tonnte. . \ 

'§'24. um blefeBweibeiittgEeitju'beffetttgett, l^emerfen toif, baf 
f[(^ bie jweite ßonflruction (g^; 2.) tjon ber erften (gig. 1.) burc^ 
tin SKerlmol untecfd^eib^z weU^e& bmä). ben Salcul ao^gtbcücft 
werben lann. £)enn gefegt; baß in ber burd^ gig. 2. bargefleUten 
(SoTifbuction burd^bje fünfte m »nb o jwet. Tangenten bi§ ^um 
25utc^fd()neiben ber %n in a' Unb b' gejogen feien ; ba^ in biefen 
fünften a', b' bie ßrbinaten aV, bV- errietet/ uftb in ben f)unften 
mVn' jwei neue SSongenten bt^ jüm .£)urd^fd(^neiben ber %xt au 
l^gen jeien; fo leudl^tet ein, baß nad^ .einer ober me^rern fol^^er 
iüperattonen bie ^urdbfd^nitt^j^unfte . b^r fucceffit^en Tangenten mit 
ber 2(re ftuiei^t außerl()alb' be^ ^nteroalled' a b fallen werben; unb bie 
Entfernung beS 9>un{te5 a wn bem 2)ur^fdi^nitt^pun|te ber Zan-^ 

Sente nnb %vt, b. 1^. bie @ubtangente; wirb )ut>krläfftg grüßet wer:: 
en d^ ber 2lbjlanb a b. 9&enn l^ingegen ber S3ogen m n jwifd^en 
a unb b ; wie m gig. 1 ; jwei 2)urd()fd^nittd)^unfte l^at ; ^ wirb bii ' 
eben au$ge{)p»>d^ene ;&ebingung niemaB ftatt finbem Seb^^ ber ^ub^ 
taugenden. a^V a(a:'.;. wirt^ fleinei* f|in, a{^ ba§ .3nfa(rt>aK ^h 
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m'h,... ^aMbe gtft wn %n 9u6tanainten hhi, b'fc^ in SScr^ 

okidf }tt ben SntenooIIen ba; Va\.. SBiim mmi in biefer Son* 
Imtctton bet l^igut 1 tte SBertl^ ^wätt ®tttt«n«e}iten aa', bb' 
Dl^ne 8{u(fftd()t auf ba$ äeid^n ; b. ^. xovxn man jitoent baS ä^ic^n 
4- dbt/ obbirt; fo wirb bie ®umme immir ftettier ftin, ald ber 
Kbftottb ab ber beiben Orenjen. 2)dffelbe ifl ber allen fblgenben 
<Suotan^nten ber ^oQ. S)te (Summe ter an bin beiben Qtnb^ 
punttzn dned bettebtaen SntenoaUed ab^ a'b'... liegettben @ubtans 
genten nnsb immer tleiner fein atö biefed SnterboS. SDiefe^ tß ein 
imter{ki^eibenbe6 ^tttmal bei S<=^ttei; xoo ber fBogen aipn jwet 
^utcl^fc^ni;ttö))unlte J^ot. 

SBir IjKtben anaen<mtmen/ baft b«r ^hmft m' (^ig, 1 unb S$ 
rgtimi bem (gnbpunite a' ber Subtangente aa' iutfpn^. SMe got 
4eningen würben biefelben fein , xotrm biefer f>ttnit m' einem beiio^N 
iatten, unb $wifcl(^ ben ^hmften a' unb a liegenben 9>nnfte en& 
f^räd^. 

§ 2&. aSenn mm ft(|^ bei befonnten ^Xudbrudki ber @ftbta»s 
" gente bb' htbimt, fo fonn man ben (galoii leidet auf ben Dori^er^ 

ael^enben @ai^ anwenben. 2)a$ SSer^ltntS ^^ tj{ bem ber beiben 

dx 

^nien nb unb bb' aUiö}. 
»olgKcl^ ijl: 

bb'=nb;iZ=/(b):4f>:^^ ober bb'=^, 
dx ^^' dx ' f\b) 

fDtan erl^dlt alfo ben numevifdl^en SBerti^ ber ®ubtangente h V, 
wenn man ben auottenten ber beiben S?efultate /(b) un^ /'(b) 
bfibet. Sbenfo ftnbet man ben S^erll^ ber Shibtangente aar, ebne 
Stii/dS^dft auf bai Seiden, xoznn many(a) burdl^ /'(a) bit^ibtrf. 
jDer :Kuibru(f bet tXbfciffie oV, xotüft bem X)Vitqmn\mifxmlt€ V 
^er Sanaente nir unb ber %tt emfl)ri(l^ ^ ift im allgemeinen 

f(x) 

=x--- ~-^. @ubjiitttirt man tn biefen ÄuSbrurf a unb b für x, 
f0 wirb bai sweite Slefultat h-^lLl immer grafer {ein, M M 

j (b) 

/CaV 
^rfte a— ii-ii , wenn bie Surtje >m in gig^ 1 liegt JDiefe SSebim 

/ (a) 
aung fann nur aufl(^6ren, flatt ju finben, »emt ber Äoaen eine 

Sage l^at, Wie in ffig. t, unb in biefem §«0^ pnbet bie Seoinoung 

notbwenbigerweife ni*t mel()r ^\X , wenn man bie fUcceffB^en ftau* 

genten jte^t. ©a« SKerftnal ber reellen a^urjet«. wirb arfö btiw^ : 

/•(«)^ /'(b) /'(b)^-/'Cä) 

- SbktwA folgt , tef man , w«tin Mc^ teiben Qmrmn a- uitfr k 
gigebe», ««b Me «efultate /(•)//(»), /'(b)> /(fr) Manne 0iib, 
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um Ue Statur ber betbe« «naejetgten SBttr)eI leimen }it kmm, ynt 
erjl /(ä) i>urdg> /'(«) «ttb /(b) trnwif^ Z' (b) bWWmi muf . IBenii 
ettteir bcefer mben Stttotteitieit/ ober bte ^amtnt ^erfeObett/ ol^ 
9I&^(I(K auf boA Setd^ett/ ber 2)iffei«tti l^-^n ber beiben 9xenim 
glftc^, ober gr^fler ott fte iß; fo fmb bie betben fBtor^etn gemiH 
iittl|)t itriL 

SESenn ober bte S>tferen| b— a ber beibe« ®reR)ett ßeifeti% 
M bie ®umme ber betben Cluotienten / fo ift bte(et etn äetdi^^ 
ba$ ber Xbftanb ber betben ©renken, ptfd(Ktt mUl^n moubte 23ur» 
üln fitdl^t ^ tti>cl^ nicbt ftetn genug ^cmAtt tfi / b<«ß ntiDi bte 9latur 
ber SSurjels t)emttttet|i einer etn^toen Si^eralion befHntmen finntt. 
9tan mui ben ^ttt^onb ab ber betben Srenjen burdf^ ^ubfütuHott 
einer jwtfci^eis a unb b^ Seoenben 3ab( e tn /(%} in jwet SIIkSc 
tlj)ei(en/ unb baö 3eicl(^en bed 9{efultate& bemerfen. SBenn ba9 Seidigen 
))on/(c) ni(i)t baffelbe ift/ atö ba§ ^emetnfdt^afHid^e Setd^en \>on 
/(») / 7 (b) / fo fiebt man , ba^ bie betben SSunetn reeü finb ; bfe 
eine liegt jwif^^en a unb e , unb bie anbere }tPtfd|)en c unb b. ^er 
tb^ant) b— a ift olfo tu j^et X^tle attfyüii, n^otoon ieber eine 
iitHiiä) ,6bge(bnberte reeOe SBur^el tnüfm. 

®exob^tAvif ifl eine erfte ttitterfuidi^ung jur S^efümmung ber 
Statur ber gefttd(^ten SEBumln bim:eif|^enb. SRon fivbet, baf bie 

Summe ber Quotienten -^^?L / y^ größer tft, olS bte ©iffe^ 

um b — a ^ ober baf[ bie %ubftitutbn einer {wifd^^enlie^enben 3<t^ 
c etn Sfefultat /(c) gibt, beffen äeidben i^on bem gememfc^aflödf^tt 
iAS)tn t)on/(a),/(b) oerft^teben ift. {Bemt feine bfefer »ebfm 

Jungen {latt ftnbet, f) muß man fd(^{tefen, bag bte ©renjen a unb 
nod^ ni(l()t genug (ufammen^ejogen ftnb , baß bk ftotur ber ffiur« 
|eth but^ eine einzige £)|>ei^on ^eftimmt toei^. Sit biefem %(äit 
gibt bie ©ubfKtution ber jwifc^enliegenben 3a^l c f&r/(e) ba^ ge^ 
meinf(^aftlic^e äeid^en t>on/(a) unb/(b)« fdd beu Stefultaten 
/'(a), /'(b) unb/'(c) ijl biefe« nid^t ber %aU. 2)ie beiben erften 
^btn n^ ber SSorauSfe^ung tmMiebene Seiden ; folglich l^ot tini 
ber atefititate/(a);/'(b) mit/(€) einerlei äet^^en^ imb ba» am 
bere ein entgegetigefe(}ted. SSir t9oBen biejemge ber Srensen a unb 
b, YoeU^^e, mmt fle in/'U) fubfütuirt mro^ eit^KtfuItat gib^ 
mH^i txxi entgegengefe|te ^vd^m tton/Xo) \^at^ mit d beieiclSten. 
SRan fui)t, bap bie ®leic^ung/'(x);i;rO )mffli^en ben neuen ®reits 
(ttt c ttnb d etne redle Mmü b^ben n>irb, unb bie beiben SBurs 
tifta, bereu 9tatur nod^ unbe&imtt i^i, m&ffen gküifd^n ^ unb d ge^ 
hM »erben. Zuf biefei^ jvette StttenoattDon e bid d VHvtbtt matt 
alfo bie 9tegel an, totlöft man auf baö 3ntert>aU oon a bid b an* 
oetoonbt t^at, unb fud^ bie 9tatur btefer f^urjetn burd^ tin bem eben 
Befc(inebenen oöUig alfmliidS^eö $Ber^l(^ren. 

§ 26. @§ muß bemerFt n^erben, baß bie 9tatur ber SBur|eftt 
bttr4^ bie tmbemebeiAe Sitgtl nidS^t befämnt t»&vbe , toenn bie bei« 
ben ge^di^tett fSii^ebt reell, übet gleidj^ tobten. 9tan law aber 
biefen befonbem %aVi ltbi)t unto^ibett/ imb brandj^ nur bie ^n* 
(^en /(x) unb /' (x)iu iMTgtaMKU, um yit erfol^n, J^b fbemen 
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gemcittfcIjaftUt^ctt 2)btfot <p (x) \fobvci > ttrtb Db Wefer 'gemetnf<l(><^ 
Ud^e £)tt>ifot }n>ifd^en a unb b eine teeOe ^Sim}jA l^at. SBenn ein 
firfd^er 2)imfor nid&t t)ör^anben ijl, ober wenn bie @Hei^nng ^(x)t=:0 
swifd^en a unb b fetne teeOe SSurjel ^ot; fa wirb man ftnbe«, wenn 
taoxi bie Untcrfuci()ung fo weit fortfefet, al8 eö bie gotm bcr 6un>e 
forbert / bagi bie gefudj^ten SBurjeln imaginär finb , ober fie werben, 
wenn fie reeU finb , getrennt. 3n biefem legten gaCDt wirb ber Xb^ 
jtanb ab ber beiben gegebenen @renjen in jwei anbere jerlegt, wo 
m jebem eine SBBurjel Uegt 

§ 27. ®te ^^yxxtxi 1 unb 2 bejielS^en fid^ auf ben gaH , wo + 
ba6 gemeinftl{>aftltdS)e Seid^en t)on/(a), /(b) ift.» -SBcnn bie beiben 
äeid^enreil^en (a), (b)^ weld^e m<kX{, t)ergleld^en mttf , unb welche ^ 
mir burd^ baS^ »orlefete 3eid{)!en — ; unterfS^eibeii, yA^ mit 

unb 

fd!)liegen; fo tf! bie (Sonjhuction bie ber g[iguren 1' unb t, ©er 
äSBogen mpn l)at feine SSJenbunaert, fonmn bfög eirten ^unft j^, 
wo bie 9leigung: ber Sangente STutt iff: ©iefer JBogen iji in feiner 
ganjen-TCuSbel^ung cont)err weil bie fflujpton bec ^weiten £)rbnnng 
negatit) ifl. ©§ finben jwet 25urdf)f^mtt6jpunfte «. unb ^ flatt, 
wenn bie 'Sage bieS JBogenS wie in gig. r ifl/ unb biefe beiben 
X>urd(^d[)nitt6)>unfte fef)len {ugkic^ in bem Sntenoalle/ wenn ber 
JBogen wie in §ig. 2' liegt. 2!)ie S?eaet, wcl^e man befolgen mug, 
um ju er!ennen , ob . bie beiben ge juq^ten SBur^eln reeÜ ober tma« 
gindr finb ^ ift genau biefelbe atö bie "o^üsfca gegebene: 

28. aStr »ollen biefe Siegel furj wieberbolen: 
Senn . man / nad[)bem (wM ©renken ii unb b in \\% 9ieil(^e ber 
Functionen: , : - 

' /(-i)(x)v/(»-i)(x),.../''(x)//(x)',/(x) . 

f^bflituirt> unb bie B^id^en ber Stefultate ber 9fetl^e (a) mit benen 
ber Stefultate ber Sfeibe^b) t)erglid^en finb, bemerft, bag bie jweite 
ÄeilS^e (b)'jwet äeid^enwedpfel wemger bot, (d§ bie erfte Sfetbe ^a), 
unb baf , wenn man bie oeiben legten 3eid^en jeber Steil^ weglapt, 
bie )weite 97eibe üotw, fo Diele 3erd[^enwec^fel b<tt, aia bte erfte; fo 
nutf man, yxca ju beurt^eilen, ob bie beiben angejeigten SSSurjeln 
reell finb, bie 8{efultate/'(a),/<a) unb /' (b) , /(b) , o^ne Kucf. 
^X auf ba$ Beleihen, b. b- inbem man oSxxi; btefen (ärofen bad 
äeidi^enM- gibt, t)erglei(^en. SBenn einer ber beiben iCtuotienten 

i^/ -r^t ober bie ©umrne berfelben., grofier ijl afö bie 25iffCi 

renj b — a , ober ii^r gleidj^ ; fo finb bie beiben gefud[)ten SBurjeln 
imaginär.. j. : ; 

> SSenn bie Dorl^^rgebenbe Cebin^ung nid^t ^oMt ftnbet / fo baf 
bie @tunihe brt beiben £tuotienten Hemer ift, atö bie ©iffmn^ b-^a; 
fö unterfu^^ man, ob bie beiben fj^^nctionen /(x) unb/'(x) einen 
gemeinfil^aftlid^ ^^tor 9)<x>i;^aben, unb ob bie ©leid^ut^ ^(x)c=:0 



■«•v^ 
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m^dfin a unb b eln^ rectife SBurjÄ Ijat. SBenn biefeif atmtin^ä)afti 
ix6)t gactor ertjiirt, imb wtrin Xni ©(etd^ung (x) = jwtf^ett a 
«nb b , rfne teelle SBurjel l^ot ; ^ fö i)at tSte (Slet^^ung jwct reÄe 
SBuriän i=:c. 

SBcnn .öbet bie ßctbcti Functionen /(x),/'(x) fernen gemein^ 
fi^aftfid^tn J5imfor l^aben, ober wem? bfefer 33tt)ifor eri|titt, unb 
bk ^Uüfm^ ^(x) = bat feine reelle. SBurjel jwtfddf^n a unb b/ 
wa6 man leidet t>ermitteljl ber obigen yrinjijnen erfennt; (0 muß 
mcat unterfu^en / ob . bie betben iwtfcl^en a unb b aage^etgten SSucs 
jein bet i'@(eü^ung /'(x)=:0 bundS) bte @ubjlitution emer iwtfd^en 
a unb h Itegenben ^a\)l t getrennt n>e¥ben, fönnen. fffian fubftitutrt- 
alfo eine fol^e 3afel cJny(x). 35km baß äeid^en 00» /(c) nid^ 
baffötbe i|i^ al§ ba^ üjon /(a) unb jf(b)> f^ finb -feie Reiben gffu^* 
ten ®uTstIn fieeU; bie eine, liegt jwifdi^en.a.uiib c^tmb i^ anbete 
jwifd^en c unb b. ^at l^lngegen f(c) baffetbe äeid^en , . old- /(a), 
/(b)/ fo (daliegt mikn bataug/ paß bte/beiben ©venjen a unb b eim 
anber nod^ nid)t ^inreidj^enb gendl^ert »aren , baß fidf^ bie 9latur ber 
aSurjeln t^utd^ Vine irft^* UitterfudKtng erf^n^n '{(eß6>' ' SSäj^It mm 
fol^{# bteicnigi? ber belben ©renjen » »nb b,. oberen ©utjlitution 
in f (X) ein y?efullat gibt, »e((l()e§ baS ewtgegengefei^te 3etc|^n t)OT^ 
/'(c) 1^, unb bejeid^ttet btefe ^renji bu«l{> d; fö operitt- man jwi* 
fd^en ben ©renjen unb d eben fo, tote' man jn^ifcl^en beh ©renken 
a unb b operirt l^at. @e|t man auf btefe SBeife bie SCnmenbung 
biefe§ SSerfaf^renä fort, bcffen Ausübung felf)r einfach ifl: fo wirb 
man auf einem fiebern SBßege finben, baß in bem gegebenen Snter= 
loaUe feine SBurjetn liegen; ober fie fonbem, wenn fte eidfliren. 

§ 29. SBir woQen biefe 9?eget auf t>erfd^iebene .£Beif^ie(e atu 
»enbcn, unb juerft auf,*ie § 14. angefül^rte ©leid^ung: 

■' '"x« * ix*-— .3x^4-2 ="b •' ^ ••'••- ' 

SRan t>at ^t^eUn, ba^ tiefe (Siti^nt^ swifd^n — 10 unb ^ 1 
eine reelle.. SE^urjel l^at,. welche .^am aßgefonbert^ ift, . 2)te ^x^ 
gleii^^üng ber Stetigen ; 'weld^ ben ®renjen unb 1 ehffpred^eh, 
^eigt, baß man bie beiben anbjent aSunebt in bie{em Snten^aÜt 
fud^en muß; aber m<in weiß nid^t,. ob biefe betben äBurjeln wirftMb 
t)ori5^aniien ^nb, ober ob fte jwif^n biefen ©rinjeur fel^len , b. ^, 
ob fie tmJtgtndr finb. _ 

Um t)on ber toori^ergel^enben' Siegel (|j|ebraud) . ju m^(i)tn, »er» 
gleid^t man bie beiben JReil^en: 

/"(x)//"(x),.yXx); /(z) ' . 

• ■■ .* •■■.•2 

,: • (1).;. .-f . • +• 4- '^ ;; 

. . : 4- »,-'■■ '• • 

^ I • . • ■ 

Uhter bie beiben lef^ten 3eidS)en fefet man bie 3a]()lenwertl)f ber 
SJefultate; benn biefe SBertl^e finb mt JBejlimmung ber Slatur ber 
SBurjeln erforberüd^. ©ie '«eilten bteteh beti %aU bar, weldj^en wir 



aen Ombt leine tjeeöe SBw^jrf ^oben, m\> Jbie ®leidi)atm /Xx);==:^ 
Qi^ XcoÜSih^n %{e^ internen eine SSutjel. & fommt Wayf «a^ 
ju bejümmett, ob bie ®lei(i()ung /(x)=o jwifi^en biefen &xm^ 
^wi m^ SSHtVieln f)atf obet ob bie bfiben anae^tea SBSurieln 
xmasinix finb. SEBan mtfx^t ber Dte^ ^emopi ob ^eineiP ber 

awtienten ^!^, ^^ i*er {IS>re Summe, ol^ 8tfi<Pffd^t <mf 

baS 3eM^/ ^ S>tffecen^ 1 ber betben Stengen ibextülj^, ober ü^ 
aleidb ifi. S)a biefe Sebmgung ftolt fit^t, fp i(i e^ s^^^ ba# 
oie beä^n ^mgejeigten SBButjeln tmogindr ftnb. IClfo i^ot bte ^cges 
bene @(et(jbimg eine etmiae reeHe SSButjet ^if#en — 10 uttb ^ 1, 
unb iwifd^n 4) itnb 1 feplen ^tvei SSurielrt ^ 0bet {ie fuib imattti&r, 
9 30. gum gn>eiten UebünA^eifpiele ber 9ttaü wH^ mt bie 
®Iei($uitg: ^ 

X« +x* 4-x> — 26x--^36=0 

^eWi^e lin § 15. mif^xt ift. San bAt gefel^it, bali |i9if^ — !• 
unb — 1 jipet ^ut^eln (mgeiei^ ftnb ; «# eS bonbeft ^ boinm^ 
m befünkinien i pb bufe beiben €luf$elii reeK ftnb , Pt^r pb fie |n>u 
pen t>i^^n &i%tt^m feblm. 2)i^e Vu^«be m^ ^ifti wm vßM 
tfo^ b^ Ste^fj^ in § 28. bie betben ditihm m^^U 

(^W),.... + ^ + ^ + .^ 
' <-i) > - H ^ -^ 

M 10 

SB3ir ](Kiben unter bie beibeu (e|ten ^iil^en ieber 9fei^e bte ^o 
tenwertbe ber SIefultate gefegt. T>it betben t^erglidj^enen Steiben er$ 
fitUen j^iie l^^in^uitaen, mdWiie Me Siegel «oraimMlt 9R^n untere 

89686 10 

fttdj^t dfo, ob einer ber ß-uotienten — — unb — ; obe?ibre®ttmme 

• 45955 16 

bie S)tffNrens O ber betben ©renjen ftberfleigt, ober t]^r oteid^ ijl; 
unb U biefl* nid^t ber gaU ttl, fo folgt, \>a^ ber 2tbftanb ^^on — 10 
M* — 1 jerlegft «werben mu^. thex ebe man jur ©ubfötution einer 
jwifddenßesenben 2(^1^1 fäfnittt , mufi man unterfu4)en , ob bie gun- 
ctionen /{k) , /' (x) , ober : 

x» + x* + x»_25x— 36; 6x* + 4x»+2x— 25, 

• 

einen gemeinfd^aftlid^en ^itoifor l^aben, unb ob btefer S)it)ifor f^xou 
Wen — 10 unb —1 eine reelle SBurjel "fyat 1£>a biefer :&iii>ifor 
nid^t erijlirt, fo fubflitutrt man für x eine jwifcl(^en —10 unb — 1 
liegenbe, unb b^rc^ eine einzige Ziffer au^gebr&dfte 3<tbt. stimmt 
man — 2 für biefe }n)tf(l^enlteaenbe 3abl^ unb fud^t bie 3eid[^en bet 
9Ieibe ber Slefultate, xodä)f bte <Sub jlitution von --2 in bie gum 
cttonen : 

r(%)/ /'-(x), /-{to, rix), /'(x), /(x), 



^ 
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(-10)...,+ 1- ^ + ^ 

(-2) ....+ ^. -. + + 

(-1) ....+ - + 

Sit Sfci^e (—10) f)at 5; btc »et^e (-8) f)at 4 u«b bte »eilS^e 
(— 1) fyxt 3 3etd^enn)ed^fel. SoIgKc^) finb bte angezeigten SButiebi 
burd^ bte ©ubftttution ber 3al^l —2 gefonbert. @te finb mit^m 
reeK; bte eine liegt ixoii^tn — 10 unb — 2 unb bie anbete jwtfdt^ea 
— 2 unb — 1. 

..Xlfo tfl bie jOperatton/ xotld)t bie 93eftimmung ber 9latur uttb 
©renken bec SButieln juitt ®egen(l(mbe M/ tipQenbet. £)ie ©leid^ung 
^at jtoet imaginäre unb bret reelle Sßurieln; bie eine liegt jn>if(^en 
—10 unb —2, bie jwette iwifd^en —2 unb —1 unb bte brttte 
lxo\^6)tn 1 unb 10. 

§ Sl. 83t^er l^aben totr t)orau§gefe^t : 1) baf bie jtoette 9lri^ 
ktof )n>ci ^t(^nm>ed||fd wcntget l^at o» bie «rjh , unb 2) ba$ bie 
beiben 3iüi)m, xotmt man bie beiben Uistm Beulten toeglafü; He* 
fette Vniai^l t>on äeid^enwedMi^n M>en. SOer bte fjN'lge ber 3et4^n 
tn ben Reiben Sin^n ift einet fel^ ^rof en Xn^al^ t>on fBerbinbuu^ 
gen f&^tO/ unb bie ^1^ ber atigejetgten SSur^dbi (ann orifier fetn 
ol^ 2. (S$ lAeibt fblglidf^ nod^ j^u geigen (tbrig , ba# bie Xmoenbung 
betfslben 1^1 in oOen migltd^n Rillen gut Unterfdl^ibuna ber 
tmaginton SBuriettt l^inreidl^enb ifl. jDiefe Unterfdf^eibung »j^^i 
mmittelfl ber SSergletd^unj^ ber Keftittate , loeU^e bte €>ub1ittatifm 
ber ^renjen a unb b tn bte Sfuncttonen: 

fm)(^), /(«-i)(x), /<— «(x), /"(x)//'(x),/(x), 

8tbt. 

SMefe Slefultate finb: 

/(->(•), /<«-^)(«),/c«-»)(a),.../"(a), /'(a),/(a) 
/c-)(b), /c«-^)(b), /<'»-«(b),.../"(b),r(b), /(b).* 

Wan jdj^le in ber erjlen StetT^e bie äetd^entoedj^fet t)on bem erjlen 
©liebe jur gtnfen an W« jum jweiten, britten, tJierteU; etc., unb 
bemerfe unter iebem ©liebe, j. SB. unter /(«-^(a) bie ^abl h ber 
3eid^em»ecl(^fel, n>eW^e in biefer SReil^e bis inm ©liebe Z^*-*^ (a) 
incl. entl^atten finb. (g§ fei k bie 3a^t ber 3eid^enwed^|el, »ett^ 
in ber jweiten 3tet^e bis ju bem ©liebe /Cm-i) (b) t)orfommen. ÜRan 
bilbe bie S)tfferenj h — k = a ber jwei , in ben beiben tRtiiftn be^ 
tnerften correfponotrenben ^at)Un, unb [einreibe biefe Sifferen^ 9^ 
welche niemals ne^atiö fein fann (§ t.) , jwif^en bie beiben ©lieber ; 
fo tüirb baburd^ etne, AVDifdben ben beiben 9feiben liegenbe Steibe wn 
SttbiceS gebilbtf. 
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§ 82. SSenn j. fB. tiie 3ct4)en in ben betben fOn^n folgende 
|tnt> : 

fCKx), /(»-'^Cx), /(»-«(x), . . . rix), /"(x), /'(x),/(x) 

t 

1 2 2 3 4 4 5 6 1 

(a)..;. + — + H — + + — + — 

10 12 1 2 2 3 

(b).."..+ - - + + + - - + + 

1 1 222 3 34 4 

fo ijl bie md) itx tjorj^ergeljienben Siegel gebildete Steige ber Snbue^; 

001012122 3. 

SBir »ollen biefe Sleil^e tm OTgemeinen burdS): 

5 9' 5" Ö" A 

i«jeidf)nen. * . . 

25er lefete Snber A seigt, baß bie gegebene .©Wdj^ttttg :/(x);=0 
{wifd^en a u»b ir tddft mtt^ teeUe^ Sßurieln l^aben fanuy afö A üins 
fetten f)at. 3m TOgememen jeigt jebet beliebige Snbej: 5 , totld^er 
ber %mction /^"K^) ctttfpric^t, anv baß bie ©leic^ung /Cö)(x)=0 
i«Dtf$en b^n ©renjen a unb b md)t ttn\)x. als d teeile .SSSurjeta 
baben fann. 3(lfo rann in bem angefü{)):ten S3eif^tele bie ©leid^ung 
/(x)=::0 nid^t mel)r al6 aSEBurjeln l^aben , . jwifdben a unb.fa/ unb 
eine blefer SSBurjeln ijl iuöertaffig reell. 2Baö bie ©lerclwng./Mx) 
anlangt^ fo ifi bie 3a^ ber o^ejetgten SButieln =2. ^tefe ®lei? 
4ung fann alfo jwifd^en benfelben ©renjen a ttnbb nidS^t mc^r al8 
2 SBurjeln l)aben. ©affelbe gilt \>on ber ®lcict)una /"(x) = 0. 
gür bie ®teicl^una/'"(x)=0 tji bie 3öl)l ber angcjeigten SBurjeln 
= 1 ; folglid^ ijl biefe SBurjel gewig reell. ' 

SBenn ber SBertl) eine§ beliebigen Snbey burd^ 3 bejeic^net wirb, 
fo ijl ber folgenbe 3nber 5, ober 3—1 ober 54"*-* £)iefeS ijl eine 
offenbare Folgerung au§ ber S3ilbung ber 9?ei^e ber Snbice^. 

*§ 33. SBSenn ber lefete Snbej: A=0 ijl, fp muß. man ^ wie 
.fc^^on gefagt, jwifd^en ben ©renjen a unb b feine SBurjel b^r ge* 
aebenen ©leidj^ung /(x) = fudS^en. Sft biefer legte 3nber A=:|, 
fo \)at bie ©leid^uhg /(x)±^0 jwifd)en a unb 1j eine, einjige reelle 
SBurjel. 25ie t)or]^ergel)enbcu SnbiceS , welche /(x) unb f"{x) mU 
f^red^en , fönnen t)on ober 1 \)erf4)ieben fem ; aber e§ ift leicht 
emiufel^en, bafi, wenn man ben 2lbjlanb üon a bi§ b burd^ (B,ubi 
ftitution jwifcl)enliegcnber 3äl)len beliebig loerfleinert, berfelbe fo bcs 
jlimmt' werben fann, bafi ber tjorlel^te Snber^ wel4)er/'(x) tnU 
\ftiä)t, =0 ijl. 25enn/(x) unb/'(x) l)aben feinen ßemeinfjc^aft? 
lid^en 2)it)ifor <p (x) , weld^er burc^ bie Subjlitution emer jwifdf^en 
a unb b liegenben ^ai)l SfiuU werben fonnte, weil, wenn biefeS 
ber gall wäre, bie ©leid^ung /(x)=0 jwifctjen a unb b jwei gleiche 
SBurjeln l^aben würbe. 2)a nun aber ber leiste Snber =1 ijf, fo 
fann bie ©leid^ung /(x)=0 jwifd^en a unb b nid^t mel^r atö eine 
teeUe SBurjel f^ahtn. ^an fann alfo immer jwei ©renken a' unb b' 



fmben, itmfd^en Wf!U^n tfk ©(ett^uns /'(x)=a leine 9Bui^ 
fabelt fann. golglid) ijl ber leiste Snb«)c f&r tie ®ren$en a' unb 
b; =1 unb bcr DorUfetc ^==0. 

2)te SSSal^l^ett biefer Solgentng iDtrb 'bnt^ gottfhructton fel^t 
eittleud()tenb. 2)ertn eS tft genotf, bofi bie Unit, beten @(etcl^ung 
y=/(x) ijl^ bte *Äj:e bet aibfci^n in einem gewiff^n, j»ifc^en a 
unb b liegenben ^unft a ((ä^neibet (^^^Or t^etl bie ©(ei^mig 
/(x)=o, nad) ber SSorau^fe^una , jwtji^n biefen ®¥en)en dne 
welle aSSurjel l^öt. 9lun ijl aber fiar, baß eö ju beiben ®eitcn be« 
^rcbf4^RittS))unfted a {wei fünfte # nnb b' \>on ^iä)tm 3(bftanbe 
gibt;, baß ber ben ©renken a' unb b' entfyi^db^^ IBogen aavlti» 
nen $unft ^at ; n>o bte Steigung ber S£angente = xoaxt: M 
würbe nur um ein jige 7(u6nabnTe ftatt finben / n^enn biefe Sleigung 
in bem 35urc^fd^nitt§punfte felbfl MnU waxt. 3tber in biefem gaUe 
würben bie beiben Functionen /(x) unb f ' (x) für ben ' SBerfi^ a 
üott X juglei(l(^ t>erfci()n)inben. golglic|> würbe bie @leid)ung /(x)=0 
itoifd^^ a unb b tbenigfien^ }n)et reelle SSurjeln l)aben. ^iti^in 
würbe ber le^te Snber nidbt , wie toorottögefel^t ijl , = l , fi>nbem 
erwürbe wenigjlcnd =2 ^in, weit bie ©leicbung /(x)=0 jwis 
fc^en ben beiben ©renjen nidbt mel^r gleidbe ober ungletc^^ reelle 
SSurjeln l^ben fann, atö ber le^te Snber Stnl^eiten Ic^at. 

SBenn ber Tlbftanb ber beiben ®renjen biefer ®ebingung, weldl^e 
immer erfüEt werben fann, namlid) baf ber leftte Önber =1 unb 
bcr üorle^te =0 ijt, ©ertüge leijlef; fo tjl bie jwifcben biefen 
©renjen liegenbe SSurjel ganj abgefonbert, unb wir geben in bem- 
folgcrtben Xbfc|ffritte bie SRegeln an, il^ren ®ertl^ auf bem fürjejlen 
fficge ^u bcred^nen. ' • 

§ 34. SBSenn ber le^te Snber weber O/nod^ 1 ijl, fo muffen 
iwifc^en ben ©renjen a unb b mt\}ttxt SBurjeln gefud^t werben, 
unb al^bann braudjt man nur bie 9?egel anjuwenben, weWS^e jur 
ttnterfdbeibung ber imaginären SSSurjetn bicht. 

(Scfefet, ber lefete Snber fei —% ober großer a{^ 2; fo wirb 
bie Tlbfonberung ber SBurjetn auf folaenbe Sßeife bewcrfjleUtat. 

5RadS)bem man auf bie oben befcpriebene 2frt bie S?eil)e ocr Jm 
tice§ jwifc^en ben correfiponbirenben ©liebem ber SJeiben (a)unb.(b) 
gebilbct bat, gebt man in biefer t)on berJRecbten nad) ber ginfcnfo 
weit fort , bi§ man jum erften 5Kate ben Snber 1 finbet. €S fei 
/^n) (x) biejenige ber gunctionen ber Stcibe : 

/(») (x); /cui-i) (X) , . . . /(.r) (,) ^ . . j^. (X) , rix) , f (x) , / (X), 

wet^c biefem Snber entf^^ric^t SRan fiebt, "t^a^ bie SBuqeln bt« 
ju btefem ©liebe abgefonbert finb ; b. \). wenn mflw bei /^"^ (x) 
ftebe» bleibt, fo \^ai bie ©teidbung /Cn)(x)=o iwifdben a unb b 
Jttt>erl4fpi3 nur «ine reelle 2Barjel. ©iefe TCbfonberung muß man 
nun fo fortfe^ett, baß fidb ber Snber 1 immer mebr bem redbt^n enb« 
ber 8?eilbe nat)ertv bi* baß ber leiste Snber A= 1 ift,* womit jt* 
bie D})eration fdj^lieftt. 

2tuf ben Snber 1, bei w'eld()em xixan juerfk'fteben, blieb/ W^ 
welcber ber gunction/c«»(x) entfj>ridf)t, fDlgt jur Sleebten notbwem 



Hg ber 3t^ B. :Demi ivir ^dfm twtl^ii bemetft^ b«# ber aitf 
bm 3nbejc d (olgenbe Sttber entwebet S, ober <^ — 1, ebetJ+l 
ift. fiRitli)tn fann auf ben in 9?e^e ^(^enben Snben: 1, mir 1 ober 
Bf ober S feigen, übm Camt (mr bief^ folgenbe 3nber nidj^t = J 
fem^ toett man bei bem etften Snber 1 fleben seUteben ift. SBenn 
ber fol^eitbe 3t^ • wdte , fo mi^pte ber^ette in bem fyatent Z'fyült 
ber 9U$^t gcAfler «vetben , n^etl fein legtet SBettir nadj^ bee SBoratt^s 
fB^Song 2 lyber gnifer otö 2 iji. S^Iglidi^ tväii)e ber wo^fenbe 
Snber ü and) bett $Sert^ 1 onnelf^men. SfRiti^m xoiixbt ber 3nber/ 
bei tveld^em matt fteben bliei^^ nid|^t/ n>ie t>Drau8gefe^t wirb, ber 
erffce jur Siedeten fein ^ ber := 1 i^. 2Clf0 fbJ^t auf ben am nicf^ 
ften am vecbCen @nbe üegenben 3nbeit 1 ber 3nbe)r 8. SSeim nun 
tmr biefem 3nber 1 ntd^ twrbergelS^t , fo fmn man bie ®rcn^ 
a unb b fo sufammen Rieben , bal biefe IBebingung erf&Ut wirb. 
'Denn gefegt, baß bie ben gunctione» /^"Hx) unb /^»-i>(k) ent^ 
fl)redl^enben Snbiced 1 unb 2 finb^ unb ba# ber ber ))i>r^er0ebenben 
fjfunction /<»^i)(x) entf^redl^enbe ^if^ti: m^ 9luü tft; fo biibet man 
m btm 2Cbjianbe ber (Stengen a tmb b einen Beinern gmifc^ a' unb 
y, in xotUifem bie iSkiÖ^wm /(H-d (x) 3=0 fttne SBuciid b^t; tmb 
mir ^(Am m bem fiorbetdebenben (§ 33.) bemiefen, ba# biefe flSe» 
bingung immer teidbt erf&ot loerben !ann. SRan "^t oHio in bem 
SEnten^aOe ber gegebenen @ren^ a unb b ein iwtfd^en neuen ©rem 
|en a' unb b' liegehbeS ^rtialmtenoaO ju betrocbteu/ xHlä^i fo be« 
WafNn ijl; bap bie ben Functionen /^■+*H'^) unb /<">(x) ent* 
f^p^enben Snbtced xt^ptttm unb 1 finb. Xlfo bejiebt ba$ uu 
ft>i!Üngli(^e SntenoaQ t>en' a bid b aM brei anberu/ nonUid^ aui 
bem t>on a btd a% bem t>on a' bid b' unb bem t^on b' bid b. 

® ifl einleud^tenb, baß bie ®leid^ung /c«»(x)=0 in bem 
erßen biefer 3ntert>aUe, Don a bis a'; unb in bembritten, ixox^n 
ben (Sren^en b unb b', feine SSurgel b<^^en fann^ meil bie einzige 
reeUe SSurjel/ totld)t in)tfdi)en ben ©renken a unb b ßegt^ AWtfdt^en Im 
neuen ©reojen a' unb b' liegt. Solgli^l ift f&r jebed btefer äußern 
3ntert)al{e t>on a bid a' , ober oon b' bt$ b ber entfpre4)enbe 3nbej: 
ber gunction/(»>{x), 0. 3»it^in oebt für jebe« biefer 3nten>ane 
t^on a bid a' unb Don b' bis b bie Trennung ber SSurieln Aber bie 
gunction /^») (x) binauS ; b. b. wenn eS in bem einen ober bem 
anbem biefer $artialintert>alle/ nacb bem Snber einen Snber 1 
gibt^ fo entfprid^t er einer meiter nadj^ bem @nbe jur fRtä^ttn Ite^ 
aenben Function M /(">(x). f{Ba§ ba6 $artialintert>aa t)on a' bis b' 
betrifft, fo weiß man, baß ber/^»>(x) cntfürecbenbe 3nber btr lebte 
tft; meldt^er =1 ifi; eö ifl aber anä) moglidp, baß e$ noc|> einen am 
bem 3nbeir = 1 gibt , ber n>eiter jur Sterten liegt. 3n biefem SaKe 
iß bie @onberung ber SSurietn Aber bie Sunction/^''^ (x) binau^ fort? 
aefebt 2(ber a fann and) gefd^^eben, baf ber /<^">(x) entf^ed^be 
Snber 1 n^ j&x biefe$ 3nten)aU t^on a' btd b' am nad^ften am (Snbt 
twc SiKd^ten Itegt. 3n biefem jweiten 8aIte7o(gt auf ben twU^n^ 
tm Snbei: 1 ein 3nbei: 2. Solglicb entf^rec^en ben Functionen: 

./(iH-i)(x), /•(«)(x), /-(-«(x), 

bte Snbice« : 

Ol 2. 



:Kttd btefer Untetfud^ung folgte bafi Ht m nidj^ im Ciite 
mx fRtä^ttn liegende Snbeir 1 intil^ Sert^ettung M mfpximcix^m 
SttfenmUe*' ber ©renjen a tmb b , in iebem ^artiaßitftrwUe immer 
«oeiter nad^) bec Sted^^ten fortgeräcft wtvb^ loofem man ntdS^t ftnbet^ 
t>a$ U gewtffen Zl)txitn beS SntewÄlIe« auf bcn testen Snbejrl ein 
Snber * folgt nnb üorl^rae^t. 9lut wenn btefe le^*^ SBebfngmtj 
erfüllt wirb, ift ju unterftacjleit, ob bie angejetgten SBurjeln tmagts 
ndr pttb. 3n aUm onbent gdHen muß man bie X&jtobenmg bet 
SBSurjetn foweit fortfeften, bie ber legte Snber ber Sffeibe ==1 ift. 

§ 85. @$ bleSbt olfo nod^ ber %ciSi }u betrod^ten übrig,, wo 
auf ben legten Sn,be)c I ber Snbej: 2 Jolgt unb i^orbergel^t. 

@$ fet folglich ber »oifd^en ben betben ©renken » unb 6 lie<s 
genbe Tlbjlanb fo befc^a^en, baf , wenn man bie 3eid^enreil[>e C»)/ 
wellige t>on ber @nbftitutton ber @brenje » in bie ^vanUtvitm 

ll^erru^rt, mit ber 9fetl^e (b), xotld)t bie ©ußpifution ber anbem 
®renje b gibt, t)ergtei4t,> tmb^ burc^ biefe SBergteid^ut^ bie SRtxift 
ber SnbiceS bilbet, auf t>m legten }ur fRtöfUn be^nbud()en Snbejr 
= 1 ein Snbeit =2 fbl^t mib öor il;m Dor^^ergell^t. ©ie auf 
einanber fi^enben Snbice^: 

1 « 

fbUen ben fjunctionen: 

/Cn+1)(36), /(«D^x), /c«^o(,) 

entf))redS)en. 

35enmaclf> l^at bie ®feid^ng/^"»+'>(x>=0 jwifilS^en a unb b 
feine SBurjeL 2)ie (Sleid^ung > w (x) f)at in biefem 3nterioaHe eine 
einjige reeue 3Burjel , unb fann beren ni^t mti)t ^abtn. S8ä* bie 
©leid^ng /Cn--»)(x)— :0 antohgt, fo ftrnn fte jwifd^e« a unb b nidS^t 
mtl^ M iwti teelle i^urjetn l^aben, unb ed rommt bar^nf an^ tju 
befKrttmetr, ob Wefr SBurjeln jnnfa^en biefen ®ttnjen tti^iiHti, tbit 
feigen (imogindr finb). 3n bent erjten gälle wtobe We @i*b 
pution ber aenauerr SB5«rjet ber ®feidj)^ng/<5»>(x)a=0 tii/<»-*i^it) 
unb- /^■+'>w SJefültate t>on entgegengefefetem Seiden gebew^ Mb 
tm {Wttten ^aQe Yorttbm bie gFe^derte biefer beiben ®titiUniliotieii 
einerlei Seichen l[)iaben. S>ie Ttnfgabe U^tf)t rtun bartn, ^u wilelt 
f<^ib«n> tffteld^ «on biefen b^en S^en ftut^ finbet ^fe Xuf» 
oabe l^abesn n>ir burdfr bte . im § 2B. oo^e^^rod^ene Üteg^I geUft 
SRan braudi^fc alfa biefe Sfegrf nur auf bie breit gunctiontn ß^^\x\ 
/^»^(x), /^»-»)(x) unb auf bie ©renjen a unb b ansmoenben. 
S&nbe m(a$, ba^ bie beiben 9Sia%e&i ber 3leid^ttg'/'<>'-iH^)=0 
reea futb, fo finb {te getrennt tmb ber 7tbjl(;inb ber ©renken a unb 
h ffr in itoti ^bere getl^eilt, toot^en man für j^n bie «tttf^ted^t^e 
9la^ itt Snbicef ^at. 3n beiben SteilS^en w^^ be« am nÜ)fim wn 
tttijtm tftbe ttegenbe St*ey 1 »er bie prt«»Wi/«»>(ii^>* l^aolb 
gerudft. « 

• SBenn man tiber fJnbe, baß ber ®lel#iirW'/<"r-*>'0^)Ä4l«'f» 
bem 3ntert>aUe t>on a bi6 b ^wei reelle SSur^ln fel^len ; fo würbe bei 



aQeti folgenden ®Iet(^ng(n: 

/(n-» (x) = 0, /(»-3) <X) =0, . . . ./" (,) = 0, /' (X) = 0, /(X)=0 

baffelbc ber ^aU fein. SJenn tn ber ®lc{dE)un9 /(n-i)(x)=0 fct)tett 
(toet 9Butieln, toetl ^tvif^en benfelben ©ren^n eine reelle SCBurjel 
ber@lcid^un8/^"Hx)=0 liegt; welche, in/f"+i)(x) unb/(«-»)(x) 
fubflituirt,. jwei SR efultate t)on betnfelben 3eid)en gibt, golglidf^ verliert 
bie 3^t4)ßnT^^il)^ ber JRefnttate jwel 3.ei4)entt)e(^fel, wenn ber Sitxti) wn 
X bem SBertl)e gleidb wirb; weld^er ble Function /^"H^) ju 9?utt 
mad()t. Töfo fehlen ber gegebenen ®leic^ung/(x)=0 iwifd[)cn ben 
©renjen a unb b and) jwei reeüe SBurjeln. ^ierau§ folgt, bag tn 
iebem ber Snbice«, wel^e ben' Functionen : 

/"> W, ß^-'Hx), /C«-2)(x), /Cn^3)(x),. . .r(x),f^{x), f (X) 

entf>>redb^n ; pd^ ein S£I)eil befinbet, ber =2 ijl, imb ''ben beiben 
SBSurjeln entfpri(^t, weld^e jwifc^en biefen ©renjen in ben ©teid^ungen : 

/(«)(x)=,/(«-O(x)==0,/<-'-«(x) = 0,.../"(x) = O, 

.. -: ;•' , /'(x)=o,/(x)=o 

felf^len. Diefer SEl^eit jebe^ 3nber, weldj^er =^2 {jl, muf ölfo i^on 
bem anbem Xb^ile unter fd)ieben . werben ; unb man tann ibn bin; 
we^loffen. S)er ubrigbleibenbe S^beil jeigt an, wie toiele HBurjeln 
gwtfcben ben ©renjen nocb gefud)t werben muffen. 9Ran jiebt a(fo 
t»on ollen SnbiceS; weld^e ben gfunctionen : 

' , /"('»-^nx)./^«^-^M'^)//^--^^W/.../-'(x);/;(x)//(x) 

> 
entfj)re(l(>en , 2 ab, fo bog ber Snber t)ony<»-^>(x) SRuH wirb. 

SSenn man bie eben bewtefenen @a^e jufammen ftellt, fo ffebt 
maU; baf bie t(H»;berge{)enbe jpj^eration in oSktn fallen, bie beiben 
SBurieln ber ®leicbung/^**-*^Hx)=0 mögen reell fein, ober jwifc^en 
t^n ©renjen lebl^n, neue 9?eiben toon Snoice6 gibt, in weld^em baS 
am nadbf^en na^ bem rechten @nbe liegenbe ©lieb 1 weiter al^ &U:: 
t»>t nanJ^ biefem @nbe fortgerücft i{l. S)urd) ^Snwenbung biefer SRegel 
auf ieb^ bif fer bleiben , wirb man notbwenbig auf Sietben üon 3ns 
bice6. fommen, beren lefeteö ©lieb =0,ober =i fein wirb. 

§ 36. 25te beiben folgenben JBeifpiele biettn ton bw eben jur 
SErennung ber SBui^ieln gegebenen 9{egel TCnwenbimgen bar. 
3n § 12 bat man m% ber Ttnal^fe- ber ©leid(^ung :' 

X* v-Sx* w24x.^ 4-9&X? -t-46.i^ 101=©. 

• • * ; * • ^ 

0efcb^> bag'SWi{iJben''ben ©renjc^n JL unb 10 bret SBurieln gefu4)t ■ 
toei^f n . muffen >. wpt^im bie , eine ^ jruverldffig reell ift. @§ b^nbelt 1 
fidl^/b!«rum / }ubt^m(n,.ob bie beiben xmbern äBur^elti wirRic(^ 
erifKren, ober ob bie ©leicbuna jwei imaginäre SBur^eln bat. 2)iefe 
ttnderf^ibung' «pirb m^ folgeret Skife bewertftcUigt: 



* * 9 ^ 
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Sic habtti m «crgUtd^en^ 9fetl()(tt ftnb: 

/' (X) , f'r (X) , f •" (x) , /- (X) , /' (x) , /(x) 
(1) .... + + -•■ • +■ + _ 
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(10).... 4-. ,t' + .+ • + + + 

ISO iri8 5136 \^^ %Vm 5^39 

Sie' itac^ bcm Söerfttl^reit m § 81. gcbtlbete 5Rcit)e brtr 3ttbtce6 
tfl: 1 2 2 3. 25a bcr lefete Snbey 3 ijl, fo muß man auf baö 
SntciDaU bie SRcgcl in § 35. ann>cnbeit. Unter bie äeid^en finb bte 
3at)Ienn>ertl^e ber <orreQ)onbirenben Functionen gefegt. 

SSBenn xt^^n bie SReit^e ber Snbice§ pon ber 9?eci{)ten nad^ ber 
2infen t>om legten ©liebe 3 burd^lduft, fo finbet man, ba|l ber erjle 
3nbei:,. welcfeer aleidi) 1 ijl, ber gunction/'"(x) entfi}wdt)t. 5Cuf 
bicfe0 ®lieb 1 folftt 2 unl? gel^t t)orl)er. 2)iefe brei auf einanber 
folgenben 3nhice6 jeig'en alfo , bag man auf bie gunctioncn f^ (x), 
f'"(x), /'(x) bie SKeget be6 § 28. anwenben.mug, n)eld)e jurUns 
tcrf4)eiburt3 ber imaginären SBuVJeln bient; fSRan .Wlb^ bie Cuqs 

tienten , — — , unb \xntttfad)t , t>h einer berfelben, obertbrc 

145 5136. • •• . ■ .. . 

Summe ber 2)ifferenj 9 ber beiben ©renjen gfeid^ t(t, .ober fte Übet* 

jletgt. 2)a biefe äSebtngung nid^t ^<^tt ftnbet, fo fd^liefit man, b<^ 

bie ©renjjen 1 unb. » nodj^ nic^t bitn^ic^^b jufÄmmenaejogen fnib, 

um bie mtur b«r SB^ur^ln ivitdf eine IDperoti^lt beftimmen ju 

fonnen. SWan fttbftituire alfp eine jn>ifdf)enKe3enbe ^a\)lx aber iut[)or 

muß man,..ber..au69efprod(^etten Sieget gemdf, untetfudpen, ob bte 

Functionen : ' 

fix) =20 x^ — 3ftx2 — .i44 x+ 190> /""'(x)— ßO^» -- 72x— 144, 

feinen g^pteinf^alftlidf^en 2)miför * i^abeh. 2)a biefer . gemeinfdf)aftKc^e 
gactor niid^f üorbanben {jt, fo fubjtitu.ire man in bie Functionen eine 
itoifd^en 1 unb 10 liegenbf, bmd) eine Siffet'c^uSaebrucfte 3al&(. 

25tc ©ubflitution ber Sablen 2 unb 3 gibt folgenbe. 9tefu(tate, 
weld^e tpir mit ben. Stellten ;(X)' unb.. (10). t>erbinben: 



» j '■ 



fr (X) , ff^xh /"'<X) , /" (X), /' (X) , /.(X). 

(l) * ... * -f- ' :i H-^ TT., -.•, H^ "7 . •— r- ' 

ISO :..' i48; 156 - 80 65, 78 

; 6 1 



t 



(2) + + ^ •- + — 

vm-^168 «48; 82 30 21 

; t;: :i~- / . 1 2 

/0\ . I. J. I:. ^_ ^^. 

\^f • . • , . Tr> > ... T\ . r: .' .,...',• ^v • 
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• ' » 1 I 1 

. (10)..;.. + + +' + + + 

120 1128 5186 15150 82654 54889 

T\t fßergletdl^ung ber 9fetl()en (1) unb (2) jetgt ; baf in>tfd^en 
^n ©renken 1 unb* 2 feine veelle SSurjel Ueaen lann ; benn bie 
betben 9fetl[^en ^(ibtn gletd^ ^tele 3etd(^emoecl(^fel, tpeld^eS aud^^ au$ 
ber »eilige ber 3nbue§ » 1 folgt, wdl ber lefefc Snbey 
tfi. S^Id^td^ muf mm bfe btei SS5nv)eto jtotfi^en 2 unb 10 fudj^en. 
SBSenn nuui biefe beiben (Sreni^en t>ergleid[^t/ fo ftnbet manx 

(2) + + + - 

112 3 

(10)..,.+ + + + + + 

SBJ'ettn man bon bem (efef en Snber S gegen bfe Stnfe fortgebt 
Imb bei bem erjjen Snbey l jlelfien Welbt; ft fnbet ftd^, baß ber 
Sttbe)c 2 borauf folot, weld^eS notl&vpenbig ffatt finben muß. 2Cber 
Uor bem Sttbey 1 irelf)t ntct)t 0; man muß folglich ben Xbjlanb t)on 
2' btS 10 unmittelbar weiter jertl^eilen. 66 tjl icü^tx bie jwtfd^en 
a unb 10 liegenbe ^<ijL 3 fubjHtuirt. S)ie SSergteid^ung. ber beiben 
9f eiligen (2) unb (3) jetgt, baß man bie beiben SBurjeln jmifc^en 
biifin Srensen {Uc^en mi^. a)te STetl^Q t^ Snbtced tft: 1 1 2. 
£)a b^t am rm^vx n«4 ^^^ ^^^ l^ 8?0#fen: Itegenbe Snbeic 1; 
2^ j^intet ^' unb^ üor jtd^ l^t , (0 folgt, bafP wm auf btesfiA 3ns 
tvrtMdt bie s«r S)fftmction ber tmaginäreir fBkLxyan btenenbe Siegel 

21 SS 

«m«nte.t m«0. Sa bte Summe ^e. Ä«otiente« _ , _ «röger ift 

atö bie £)ifferenj 1 ber beiben ©renken, fo ifl eS genriß, baß Ht 
uiMfd^n 2 unb S on^igten SBButjtln imogindr ftnb. 3n bem 3xou 
f4)enraume t>on 3 bt^ 10, |ur weld^eu bie fRei^t ber SnbiceS 
• I 1 1 tjl , l&at bie ©leiti^ung eine einjige reelle ®urjef. 

5flfo ift bie jDpie!ratiDn, toxt(S)t bie ©epimmung ber SRatur ber 
ffiurieltt unb beren ®ttnitn jum @egenftanbe f)at, öefdSjloffen. 

Bwifd^en — lOunb — 1 liegt txnt reelle SBm'jel. 

eine jweite SBurjel liegt ^wifd^en ben ©renken —1 unb 0. 

tn)ifc9en O unb 1 fonn leine SBurjel ikgen. 
)ajtelbe gilt \>on ben ©renjen 1 unb 2. 
X>k ©lei^ung l^at 2 imaginäre SBut^eln itoifä)tn 2 unb 3. 
@ie "^at eme reelle SBurjel ^if(l()en^ 3 unb Xi. 
Sie tcinjigen 3ntert>alle , in xotlä^tn ^ö^ reelle unb obgefonberte 
©urjelnbepnben, ftnb: baS 3nten)all t>on —10 bis —1, ba* wn 
— 1 bi^O unb baS t>on 3 bi« W. 

§ 8?. Xxa jtoeite Seifptet feMbie ^ 13. angefulS^rte ©leii^ung: 

x*-*-4x»— 3x+2»=0, 

SRon l^at aefel^^en, baß bie S$ergleui[)ung btr Steilen (1) utib 
(10) ix^d^tn btefen 9kni^ * 8Bttr}efi^ anietgt> unb eS tommt 



barouf attr }ii teftimmett: 0b Wft beiden 1Bur}tIh nMl f[t»> 0Ht 
ob fie in ixtm ^nttvoaUt festen. 
• X>xt t)ct8lt^cnen Sfetl^en jtnb: 

Xxr X'" X" X' X, • 

(1) ..:. + ^ + 

24 12 11 17 
112 

(10).... + + + + +- 

21 tl6 §00 Zm 580S 

ttttttr bic äetd^cn flnb bte ^cX)Ut\vottti)e gefe|t, unb ^ ba§ 
äeid^en tft, ber Semcrfuna be§ § 11 gemdg, ba§ t)0})})elte 3et4h» 
gefegt. Sie Steige bcr Snbi€c§ ifl für biefe§ S«tctDatt : 1 1 ». 
J)aS am nddf^jten nad(> bem gnbe jwr ditd^ttn liegcrtbc ©lieb 1 ijl 
baS t)orlefete; 2 folgt barauf, aber gel&t ni^t \>^x^tt. 9Ran mt^ 
alfo ben 2tbjtanb ber ©renjen 1 unb 10 jerlegen. SESenn man bie 
3alS)l 2 fubjlituirt, fo ^nbet man felgenbe Sfefultate: 

(2)... + + - +. 

©a§ britte 3?efultat wirb 0, weld^eS bie tänwenbung be6 bp})pet 
ten 3eicl^en6 notl&ig maäft. 3tb^r bie iuxd) ba§ untere geidfren ge^ 
athmt fktif)t f)at eben* fo üiele 3eicl)enn)ed?fel alS bie' bnxd) ba^ obere 
Beid)en gegebene Steil()e. goIglidS) feblt irr bem unenblidS? fteinert 3ns 
twalle \)ott <2 bis >2 ferne SBurjel. 

®ettn man bie Sfei^e (1) mit ber Sitx^t (2) tjergjteid^t , fo ^iü^t 
man, baf jn?ifd()en 1 unb 2 feine SBurjel liegen fann; unb wetpi 
man bie Sfeil&en: 

Xi^ X'" X" X' X, 

(>2) .... + +•+_ + 

24 24 19 1 

O 1 2^ 

(10) ...^ + + + + + 
21 216 9^01 279? 599a 

t)ergtei(iS)t ; fo ftnbet man^ ba^ {wifd^n 2 unb 10 j^ü Sur|etn. 
' öngejeigt finb. 3>ie fRü\)e ber SnbiceS ijl: 12. Auf ben 
am nddl^ften am xt^Un ©nbe lieaenben Snbejc =1 folgt 2, unb 
gel^t t)oran. SRan muß alfo bie jur 35ijliuction ber imaginären 
SSurKln bienenbe Siegel antoenben. 

»ilbet man bie Guotienten — , "=—^, fi> ergibt j(i^, i&fbk 

l«l 2vmQl 

@umme bttfer Saales Heiner ift; old bie Sitffetea) 8 ber beiben 
@renjen. Sßan muß alfo eine }n>ifd|>en 2 unb 10 Itegenbe, unb 
bttt(^ eioe dtffei: «ud9ebi6(fte aoÜti ^tfe#ittttMn. ^Stan mit$ ^ 
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cbtt )tt9or ^t^iftm, bo$ bie ®Ux6)mi X=o in bem fragliAen 
3nten>aae (eine 2 olei^^en SBurjeln l^t £tefe« tjl nun ober mö)t 
ber %aU, weil bie Suncticnen: 

X = x*— 4x»— 3X+23, X' = 4x' — 12x«— 3 

!({nen gemeinfdi^aftlidS^en S)it)ifot ^oben. @ub{lituirt man bte jwts 
f<d(^enliegenb( äo^l S, fo finbet man: 

(1) .... + + + - + 
(3) .... + + + 

(10).... + + + + + 

^olsfid) flnb bte Siuxiün, xoü6)t ^wifc^en 1 unb 10 angegetgt 
waren ; reeQ. @ie ftnb burc^ bte ©ubtittution ber ^af)lZ getrennt; 
bte eine Iteat irox\d)tn 2 unb Z, unb bte anbere jn)tfd()en 3 unb 10. 

Ttifo x\t bie jDperation / wt^t bte SefKmmung ber ißatur ber 
SB3ur)ebi ber ©(eicf^ung: 

X*— 4x*— 3x+23=0 

unb ber ©renjen berfelben utm ©egenflanbe l^at, DoQenbet. 

SladS^ § IS. ^t bte (sHti^unQ {wifd^en <0 unb >0 mA 
tmaginire SBurgeln ; iwtfd^en unb 1 / unb iwtfd^en 1 unb 2 f ottn 
feine Sßurul liegen. 

XAt @((et(buita l^at {wifc^en 2 unb 3 eine reeQe SBur^el, unb 
eine upeite reelle ^uc|el jwifcl^en S unb 10. 

J 38. Zni htm Sorberge^enben erbeUet, baf jtcb bie SBeflimmung 
ber ©renken ber reellen SBurjeln unb bie ^ijünction ber imoaindren 
Sur^eln auf bie Xnwenbung zweier Aauptre^eln rebuctrt. £te tine 
xfk auft bem Sb^orem bergeleitet, n>e!cbe6 bte SSerdnberungen aii^'- 
itbdt, bie bie 3ei4^enreibe erleibet/ wenn bie fubflituirte Babl ^^ 

mW^ t>on — i bi«+^wi4^jt. (§§ 7, 8, 10.) £)ie {weite Stegel 

otbt burdj^ eine fel^r kid^^te numerif^^e Sted^^nung ju erfennen, ebbte 
fitbllituirte äal^l, xoüä)t eine ber gwifcbenltegenben Functionen iu 
JRull maä)i, ber «orbergebenben unb folgenben Function gleiche, ober 
entgegengefegte Ztxd)tn gibt (§§ 28^ 81^ 35). S)te JD))eratton/ welche 
aM ber SSerbinbung biefer beiben Siegeln refultirt, gibt juerfl bloß 
bie 3ntert>alle on^ in xoüdjtn bie SBurgeln gefud^t werben mix^tn, 
bann tbeilt pe biefe SnteröaHe in mebrere anbere, too^otx ieberetne 
reelle SBurjel entbdlt. Um baS ©anje biefer Operation befler ju 
iiberfeben, wollen wir bie im SBorbergebenben au6 etnanber gefegten 
9fegeln furg wieberbolen. 

SBenn X = bie gegebene ®leidE)ung ift, fo bilbet man burcb 
fucceflt^e ©ifferenjirungen bie Sfeibe ber Functionen X, X', X", 
X'", . . . XC"-*) , x^"»> , weld^e in folgenber »rbnung ; 

X(n), x^«-»), XC«-2),...X", X', X, 
8ef4irieben werben ^ unb fubfUtuirt fbr x in biefe 9ieibe Don Sum 



— »1 — 

(tionen Me Sal^Ien: 

— 1, —10, —100, —1000, etc. 

1, 10, 100, 1000, etc. 

bis mcm ^tvet fRtif)m Don fRtfaltattn ftnbet, bte fo befcf^affen ftnb, 
ba^ bte etne lauter $txd)trx(otd)\tl unbbte anbete feinen ent^dlt. 
Xuf btefe Sßeife finbet man bte S)ectmalgten)en Ux aBurjeln , b. b- 
bie ^Cnjabl ber 3tffem, n>obur(^ fte auSgebrucft werben, rottm fie 
reeU ftnb, unb bte Derfcbtebenen 3nten>aue, in xotldfm biefe Sßur^ 
liln oefu^^t werben muffen. 

^ur iebeS ber ^arttaltntenoaQe, beffen ©renken a unb *b ftnb, 
t)ergletd(^e man bte Stetbe (a) ber ^txäftn , welche bie @ubfütution 
t)on a gibt , mit ber 9feibe (b) , xotld^t bie (Substitution ber £[riflem 
©renje boibt, auf folgenbe SBeife: ^Stan mufi bemerfen, n>te Diele 
3eic^enn>eq)fel in jleber Sletbe loon bem erflen ®liebe mx üatm bid 
iu einem beliebigen ®(iebe Dorfommen, unb nodE^ ber Sfegel in § Sl. 
bie biefem SntenoaQe entfpre(|ienbe Steige ber 3nbice$ : . 

j y y A 

bi(ben. SBenn ber le^te Snber A=0 ifl, fo fann in bem Sntetk 
oaUe leine SBursel liegen. 93enn ber teilte 3nber A = l ift, fo 
enthalt ba$ Sntert>aQ nur eine reelle SBurjel. £)ie &brigen SSur« 
ieln m&ffen in Sntenoallen gefuc^t werben , beren le^ter 3nbe)r 2, 
ober ar6f er afö 2 ift. 

Sienn einS, ober mehrere 9fefultate ber @ubftitutionen =0 ftnb, 
fo xotnbtt man bie in § 11. gegebene Siegel be^ boppelten ^eid^enS 
OH; unb man ftnbet burcb bte SSergleicbung biefer Beid^en, ob bie 
gegebene ©teicbung in bem unenblitp Keinen SntenoaQe ber fub^« 
ttttrten Sßertbe tmagindre SBurjeln b^t, unb bie Xnjobt biefer ima^ 
gindren SSSutieln. 

SSetradbtet man ein 3ntert>all, beffen Snber 2, ober grifkr oU 
2 ifl/ fo burcbldufi man bie Sieibe ber SnbiceS Don bem rechten 
&ibe nad^ bem linten, bi^ man jum erften ^Stok ben 3nber 1 ftn- 
bet; worauf immer 2 folgt. Skt s>or bem 3nber 1 , bei welchem 
man lieben geblieben x% Dorl^rgebenbe Snber (ann 0, ober 1, ober 2 
fein. SBenn er nxö^t ift, fo ifi ber Xbftanb ber ©renken a unb 
^ i^ dtof , r um bie 9latur ber SBurjeln unmittelbar unterfdbeiben 
iu tonnen. Ttföbann muß man nacb ber S3emertuna in 9 84:. 
eine jwifd^enliegenbe ä^bl c von berfelben S)ecimalorbnung , ald 
bie ©renken a unb b , ober t)on ber ndcl^ftfolgenben wdblen, unb 
I fie in bie 9?eibe ber Functionen fubftituiren , nm pei 9>dttialinters 
I baOe a unb c , c unb b 5U bilben. ^mäf biefe ©ubflitutionen 
itoifc^enliegenber ^a^kn wirb ber am naöf^tn nacb bem xtd)tm @nbe 
liegenbe Snber 1 immer mebr nod^ biefem @nbe fortgerucft , unb ber 
letzte 3nber A eined SnterDaUeS wirb notl^wenbig entweber 0, ober 
^ ober e$ folgt auf ben am nddl^ften am ud)Un @nbe liegenben 
Mit 1 ber Snber 2 unb gebt t>orber. 

SBenn ^id) biefe le^te fBebingung barbietet, fo ifl biefed ein 



Büd)zn, baß man We Sfegel anwenben muß, »eUl^ §«t Untwrf^ei» 
bung ber tmagtndren SSurj^ln btent. 
©tnb 

/c«+i)(x), /"(»)(x), /(n-i)Cx) 

bte Functionen/ tpeldj^en bic auf cinanber folgenben SnbtccS: 

1 a 

etit^xti^m; ^0' mttvißäft nton, ob bic 3alf)fcmüett^e ber »efuttate: 

unb 

fo befd^afen finb, ba^, abgefallen toom 3eici(;en^ einer ber Sluptienten: 

ytn^-n(a) /(«-!) (b) 
/(n)(a)/ /('»)(b)' 

ober ibre Summe prefer tfl, al§ bie ^fferenj b — a bet ®rcnje« 
unb man t)erfdbrt bei biefrr 8Sergteid(>ung nadb ber § 28. gegebenen 
Stehet.- 25urd) bie ^fnwenbung biefer Siegel ergibt ftq), ob oie bciben 
iwii^tn ben fragltd)en ©renken angezeigten ^ui^eln ber ©leid^ung 
/(M)(x)=:0 reeU unb ungleid), ober reeß unb gletd^, ober imos 
gindr ffnb. 

SSSen« btefe ®urjeln reell unb ungletdf) ffnb, fo ftnb bicfelben 
burcb biefe Operation getrennt ; unb auf biefelbe SBeife üerfdlj^rt man 
bei ber Äbfonberung ber SBurjeöt in ben übrigen Sntcn^oüen, bereu 
lefeter Snbe^ wcber 0, md) 1 ift. 

©inb hingegen bie betben l8Surjelnber@let(l^ung/^*^*>(x)=0 
tmagtndr, fo muf man twn bem Snbe^c Äon^ weld^er ber ^nction 
/(n-J>(x) ent^ridjt, bi§ ju bem rcdb^^n ©nbc bec Sieibe öonjefeem 
Snber jwei embeiten abjieben, »eld^eS für baffelbe 3tttett)att eine 
anbere SSeibe t>on Snbice^ gibt, beren lefete ©lieber fteincr ftnb, aB 
tn ber t)orbergebenben. 

SBenn bie betben JäJurwln^ ber ®lei4)ung /<»-*) (x)=0 gletdb 
ftnb , fo unterfud^t man na^ bt n befonnten Stegein , ob biefe gletden 
SBurjeln audf) alle folgenben ^nctionen /^•-*>(x), /Cn-$)^x) , . .J(x) 
wrfd^winben matben. ^ biefem gallt fdnbe man bie gleichen S&urs 
jeln , welcbe bie ©teitbung ^(x) = ^wifd^en ben gegebenen @ren)en 
^at SBenn aber bie gumtion / ^»-i) (x) unb alle auf fte jur Sfec^)' 
ien folgenben Functionen feinen gemeinfd[)iaftti(i()en F<^<tor b<tben; fo 
ftnb bie Folgerungen in ®e)iebutta auf bie 9latur ber SSuvseUi ge^ 
nau bicfelben, ol* xomn bie bciben »urjdn ber ®lei<l(>ung /^»-^^(x)==0 
imaginär to&ren. Wlan ^ebt alfo oon allen Snbiceö, toelc^e ben 
Fttnctioneny<«^»)(x),/<«-a>(x),...y^(x);/(x) entf»)rcd(>en , jwei 
@inbeiten ab , unb toenbet auf Me neuen S^etben loon SnbiceS bie« 
felben Stegein an, totmt eS nbt^ tfl^ bis bte 9ßur}eln ganj abge« 
fonbert ftnb. ^ie JD^ratton tjl gefd^ffen, n>enn nur no^^ Sntet« 
toalle ba pnb, beren fester Sntier ^3=0^ ober =1 ift. 



§ 89. TStö etfiri Ucbungdbetf^äel ba aBgememm fRegel n^d^Ien 
n)it bie &Uxö)m8 : 

X4 — x»+4x*+x— 4=0. 

{)te Functionen; in n>eld^e man fubftttutren mn^, ftnb: 

X=x^— x^+4x^+x— 4 
X'=4x*— 3x^+8x + l 
X"=Hx*-^6x+8 
X'"==24x— 6 
X'^=24. 



Snbfütmct man bie äal^Ien : 






-1.- 


-10, — etc. 






• 






1, 

fo ftnbet man: 


10 , etc. 
X"' X' X' 


X 


(—10).... + 


- + - 


+ 


(-1) ....+• 


- + - 


— 


(0) ....+ 


- + + 


— 


(i) .... 4- 


+ + + 


+ 



^fite SESttujeln mfiffen m^^tn — W unb 1 gefud^ »erben, weü 
bteSleil^ (—10) lauter äeic^nwdS^fel; itnfe bte Stetige (1) feiaen 
3etdS)etöoed^fei l^at. 1) »ilbet matt uad^ ber JRegel tu § Sl. bte 
Sd^e ber Snbicel^ jtotfd^en bm ©renjen —10» unb —l,s fb t^atmani 

(-10).... + - + - + 

1 

(~1) + - + - - 

3n biefer JRet^e 1 tji ber leiste Snbö: 1; folaßc^ ^at 
b(e ©tetd^^ung jwifd^en — 10 unb — 1 nur eine reelle SBur jet, welclf)e 
'om allen anbem abgefonbert ift. 

2) 8Ser^leid()t man bie SReii^n (— 1) mib (0), fo fie^t man, ba^ 
mf^en btefen ©renken !etna SSurjel ge^d)t werben mu^, n^eilbie 
oeiben Steil^^en aleidb ütele 3eici()enn)eci()fel f)(ä>m, SBenn man für btefe 
6eiben Stetigen oie ^eil^e ber SnbiceS bilbet, fo finbet mmx 

(-1)....+ _ + - _ 
10 
(0) .... + _ + + _; 

fblglidi^ ent^dlt ba$ 3ntert)aa feine SBur^d. 



S) SDte ixoti Steigen (0) unb (1) geben fbr bte 9let]()e ber ^tu 
biceS : 

• X^i X'" X" X' X 



(0).. 


24 


6 


+ 
8 


+ 
1 


4 







• 

1 


2 . 


, 2 


8 


(1).. 


24 


+ 
18. 


+ 
14 


+ 
10 


+ 

1 



& fommt nun barauf an, mx S^rennung ber SBut^eln fort^us 
S6)xtxUn , unb ju befKmmen , ob jte alle brei reeU finb , ooer ob jwet 
baüon tmagtnir ftnb. ^an burd^lduft bte fRtW^t ber SnbiceS loon 
bem legten ©Hebe 3 }ur 9fed()ten aegen bte Stnfe/ bid xaon gunt 
erjien 3Rate ben Snbei: 1 finbet ; l&ter unter *er Function X'". 3Cuf 
biefen 3nbey folgt notbwenbtg 2, unb ba t)or t^m loorl^ergel^t , fo 
{tel()t xaaxi, bafi bie fiSebtngung ber brei fucceffit)en SnbtceS 12 
erfüllt tft. ^(kXi muf alfo bte 9{egel in § 28. gur £)ijltnction ber 
imaginären aSurjeln anwenben. 

SBir l^aben unter iebeS 3eicl()en bie loon ben @ubftttutionen l^^er^ 
rul^renben 3alf^lenn>ertl[)e gefegt. S)ie Functionen ^ weld^en bte brei 
Snbiceö 18 entft)red(>en , fmb: /"^(x), /'"(x), /"(x). 2)er 

8 l4 

9?egel gemJfl betradS)tet xaan bie Quotienten -, —, ol^ne SBerutf* 

fidbtigung i^rer 3e{(|>en. SBJenn einer berfelben, ober ilf^re ®}xam^ 
großer ijt; al6 bie 25ifferenj 1 ber beiben ©renjen; fo itnb bie in 
bem Sntertoalle angejeigten SBurjetn gewiß imaginär. 2>a nun biefe 
SBebinaung flatt finbet, fo fehlen jwtf^^en ben ®renjenO unb 1 jwet 
reelle 3B3ur}eln ber gegebenen ®leid(^ung. SRan xavt^ nun , wie ed bie 
Siegel 9orf(l(^reibt, t)on bem leisten ber auf einanber folaenben 3m 
biceS 1 2 an, t>on iebem 3nber 2 abrieben, wobur^ man bte 
neue 9{et^e ber SnbiceS bilbet; 

X'f X" X" X X 

(0) . . . . 

10 1 

(1) — 

^a ber legte 3nbe]t ber neuen H^eibe 1 tft, fo folgt, bofl bte 
gegebene ©kict^ung SYDifdi^en unb 1 nur eine reelle SSurgel \fiX, 
X0üä)t Don ben übrigen gang abgefonbert ift. 

2>te Operation ber 2>tfttnction ber aSurgeln tfl t)oQenbet, weil 
eÄ fein ^artialtntertjall webr gibt, beffen lefeter 3nber nidf^t ober 
1 »dre. I^terau« folgt, baß eine erfte reelle SHSurjel jwifc^en —10 
ttttb — 1 , eine jweite jwifii^en unb 1 liegt , unb baf bie beiben 
onbem SBurjeln im&oindr finb. . 

§ 40. 9lad(^ berfelben Sfegel wollen wir bte ©leic^^ung: 

x*-f x*-fx*-"2x' + 2x— 1 = j 
auf[6fen. 



n 



— 295 — 

^ num ^ie Sunctionen: 

X=x*4-x*+x» — 2x*+2x— 1 
X'=5x* + 4x»+3x»— 4x+2 
X"=20x*-fl2x*+6x— 4 
X"'=60x»+24x+6 
X"'5=120x+24 
X' = 120 

gebilbet, fo ftnbet man: 

X' X" X" X* X' X 

(-1).... + - 



(0) 



+ 


96 


+ 


18 


+ 
10 


2 





1 


2 


2 


2 


2 


+ 


+ 
24 


6 


4 


+ 

2 


1 











1 


2 


3 


+ 


+ 
144 


+ 
90 


+ 
86 


+ 
10 


+ 
2 



(1) 



S93tr f)aUn unter jebed ^txi)tn bte ^afjkxtxoztt^t, unb bte iebem 
Sntett^aU jugel^irige S^etl^e ber SnbiceS gefegt, unb auS ber Sets 
Sletd()ung ber Steigen ergeben ^6) nad(^{le^enbe Folgerungen: 

1) Äße SSSurjeln müjfien jwifd^en — 1 unb + 1 gefacht werben/ 
»eil bte Steige (—1) fünf äeic^enwec^fel ^t, unb bte Steige (1) 
leinen. 

2) 3n)tfc{)en —'1 unb werben 2 SBurjebt ande)etgt. 2)a ber 
leite Snber 2 \\t, fo muf man in ber Stetpe ber 3nbtce§ loon ber 

lenS 
bara 



9{ec^ten gegen bie Sinfe fo weit fortgelf^en/ bid man }um erfien 9Ra(e 
1 ftnbet. £)iefer Snber 1 mtfifnd)t ber gunction x.*^, 8 folgt bar» 
auf unb gel^t t)or()er. ^an wenbet alfo bte Slfgel in § » auf 
bie brei gunctionen X'' , X"^, X" <m, wtldftn bte bret auf etnans 
ber folgenben SnbiceS 12 entf)>red(^en. Wtan mufi unterfud^en^ 

42 6 

ob einer ber Quotienten — , -^, ober tl()re ®umme grifier if(/ ol^ne 

Siudfid^t auf ba§ $üä)m, atö bie 2>ifferen2^ 1 ber leiben @ren^n 
unb — 1 / ober il^r wentgjpten^ gleic^. jDa btefe fBebing^ung nUtfi 
fiatt ftnbet/ fo folgt; baf bteSrenjen —1 unb no4^ nu^tgimta 
iufammengejogen finb, um burd^ eine einitoe Operation ttnter(d^ , 
ben }u f önnen / ob bie l(>eiben angezeigten Ssur^eln reell/ ober uno^ 
ginar {tnb. ^an mup alfo biefed 3ntert>aII iertl^eilen. TCber d^e 
man jur @ubftitution einer ^wifcl^entiegenben ^l fc^reitet/ muß 
man fk^ nac^ ber Regel in § 28 t^erjUlKr^, bafi bie Oleid^ung 



— fm - 

X''' = ixox\ä)tn — 1 unb feine itoti gkid^n SSSuviiln M- 9Seim 

biefe^ ber %aU wdre, fo \)attm bie betben Functionen: 

X'=603^*+24x + 6; X"^=120x+24 

einen gemein.fd^'afHic|)en gactor, unb ba biefer gactor md^t enflirt, 
fo ijl ber gaU bec gteidf^en SBurjeln auSgefd^loffcn. 

9Kan mug alfo eine jwif^^en — 1 unb liegenbe ^äf)l öon btt 
ndd^jlfolgenben Secimalorbnung , b. i), »eldbe burc^ eine ©ecimat 
jtffer auSgebrucft wirb, fubjlituiren. ®ubjtituirt man —0, 5, fo 
erl^dlt man: 

(_!).... + _ + _ + _ 
(-i).... + _ + ^ + _ 







36 


9 


V 


fl 


S3 







l 


% 


2 


2 


2 


(0) .... 


+ 


+ 
24 


6 


4 


+ 

2 


1 



2)a6 erfte ^arttölintert)all Don — 1 bis — i fann feine SBurjel 
entl(^alten/ Yoeil bie 3eidS)en beiber Steii^en biefelben finb. %bx bol 
jweite $artialintert)all ijl bie fRti^t ber Snbiced 12 2 2 2. 2)a 
auf ben am nd^^ften am rechten (Snbe liegenben ^üittbtx 1 ber Snber 
2 folgt unb t)or i]()m t>or^erg^t; fo mug man nad^ ber 97ege( in 

6 

§ 28 ^ie 3a]^Ien»ert]()c ber fXuotienten — , ~ betraci^ten , um ju 

erf ennen, o6 einer biefer jEluotienten, ober il()re Summe großer ijl 
al§ bie ©tfferenj 4 ber beiben ©renjen, ober 'ti)t »eni^ftenö gleich. 
2Da biefe Ssebingung fiatt ftnbet; fo ifl gen)i$/ bafi bte beiben , in 
bem 3ntert)aWe \>o« — 4- bi^ angejeigtcn SBurjeln tmagindr pnfc. 
66 ift nur mä) ba§ Sntert)aU t)on bi6 +, ^ ^^^i&r in weU^em 
S SBurjeln angezeigt ftnb , unb e§ f ommt barauf an , ^u beftimmen^ 
0b biefie S SSurjeln reell jtnb/ ober ob 2 bat)on imaginär jtn^. 3u 
biefem ^toeä^ brandet man nur biefetbe Siegel auf biefe^ SnttmS 
an$un)eitben : 

X^ X'^ X"' X" X' X 

. (0)....+ + + - + - 

24 6 4 2 1 

12 3 

.' (1).... + + •+ + + + 

144 9a 8$ 10 2 

9tan ^i}t, baß in ber JRei^e ber Snbice« 1 2 3 t)0r 
bem äjfi, ndc^tbn jur'gted(^fen liegenben ^nhtx 1/ toorl^ergel^t. ^Ta 
hk «ebingung ber brei fuccef[it)en Snbiceö 12 ftatt pnbet , fp 

2 10 

H(i)(t man bie Jp4to(i£ttte)i ^, — , um ju feigen , ib eimr berfelkn, 



obet tJS^re @umme orifler tfi^ ali bk S^ffermj 1 btx beiben ©renken. 

ober il^r aletd^. $)a tiefe IBebtngung nid^t jlatt finbtt, fo folgtr 
ba^ bte Stenjen unb 1 etnanbet nod^ niä)t nafjk genug liegen, 
um bie 9latur ber SBurteln burd(^ eine einzige jD^mtton unterfqieis 
ben jtt fonnen. 

Wtan muf folglid() eine ixoi^6;)m unb 1 Itegenbe, unb burd^ 
eine 2)ecimaliifer au§gebruate ^oi)l fubflituiten. Tibtt tf)t man 
biefe ©ubpitution t)omimmt, muß man fid) öerftdf^em, baf bte 
@Iei(l(^un0 X'=0 ixoi\d)tn unb 1 feine gleid^en teellen SSur^eln 
M* £tefe§ ifi ober gewifi, weit bie ^ol^nome: 

X'=5x*+4x^+8x^— 4x+2, X''=20x' +12x' + 6x — 4 

feinen gemetnfd(^aftli4^en Factor l^aben. 

@ubf!ituirt man bie jwifd^^enliegenbe 3al^ 0, 5, fo erl)dtt man 
fotgenbe SRefultate: 



(0) 



(i) 



• • • • 



X' 


X" 


X'" 


X" 


X' 


X 


+ 


+ 

84 


+ 
6 


4 


8 


1 











1 


2 


2 


+ 


+ 
84 


+ 
SS 


+ 


+ 

2 S 

■i-B- 


9 

IT 



(1).... + •+ + + + + 

X>a^ ^ntttoaU in)ifd[)en 4 unb L tnü)alt eine einzige reelle 
SBurjel, weldf^e ganjabgefonbert ijl. 3n bem JJ)artialinteiDaUe t)on 
bis 4 finb iwei S8urjeln angejetgt. S)a bie Steibe ber 3nbice§ 
1 2 2 bie ©ebingung ber brei fuccefltt>en 3nbice§ 1 2 ers 

2 25 9 

futtt; fo bilbet man bie Cuotientwi - , — :-;. um ju felj^n, ob 

einer biefcr Cuotienten, ober ü)U ©umme großer ijl, afö bit Skiffes 
ren) 4- b^r l^eiben ©renken, ober i^r gleid), S)a biefe fBebit^giung 
erfüllt tt)ivb, fo fd^ließt man mit ®ewißl)eit; ba^ bie beiben itöiMKn 
ur^ 4. angezeigten ^ucjeln imaginär finb. 3Benn man t>on bem 
bliebe 2 an, bem leisten ber brei fucceffttoen SnbiceS a 1 2, 2 ob^ 
iiefct , fo ^rl^dlt man jur neuen SReil&c ber Snbice§ : 9 1 * 0. 
Solglid) ]f)at bie gegebene ©leid^ung eine einjige reeUe SSurjel J»H* 
[(^em 0, 5 unb 1 ^ unb bie übrigen 4 ä^rjeln jinb ijotaginor. 
§ 41. W britte^ »eifpiel fei bie ®leicl)ung ju lofen: 

x«—12x^+60x^ + 123x^4-4567x— 8900 = 0, 
fb Idat man bie Functionen : . 

X=x*—12x'+6ex* +123x^+4567x^89012 
X = 6x*— 60x^+240x3 + 246X + 4567 
X" = 30x^ —240x3 +720x' +ai6 



X"=360x*— 1440X + 1440 
X'=720x — 1440 
X'" = 720, 

unb wenn man bte ^a^Um 

— 1, —10, etc. 

• 

1; 10; etc. 

fubfütuirt; fo ftttbet man folgenbe 9(efu(tate: 

Xvi X^ X»v X'" X" X' X 

(-10)....+ ^ + _ + _ + 

(-1)....+ - + _ + __ 

(0)....+ -. + + + - 

(1)....+ _ + + + + _ 

720 860 
Ol 2 2 2 2 3 

(10)...,+ + + + + + .+ 

5760 23040 

S^ktavL^ \it^t man, bafi alle SSurjeln ixoi\d)tn ben ©renken 
— 10 unb + 10 gefud^t werben muffen , weil bie Steige (— 10) 
fed!>8 3eicl(^enwe(i()fel i)at, unb bie fRtxi)t (10) feinen. 

^ie SBergleid^^ung ber fRtH)m «0) unb (>0) jeigt, baf jwi« 
fd^ien ben ©renjen <0 unb >0 jwei imaginäre SSSurjeln liegen. 

©a bie 9tei^< (^1) fünf, unb bie JRei^e (—10) fec^§ Seiten* 
wed^fel f)at , fo liegt eine reelle SSSurjel ber ®leicif)ung jwifc^en — 10 
unb —1. 

2)tc Sf eilten (— 1) unb « 0) l^aben eine akx^t '^^i^M. ^^" 
äeidj^enwed^fetn ; e^ fann alfo iwifd()en —1 unb feine Sfeurjel 
liegen, ©affelbe gilt öon ben JReil^en (>0) unb (1). 3wifdj>en ben 
©renken unb 1 barf alfo feine SSurjel gefud^t werben. 

& bleibt nodf) ba§ Snterüall ber ©renjen 1 unb 10 übrig, 
in xoüd)tm 3 SBurjeln angezeigt finb. S)ie biefem Snten>aIIe ent^ 
ipxtd)tnt)t Stetbe ber Snbice^ ijt; 

12 2 2 2 3. 

©er erfte 3nbe)c = 1 jur fRzä^ttn liegt jwifclj^en unb 2. S5ie[e 
bret auf etnanber folgenben 3nbtce6 12 jeiaen, baß man bie 
9fegel tn § 28 unmittelbar anwenben muß. Wtan bilbet alfo bie 

360 23040 

£Lttotienten r— / / um ku feben / ob einer biefer CUtottettten 

720 6700 



ober tl^e @umme bte ^fferenj ber Uxbm ©tenjen fibeirjtetgt; 
ober tl^r Mi) tfl. 2>a btefe 93ebtnaung nxd)t fiatt ftnbet , fo folgt, 
bafi ber Xbjlanb ber ©renken 1 unb 10 nod^^ ju grof tfl, cM iai 
bte Statur ber SBurjeln burdS^ eine £)peratton befltmmt tperben 
!6nnte. 3Cber t>or ber äertbetlung M Sntert)aQed muf man unter« 
fud^en, ob bte beiben Functionen X'^ unb X^ , »elcpe ben beiben 
legten ber brei SnbiceS 12 entfpred^n/ {einen gemeinfdS^aftlid^en 
Sactor ^ahtn, unb ob biefer Factor nx^t bmä) einen iwx\d)tn ben 
©renjen liegenben Sßert^ wn x ju SRuQ gemacl(^t n^irb. 2)ie SBer« 
9lei(|;ung ber Functionen: 

X»v = 360x» — 1440X+1440, X^ =720 x — 1440 

ieiQt, baß fie ben flemeinfd(>aftlid{>en gactor 4x— 1 l^aben, unb baß 
biefer Factor burd^ ben, mx^d^m 1 unb 10 lieaenben SBertb 2 ju 
Slutt Qtmad^t wirb. 2)iefer ^actor ift nid)t ouen folgenben gun» 
ctionen X", X", X, X gemein, worauf ber JRegel in § 85 ^emdf 
folgt , baf in>if4)en 1 unb 10 jwei aSurjeln ber gegebenen ©letd^^ung 
imaginär ftnb. IQlan jiel^t alfo toon bem legten ber brei auf einanbet 
folgenben SnbiceB 1 2 an, t>on iebem 3njber 2 ab, unb man erl^dlt 
für bie neue SJeibe ber Snbice8 be§ SnteröaHe« t)on 1 bis 10: 

10 1. 

Xlfo ifl bie ©onberuna ber SBurwln beenbigt. Die gegebene 
©leid^ung l^at eine reelle äSurjel jwifd^en -— 10 unb 1 : {wet tmagi« 
ndre SBurjeln in bem unenblidp Keinen 3ntert)alle jwifcpen <0 unb 
>0; 5tt>et anbere imagindre SButjeln jwifd()en 1 unb 10 ^ enblidf^^ 
^at bie ©leid^ung in bemfelben 3ntert>alle eine ixotitt, Qatiilx^ gefom 
berte reelle SBurjel. 

§ 42. Um bie SSerf(l()ieben]()eit ber %aUt unb ben ®Axavi6) ber 
SRegel beffer überfeinen ju fönnen, wollen wir alle in ben toor^er^ 
oe^enben ^aragrapb^n toorfommenben S3eif))iele in tirtt tteberft^t lUt 
fammenftellen. 
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3»etter Zt>f^nitt 

as^tl^iobe iwc S3ered^nung bet SSBertf^e bet äBuraeln , beren 

®ren)en belannt {tnb, nebft SSemerfungen ober Me 6ottM> 

gen) ber üppxoimaüonen unb aber bie 2)i{imction 

ber SSurgeln. 



§ 1. ^ati Umt ixotx Girengen a unb h, itox^d^ti töM^m eine 
reelle SBurjel etnet algebraff^l^en ®letd()üng: 

/(x) = o 

liegt; unb man toeif {(mifi/ baf in biefem 3ntert)alle feine cmbere 
SBuml liegen (ann. Wim foU SBertl^e befümmm; xoüä^e fid^. bi^ 
fet SSsur^el imm^r mebr unb md^r ndl^etU; um olle äiffern ju- feti« 
ftett; n)obur(l(^ Uefelbe audgebr&A roixb, menn bie ^tn^ol^l biefi^ 
äiffetn begrenzt iji , ober fo ^ult genaue. Siffem , aü man ^ 
ndt^la b^tt. : i, 

' hcA }iVit @tle{<l(^terung ber jBececbnung ber SBurjeln cm meinen 
geeignete 2C))))rorimation$t)erfabren ifi bad allgemein bef annte .neny< 
tonfdi^e , Yoelcbe^ barin beftebt : baß mm in ben erften j^eil /<x) 
bet ®lei4)ttm^a+x' f&r x fttbjlittuft^ n>o a ben erflen ^enjl^cttten 
Sßertb ber SBuriel begeid^^nety unb in bem {Refttltate bte.^ie^ 
toegldfit; n>elcbe Q6bere ^otenjin att bie evfie wn %" entbalten> x^^ 
bur(b man gut jßefiimmung wa x' eine ©letdbung bt9 erfen ,®rabeS 
etl^dlt. Xbbirt man ben auS biefer ©leicbung erboltenen ffierfl^ 'otm 
^ }u bem erflen 9ldberuhgdn>ertbe a^ fb ftnbet:man ein^ mifyx^ 
ndl^erten Sßertb a'^ unb xncm toenbet biefen jvoeitcn 9ldbersitg^t9!ei:tft 
a' an ; um but^ baffelbe SSerfabten einen brüten a'' ^ fitibi^ip 
9lan lann bie %nn>enbung biefer ätegel beliebig n>eit fottfe^en^ i|{i^ 
man etbdlt äSertbe, me^e febr^fcbnell gegen bie 0efU(btt SBnticl 
cont)ei^iren. £iefe ftSetbobe : ld|lt ficb unter t>erfcbtebenen Sormeri 
batjleUen. SSir betracbten jte al6> ein;%tnbämentaleiement b^i7(in% 
Wo , unb eS tjjtDon SSSicbttgfeit^ . alle. Bor juge:berfelbm ju ua^altw^^; 
mt fie unterliegt in ber 2Cnn)enbung ;befonberen @d^\ixHerigfeitenir 
t9eld^e[o«sfSftigi;unterfud(^t unb iwllllänibig gebobeft.meibet^.miiffen. 
3>te erfte Sdebing^ng; mld()e>bter^menbung biefer SSttbobp 

ßbert, beftebt barin/ einen erflen' aeatdbertisn SEScri^. J^r. SButyl gu 
ben. ^iefe Aufgabe ifi burcb unfere Sletbobe UxMQ^t,,m^ 
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wir f&r iebe reelle S93ur)e( mü ©renken a unb b hmtn, jvoifdiyen 
Yoeld^en fte allein liegt. *2CÜein eS bleiben xioö^ mebtere anbere ^e» 
bingimgen ju etf Allen , obne xoü6)c bie £)))eratiDn unrid^^tia werben 
(6nnte unb immer unflar bleiben würbe. 9Bir wollen bieje Sebins 
gungen iut>6rber{l au^fprecben, unb bann bie Stegein beweifeu; wet^ie 
man befoloen tnu^, um ibnen ®enuae )u leiflen. 

§ 2. 1) IDbaleicb jwifcl^^en ben gegebenen ©renken a unb b nur eine 
SBuriel liegt , fo f onnen fie bod^ , wie wir ft>dter [eben werben, eins 
anber nid^^t l^inreid^onb g^nat^irt fdn , um -fo^leidl^ jixr a))|)rorimatiDen 
SBeredj^nung fortfcbreiten ju fonrien. 3n biefem gaUe f6nnte man 
bie.®renjen )?^rengen,^ inbem.man ba6. 3ntert>all weiter jert^eilte; 
Mtxn e§ {jl burd()au8' nofI)wenbig , ein beiKmmte& SiBertmal ju l^a? 
i»l|^KDJ^ratt.J^ nti»nm l&^t, job tfian rju J^reid[>enb engen ©rem 

2) ffiie Rein feer täbjlanbbet ©renjen immer' fein mag, fo 
fann bod) ba$ 2C|)|)rorimation§t)erfa]^ren nur auf eine ber ©renken 
mit 3ut)erldf|tgfeit angewanbt werben, unb nidj^t auf bie anbere. 
9Ran muß alfo bieienige ©renje unterfd^etben , xotld)t gewdl^lt wer? 
ben mxx^, 

«) SH0/fu<c^ffteen;9?«fultate, weld^e mm eti^dlt, jinb SJJertbe, 
bie fi^ ber gefugten SSurftel beft^nbtp ndbern^ aber wir werben 
balb geigen, bafi biefe Sßertbe nid[)t abwe^felnb großer unb f lein er 
ffnb , aw bie SBur jel. 25iefe grgenfd^aft , weld^e anbern Sldberuna^^ 
mttl^obeu eigen tft, fmbet bei ber Ttnwenbung ber newtonfd^en mt^ 
«i^e ttiemdld' jlatt 2)ie fuccefftoen , jgenaberten SBertbe a, a', 
rfr, a^V- ftnb auf giaißer/ ober oHefletner atö bieSBur^l. Wim 
!«»eif[ alfo nid^t, wieviele genaue ätfern jiebe Operation gilKt, unb 
&kffe'>tUigewi#bett tfl ber 4)Au^t^i^ ber UnDoUfotmmeub^it ber fEXe^^ 
tbobe. üßan f6nnte obne 3n>etfel ben genäherten SBertb fo lange 

S^ &t(btm loffen, bi*. bie ©ubfKtution in /<x) ba^ jenteegengefefete 
Indien' Don bemgdb^, weldj^ed maxi guer|i gefunben b<^tte;.. db^r 
^ biefe SubjKtttttonen w&rben mele dfedSmungien erforbern , unb xo^m 
man fo verfal^ren wollte, jfo wärbe ber Jbiifpßto^tmQ ;beüf !Ke^obe, 
Me^fc^neUo ^Crnidberung/ verloren gelten. SEBir werben biefe ©dSh^oie.« 
ri^eit bakiird(^ befettigen, ba§ wir axlottt ©rm^en b> b> b", b'',... 
angieben / welche fteiner flnb , aU hit äBurjel , . loeim bie t)orber? 
iebetiben a, a', a'^, a''',... grifer fitä) , ^ unb weld^ bag^en grißer 
]w>/ M ttr £3ur}el, ^wenti bie t^orl^erjgel^nbett Heiner ftnb. 'Tü^^ 
bann wetten bie beibenr ©renken gememfdl^afiüdt^en Biffem.ber ge« 
fildfKen SBurjel angel(^ren, weld^e baber allein al6 genau beibel^oUen 
foerben. Sßtr werben beweifen, baß bie ;Kniabl ber goiauen ^ifjttn, 
iotl0^t iebe )Dt>eratton . aibt , naä) ber geome^fcbeit! fki^reffton. % 4, 
8/ 16,. . . . wAd^ft. hieraus leiten wir eine (UDerUfTtge 9i^ ab, 
nod^ weld^r man mm SSorau^, unb unabl()dn^g: tion ber »ered^ u 
t^W ^ ^weiten ©renjen, bejlimmen tamif. wte weit man. bie Zih 
iriil^ruttg ber erflen ©«ngen treiben fann. 

' 4) 9Ran mufii ben &plcoi fo arbnen, bap boiin hint übtt^f^ 
figen jb|>erattonen Dotbmmen; b. b* ^ß mm mnf fohK^e £)iperattos 
!Mm «tt Mtic^e» \^, bk {tnc fi3e|iimnttin9 ber aBur}eln buri^d )] 
a^berSd^- 'ftnbi. • • •ü i .:. . . ../ . 
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fliit xooUtn mtn btefe t^etfc^iebetutt Unf^cäym ftocftffltK (öfen 
unb genauer untetfud^en. 

§ 3. 3nnf(^en ben burd^ ttttfere 9Retl^obe befttmmttit ®yefi)en. 
a unb b lit^t eine mOe SBSurjel a ber ©icid^ung /'(x)3=:0, upb 
man tji get9t|l/ bftfi m bief^m 3nfoti9aQe feine onoete fSut^ei ber 
(Skiern ttegt, metl bie Stetig (ä) ber Stefuttate ber ®ttbf!ittitteii 
wn atn'bieiunctionen /^''Hx)//^*-*Kx)..../''(x>,/'(x),/(xX 
nur einen 3tid[^enwe^el ntel^r l(Kit ^ afö bie Sml^ (b) ber atefuttati 
ber ®ttbfHtution ber grofkm ©renje b in btefelben Suncttcmen. 
Kä^t man in ber 9iei^ (a) bie betben le^ten^ dte^Itote// (a) ; /(a> 
ttttb in* ber 9teilS)e (b), f'(h), f(b) weg, fü ergibt ^ ava ber SSefe 

Sleid^mm beiber Steiften , ob bie @lei4)ung/''(x)c=:0 ffDifdfm ben* 
!lben @renjen a urib b äBurjeln ftoben.tann.. 93enn nun in bitfjm 
3ntert>aQe fold^ SBurjeln , b. ft. Skrtfte Mmx,. xoüä)t bie SunctiMi 
f"{x) ju 92uU tnad^en, erifliren; fo iji ieber Mefer S&eKt^t i^m 
[erleben t)on bem SSertfte <x, n>el4^r bie ©leidi^ahg /'(x)ss4[ auf« 
I6f t. Slur ber bcfonbere JJaH , «oo bie Functionen f[ (x) unb /(x) 
einen gemeinfcftaftlidf>en 35wtfor ^(x) ftabcn, modj^t eine ÄuSnaftme. 
SDurcft 2Cnn)enbung M gen>6bnlicften SSerfaftreitö Id^t .fi^ lei^^t ent« 
fd|)eiben, ob biefer gottor i)/(x) erifKrt, unb in biefem fpecieHen 
SaUe mußte man. bie ©(eicftung :4/(x)==:0 befbnber6 aufUfeiu ^ax^ 
iDÜrbe alfo bte jur S3e{limmung ber SBur^In btenenben S^egefn oof^ 
bie ©leicftung ^ (x) = unb m6ft auf bie {ufammengefe^tere .^u- 
^ung/(x)=0 onwenben. 

SBcnn biefer gemeinfc^aftßd^e goctor ^ (x) nid&t t)orftanben ift^ 
fo ijl jeber Sertft, welcher bie gunction/"(x) ju JRutt macftt^ t)*« 
(Rieben loon ber SBurjel «c ber @(ei(ftung /(x) = o. 9Kan (anu; 
Miäf bie beiben ©renken a unb b mepr js^ufornmenitel^ea/ unb- 
)afut in>ei onbere a' nnb b' an bte @telle feigen , »oeU^e eiQfnber 
fo nal^t finb , bap )YOtf<|en il>nen ixoox immer bte Sßurjei oü ber 
®tei(^ung /(x) == , aber leine SSJurjel ber ®(cid^u«g/"(xX=9 
liegt. Um biefe neuen ©renjen a' uno b' ju ermatten , tjiieilft.'miui' 
baS StUertmll ber betben erßen ©renken a unb h, inbem niqn etnr, 
Jtpifd)enliegenbe 3aftl c fubpituirt ; imb al^ahn ergibt fEc$ , oJE» bie 
jefud^te SBur jel ojwifcften a unb c ober jwf^jen e unb . b liegt. 

7(uf biefelbe SBeife fann man bte betben günctionen f(x) unb 
/(x) toergteid^tk 93enn fte einen^ .gemdnfdj^aftltd^en gdctor <p (x) 
Ratten, welci^eS ber gall ber oleitften SBurjeln ift; fo würbe man 
bie ®leid{)ung 0(x)=O 1>efower^ aufliöf^. Ssenn biejir gactor 
<?(x) nid^t erijlirt, ober wenn bie ©leidf^ung <^ (x>= jjwtft^en ben^^ 
@renien a unb b feine Sßurjel 2" Wr fo f<um man btefe ©renj^en 
burcft 3ertftei(ung *bed Snten^aQed jufammenjteften / unb anbere , etn^ 
anber näfterliegenbe ©remen a' unb h fmben / t»e((fte fo bef^affen 
ftnb; baß bie ®lei4>ung/(x)=0 iwifcften i^nen eine S^yf^ü, bie 
Sleicftung /'(»)= aber feine f)at 

J Heraue foIat> baß bie beiben begebene» ©renjen a unb b bei 
eredbnung be6 9Bertfte§ einer Mtrjel immer fo t^or^u^aefe^t 
»erben fomien, baß, inbem bie ©tei^ung /(x)=0 jwff(9«n a 
tmb b eine reette SS$u»)f l - ftot i bie.:<©tii^ungen /:(^):s:;^a unb 
r(x)=« in biefem. Sfit^moOe feine ^f^eto ftabejib „ ^, - 



$ 4. Xuf f0(gent»e SBitfis l&^t f^ leid^^t etfetinett; 0b Hefe htu 
ben ©ebingungett erfüllt werben. X>tnn m fSefültate ber @ub{K$ 
tuttonen wn a ünb b in bie Functionen ß^Hx), /^"■'>(x),... 
/"(x); /'(x); /(x) f{nb ivx^ bie ßperationen, toeld^e jur flSe^ms 
mung ber ©renjen bfenteU; bereite befonut, uhb bie bem Sntert^alle 
entfjo^ed^enbe Sletbe ber SnbiceS ift gebtftet. ^an unterfucbt ^ ob; 
tnbem ber le^te Snbejt A=l tft; bie betben loerl^ergel^enben SnbtceS 
0; finb. äBenn biefe^ ber ^aU tft, fo l^aben bie beiben ®t€xiS)m^ 
gett/'(x)=0 unb/"(ic)=0 jwtfd^en a unb b gewif feine SBur» 
jeln / unb wir werben jeiaen , baf man in biefem JSfaDe bie Tüma^s 
rungSmetbobe mit But>erlaf|tgfeit ünwenben tann. SSenn dbtx bie 
brei legten Snbice^ ntd^it 1 finb, fo muf man bad Sntenoall fo 
lange tDerdeinem, biö biefe jBebinoung erfüllt wirb; ober wenn bie^ 
fed nill^Hg ifi/ bie mit ^i^) uno ^(x) bejeid^neten gemeinfclKtft^ 
licl^en Soctoren bejbnberd betra^^ten. 

aSemt bie betben toerglid^enen Stetigen: 

/(m)(a),/C'»-i)(a),..../"(a;;r(a),/(a); 

/(m) (b) , /Cm~l) (b) , . . . .f (b) , /' (b) , /(b); 

fb befd^affen ftnb ^ baf mit SBegtaffung ber legten 9?efuttate /(a), 
/(b) in beiben bie ^tiäfzn biefelben ftnb, fo werben bie »orberges 
|)enben ©ebtnaungen offenbar erfüllt ; benn bte mit /' (a) fd&lteßenbe 
Sieil^e bat atöoann offenbar eben fo iDiele 3ei(|)cnwe(l()fel ali bie mit 
f'(h) fd()liegenbe ; unb baffelbc gilt loon bcn beiben willen, xotlä)t 
mmitfia) unb /"(•>) fd^Hegen. SBenn ^xd) alfo bie beiben fRtU 
pen (a) unb (b) blofi burc$ ba6 lefete 3eid(?en unterfcbeiben , fo ift 
nid^t^ weiter übrig , aK jur S3erecbnung ber SSJurjel fortjufd^^reiten. 
Sn bem folgenben § werben wir feljjen , baß biefer Suffanb ber bei? 
ben SJeiben nid^t m befonberer %aU, fonbern' t)ielmel^r ber allgemeine 
tft; weswegen bie beiben Sieil^en in biefem gaUi mit Ttufmerffams 
feit htttad)Ut werben muffen. JBenn biefer %aU nidf)t jlatt finbet, 
fo {ann man xf)n bm6) 3ufammen)iei^ung ber ©renjen immer ^tu 
ffeHen. *' 

SBenn 5. 93. bie ®Ieid()ung: 

/(x)=x*-r3x* + 2x*— 3x»~2x— 2 = 

gegeben tft; fo ftnbet man, bafii bie $ai)lm unb 10 in bie dtetbe 
Der Functionen: 

fr (X); /'V (X) ; /- (X) ; ß' (X) ; /^(x) ; J (x) 

fubßituirt; folgenbe Stefultote geben:: 

C*) + + + - .^ ;^ 

• Ol 1 1/ 

' (10) + + + .+ +.+. 

'Swtfdf^en ben ©renjenOttitb lOßegt ettie etnitge SBurjef^^akr 
biefe ®ren)en ftnb no<!(|i nid^ genug )ttfammerfgeioget('; tamit bie 



®fet#utmm/''(x)s:0 uitb f'{%)^0 in bteftai: Suteivaie Ittiie 
Surjel 9aben; benn aui ber Keilte ber Snbügrt o 1 1 1: et» 
gellet, bap bte ®(eid(^ung /''(x)=rO fotooH old bie ®lek^un9/Xx)=0 
mifd^n Q unb iO eine äButiel (^at. SSan muß foIgluK) eine jtob 
fd^en nnb 10 liegenbe äo^ fubfUtutren. 66:f(H 1 biefe ^af)t, fo 
finbet m(m folgenbe iRefuttote : 

(1) 
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(10) 

£)ie jefud^te SBurjel liegt alfo iwifdt^n 1 unb 10, unb tiefe 
©renjen jutb fo bef(|)affen, baf bie ®teid)ungen/'(x)=o «nb 
f"(x)z^O in bicfem SnfernjaUe reine SBSurjetn paben, »je auS ber 
JRei^e ber SnbiceS 1 erteilet. 

§ 5. fSir.n>eUen nun )n>ei Sef^nfäge 1)mt\\tn, totUbt bei ber 
JBere^^nung ber ©renjen unb ber SSkrtl^e ber äBurjeln ^dufig (^ 
braud^t werben. 

1) SBenn bie betben Sleil^en: 
(a) . . ./ C-) (Ä) , /Cm-i) (a) , . . . ./" (a) , ^ (a) / /(a) 

(fc).../-'Hb), /<'"-'>(l>),....r(b). /'(b)//(b) 

fo befd^offen fmb, baf jebe^ ©lieb ber erflen fRti^t baffelbe Setd^en 
i^atf als baö correfponbtrenbe ber ^weiten; fo ftnbet biefelbe fi3ebim 
gung ftatt, toenn man in bie Functionen für x irgenb eine, twiitl^tn 
a unb h liegenbe äal^I c fubfKtuirt; b. 1^. iebeS ®liet ber mf)tx ' 

( c). . ./<»)(c), /c«-i)(c),. . , .r(c),fit)-f{c) 

^at baf[e(be*3ei(i^en/ ol^ bie corref))onbirenben ©Heber ber fHt\\^ 
(a) unb (b). 

2)em^ ba$ äeid^KU oon /'(a) ift nod^ ber SSoronSfei^img ba(^ 
feibey atö bad t>on /'(b). ©efe^t nun, alle WkxÜ^t, XH\i)tMm 
erf^dlt ; menn maxi in /' (x) irgenb einen, ixoxS^m a unb b liegenbi^n 
Siertl^ fubftituirt, l^atteh ebenfalls jeneS gemeinfd(Htftli(i^e »x^n, 
[o baf alfo bie Function f (x) für alle mogltcf^en , jtvifc^en a unb 
b liegenben äBertl^e ^on x i^r äeid()en bel^ielte; fo miufite bie Sun:* 
ction^(x) in biefem 3ntert)alle ftetö wad^fen, ober jlett ol^nel^mi^ll« 
weil bie abgeleitete Function ber erften £)rbnuHg/'(x) baffelbe äeid^en 
+ ober — be^dtt (fie^e @eite 35.) £)a alfp /(a) baffelbe SeiAen 
^ als /(b), unb/(x) flets wd4)jl ober abnimmt/, fo lann/(x) 
m biefem 3ntert)aUe md(>t Slull »erben. SBenn mm olfo in/Cx) 
alle möglid^en, i^ifc^en a unb b liegenben SBertbe fubfiituirt, ;fo -be« 
l^dlt bie Function' /(x) baffelbe Seiten, ndmlid^ bf|S , gemeinfdS^afts 
lid^e Seiten oon /(a) unb /(b). 

ebenfo. beweift man, baf, wenn bie Function /'^'(x) in bem 
gonjen !2U>ftanbe ber ©renjen a unb b il^t 3ei(^n beibel^dlt, unb 
wenn bie .dtt#em ^Skxä^ ri^),f"Q^) baffelbe Seid^en l^ben, bie 
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t»n /(a), /'<b) iifte^t; etc. 

9lun ift aber ftar , baf bie -pnction /^^ (x) i^>r 3ei4)en + 
Mbtf^, toetl bie Serdnberltdl^e x nic^t bann üorfommt. J^tou« 
fDtgt, baf eine ^unciton /(x) i^r Qu^n ntd^ &nbert/ in einem 
oegebenen SntertjaUe t)on x=a W8 x=b; n>enn/(a) ttttb/(bX 
/(a) unb/'(b), /"(a) unb /"<b)^/'"(a) unb /'"(b),.... baf. 
(ewe 3ei(l^n haben. 

®enn bie (Srenjwert^ie /(a) unb /(b) einer gunction /(x) 
audE^ baffetbe äeidf^en l^abtn, fo f6nnte e« bod^ gefd^el^en^ ba| bie 
SBertbe iDon/(x), welche stt)if(d()cn a unb b fiegjenbcn SSSertl^en Don 
X entf))tecbcn^ ba6 äeic&en dnberten , inbem fte in biefem 3ntert>aUe 
meistere 3RaIe 5Wnll wfirben. ©tefeS fann iebod^ nid^t jlatt finben^ 
wenn ble ©renjwertl^e /'(a) unb /' (b) einerlei äeidj^en ^aben , unb 
wenn biefe SBebingung für (jtte übrigen abgeleiteten Functionen er* 
füllt wirb. 

2) Sm ^Cßgemeinen; wenn jtd^ au8 ber burd!^ bie SSergleidf^ung 
ber Sieitftnt 

(a) . . ./("» (a) , /(«-») (a) , . . . ./" (a) , /'(a) , /(a) , 
(b).,^")(b),/('»-i)(b), r(b),y'(b)/ Afc) 

Qebilbeten 9(eibe ber 3nbice& ftnbet , büf ber le^te , /(x) ent» 
n)red(^enbe Snber A=0 ifl^ unb man fubfhtuirt eine jwifQen a unb 
h liegienbe ^\)l c unb bilbet bie ben 3ntert>aUen ^m a bü c unb 
tM)n e bi^ b entfpredl^enben Steigen ber 3nbice« ; fo iji bai le^te 
®lieb jeber biefer beiben fRtü)m notl^wenbig =0. ^en^t wenn ber 
bem Snteri^lle t>on a bis c entf))recbenbe leiste ^nW A' md)t = 0, 
fonbem =j wdre, fo müßte bie Sfeibe ber SfJefultate j 3eid^enwec^>s 
fei t)erlieren t toenn bie fubftituirte ®r6f e W)n bem SBertbe a ju bem 
IBertlj^e c übergebt. 2>ie 9feibe ber JRefultate mü^te alfo j äeidS^em 
wedMel mebr befommen, wenn man bk fubflituirten •@r6fen alt 
mdlj)lidj) t)on c bi§ b wad[)fen liege. ® iefeS i jl aber , wie wir aefe^ 
^n l^btn, nfiil^t moglicb; benn bie ^njabl ber äeicbenwedf^fejf rann 
nur abnehmen > wenn bie fubftituirten trogen junebmen. gbenfo 
Wirb bewrefen / baf ba« le^te ®lieb ber bem 3ntert>alle bon c bt§ 
b eht^red^enben 9?eibe ber Snbiced fehte t^on a i^erfcbiebene ia^ 
feJn wnn. J)enn fonjl müßte bie 9?eibe ber gf efultate in bem ^or* 
l^i^ebenben Sntenoalle jäeicbenwedf^fel mebr betommen baben, wetcbeS 
unmiolt^^ ift. 

ffienn alfo bie beiben Steiben (a) unb (b) fo befdj^afen finb; 
tfa0 ba« leiste ®lteb A ber bem SnterüaQe entft>red(^enben fRtxfjt ber 
tSmM =« ifl? fo wirb biefer lefete 3nber aucb immer =-0, wenn 
tnan^ baS 3ntert)aa burd^^ ®ubjtitution iwifd(^en a unb b lieoenber 
QäfyUxi (ertbeilt. 3ebe« ^rtialintert)aa f)at alfo jum legten Snber. 
' Die beiben eben beil^iefenen Sebn^^ ftnb für ben ^oU, wo bie 
Function /(x) nur eine aSerdnberlid^e entbaft, unb weisen wir bter 
allein betrad^ten^ fo'&u fi^en cm unb für Jtd() Kar, unb ber erjle 
6«^ ift ein befonbtrer %iu be6 feiten, m wdre bitt^i^enb ge> 
mfeni^ biefe beiben ^»tt^, weld^e offenbare Folgerungen aud ber 



— tu ^ 

t>f>rl^«8^ent)cn^ K^mAt^ni, Mog.amufCil^fnH aUcjniPtr l^icttm 4i 

f&r itoecFmdftger^ ffe ju entn>k!e(n, toett fte jtcl^ «mc|)».auf Suncttoi 
tun wn einer btlitbiatn XnioXjl wn Skrdnber^eti attYoen^n la^tn. 
Mx betrod^ten l)kx Ibtefen allgemetnen ®ai^ ntc^t^ obec e$ tourbe 
(eid^ fein , ifyn nad) benfelben ^riniipien iu bereifen. (Sr bilbel 
ein merfwurbigeS dement ber olgebraifd^n 2Cnal9{t&. 

§ e. SS tft nun nixti übrig, ju ben^eifen, ba^ man, toemt bi« 
beiben ®ren)en, jwifdM toel^^en eine Sucjel ge^t n)trb, ](^tn« 
teidS^enb jut^mengejogen ftnb, bomit bie in § 3 au$gef))rod(^enen 
Sebingungen erfuQt werben, mit loiVimt 3ut)erldfiig{eit jur a)»|>ro< 
]rimatit>en S3ere<l(^nung ber SBur^et fortfcf^retten lann. SOStr betrad(^ 
ten ). e. ben ^oU; xoo bie leisten äeRlj^en ber beiben t>ergli(^enen 
fRü^m fcigenbe {inb : 

(a).... -[^ + . ^ 

1 

rb).... + + +, 

unb feigen t>otaM, bafi bie in Stebe flel^enben iBebinaungen ttfhUt 
ftnb; b. 1^. wenrf bie brei legten SnbiceS 1 fino, b fommt 
^ bftraitf an, tisen &tte^ ber SBttrjel ju beredten, wüofet größer 
atö^ a tmb Seiner ott b ifL 93ir wollen gnerfi bie teilt oftol^ife^ 
Xufi^ung ber üfttfgaben geben, tmb iMun bie ffiefuftcrte : burd^ tne 
ftd^ barauf be^iel^enben Sonßructionen erläutern. 

iSa fei ^ bie unbefanhte ®r6^e, mi6)t man tyon b ab^iel^en 
mug, um bie genaue 2$uriel x gu finben^ fo bat x=b:— ^ ift. 
XlSbonn ifl: ' , f . . c- i . 

/(b-ß)=o, ' : ' ' ' 

unb toenn man biefen ^Cuöbrud blog bis ^nm hVHtUn (Sb'ebe .tut» 
»itfett (@eite ro) : ; . 

/{b)-^/'(b-^...b)=0, . . . : 

mo/'Cb— ^....b) bie ®r6ge bejeid(>net, in mVS)t M)fX^) ux^ 
toanMt, wenn man für x eine ^tmfdS)en. b — ^ unb b , obet gnU 
fdj)en X unb b liegenbe ®r6ge, bie mit b-r-^...b ober x...b bes 
jetc^net werben fou, fubflttuirt: ^ iji alfo: 

.VW 

unb baraud folgt: 

/'(x...b) . 

©tefet SBert^'Mft x Üft fi^ auä^ivitd^t' ' ".;V,; 

x=b-JW_ 
/'(a...b) 



V 
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ane^t&tfm; betfit ietet swifc^n x unb b Oegettbe ^BkiiSf Hegt ati^ 
jwlf^ijen a «nb b. 

68 tfl ju bemerfen, baß bie ^undm f'{x), roü6)€ nadf itt 
V jBorau^fefeuna ftr x=a unb x=:b pojitit) iji; jtet§ j>opth> bleibt, 
wenn man bet iBetdnberiid(>cit x irgenb einen, jwifdl^en a unb b 
lieoenben SBSertl^ gibt. 2)enn biefeS 3eidt)en Wnnte ficfe nur bantt 
Änoem , wenn einer biefer jwifd^enßegenben ®ert]()e bie gunction 
f(x) seiffdbwinben maö^tt, xoüd^^ aegenunfere SBotau^fe^ng tjl 
Die gunctiott /' (x) bel^lt olfo in bem ganjen SntertoaKe t)on a 
hU h ba^ äeid^en 4- 2>affeÖ>e gilt t>on ber Function /'(x), unb 
»itb ebenfo bennejen. JDie t)on x=a bi6 x=:b jlet§ i)ofttit> bfeii 
benbe gumtton /'(x) xoii^fk alfo beftdnbig in btefem 3nte»aDe, 
weil H)xt abgeleitete Function ber erften Orbnung /"(x) in biefem 
Sntertjalle jtetS pojitit) ift. 

S^itxani folgt, bafi t)on allen SSertl^en, weld^e bie Function 
/'(x) befommt, wenn man x t!)onx=a bis x=b tjariiren Idft, 
/'(a) ber fleinfte unb /'(b) ber größte ift. 9lun wirb aber berge» 
naue ^tttf) \)on x auögebrucft imö)'x 

. /'(a...b), . 

^ ..®e|f man alfo /'(b) fürf {a...b), fobttfibirt man/(b)bur* 
eine ju grofe @roße. ^an »e$t alfo t>on b weniger cb, M man 
foUU, um ben w^ren SBert^ ber SBurjel ju ftnben. %^i6) iji 

h—*(^'jL=V Reiner afö b unb großer afö bie gefudbte SBurjeL 

2(u§ ber großem ©renje b ift alfo eine anbere V abgeleitet , welche 
ber SBurjel ndlf^er liegt, aber ffe au(l() nocl(^ übertrifft. 

§ 7. 9Ran !ann anö) bie Heinere ©ren^e a anwenben, um 
ein«! mel^r gen%rten SBertl^ ber StBurjel ju pnben. €6 fei a-^a 
ber wal^re Sosertl^ ber SBurjel x, wo a eine unbefannte ®r6ße tfl; 
fo l^at man bie ®lei4>ung: 

7(a+a) = 0, 

ober bid jum ^weiten ©liebe entwidelt: ^ 

/•(a)+a/'(a...a+a)=0. 

©erSHJert^i ber ®r6ße a...a+a unter bem Seid^en/' ifleine, 
(wifdt^en a unb a+a ober iwifcl^n a unb x liegenbe ®r6ße. & 
tft alfo: 

^ /(a) 

/'{a...x) 

unb weil jebe, iwif4iett a unb x liegenbe ®r6fe aud^ )Wif4^en a unb 
b (tegt; fo |iat man: 

^ y(a) 

/'(a...b)' 
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x = a i-^-i — . 

r(a...b) 

SRan mu| ^ietlwt bemerfen, ba^ btt Sßetf^ 
unt) ber »on j" (a . . . b) pofttiü ifl; fo baß alfo 
bti XuSbruifeS von. x eine ju bet @renje a obbi 
ijl. SSor^in Ratten roit it^t^n, ba^/'ih) bei 
meldten ntän ^nbet, »enn man in /'('') irgent) ei 
h liegenbe ®t^6ge fubftituirt. 9Qenn man alfo ii 
bruie be« SBerttjeS ^r x,/'Cb) jlatt /' (a . . . b) 
bur^ bie ju bet ©renje a abbtrte @io|e ju Fle 
ginaue SSettE) von x i'^ folgtid) juvetläffig gräßei 

^ ■ /'c^) .■„, 

§ 8. JE3ir Ijaben (o eben <tu& titiem etfttn ^en^etten 9Bti£&c 
B, totUfa fleinet t|i als bie ^t\üd)tt SSuigel, cmcn jtoeiteR inerte 

ScnäE)<tten SBett^ ali a abgeUttet, iveil a ^ptt tft atö a, abct 
einer äÜ bie SBuTicI x. @ei biefet neue WijeningStvti^ —«V 
fo bot man: 

a'^a-/i?). 
/'(b) 

es bleibt olfo ntAtS roeitei ju t^un fibttg, alS biefe neue SrnTje aT 
mit bem jweittn 9lö^entngSnieTti)e b', melc^tr auS bet cr{len ®»n^ 
b abgeleitet xft, unb buTd): 

V=b_-^ 

f(hy. . .. 

BuSgtbräA wirb, ju verbinben. JCle Stemenaunb'b, wovon bit 
eine a fleinet unb bie anbete b origer i{l atd bie aefiKit>te Suutiet if 
Werben alfo bur^ jivet, meljr juTammengejogene ©renjen a' unb V 
eifert, ivovon bie eine a' ebenfalls fleintr unb bie anbere V grifet 
i$ als bie gefuc^te SBuijel x. Sie Seredjnung bei Siertf^e a' unt> 

I^ rebucirt ftt^ olfo auf bie bet iCUtotienten -ii^unb ^~, »ojii 

bie brei Mefuttate /(a), /(b) unb/'(b) burci) ba« jut »efKmmung 
bet erßen @Tenjtn a unb b ongewonbte ^erfaiiren beieitfibtfonnt 
finb. es tjt ba^r fe^i leidet, bie neuen, me^r alS a unb b ge> 
ndberten 3Berti)e a' unb b' ju jinben. 

SSenn man ftd) auf bie genj^bnlii^e 2tnivenbung bet netvtvn« 
fcben SRetbobe befc^ränft, fo ertitllt man nur eine ©rtngt, unb 
man roeig folgtid) nidit, »ie viele ^iff^tn man bei bet SBetti^ituna 
bei ange^igten £)ivijion betec^nen mu^.* Unfet S^rfab»» untcritegt 
biefet üngen)i^l)ei'^ nid^t, neit man jivei neue IStenjen a' unb V 
Itnnt, »ovon bie eine {leinet unb bie anbete gr6^c i^, aii biege* 

fu^te ffiurwl. i8ei ber äBerec^mmg ber SBerf^ a'==*r— "^i^ 

J (b) 
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ttitb b'sb— 4^ nittS tiumittdS^t bte genauen fluotienten; voüAt 

/'(b) 

ju ittfammengefett fein ftonten^ omoenben; ed genagt; ben Sa(cu( 

fQ tvett iu treiben / bafi bte Sßertf^e t)on a' unb b' nur um tm fe(^r 

Seine ®tA6e bifferiren ; inbem man iebodf) bte S3ebtnguna confertoirt, 

baß ber aj$ert$ ^on a' ju flein , unb ber t)on b' ju gtof genommen 

n>etben mufl. 2CuS bieten fo beredt^neten jtpetten ®xmitn a' unb b' 

leitet man burd^ baffeloe SBerfal(>ren britte ©renjen a" unb b" ab, 

unb xomn man biefe$ 9ld]()erung6t)erfal()ren unbejttmmt fottfegt; fo 

wirb man immer genauere SUperungdmertl^e ftubeU; unb ftetd bte 

®renun bei %tf)Uti fennen. 

§0. SBtr woQen nun baft ^aa^ ber Son^eraens^ber 
Sti^yerungdwertbe, b. b' ba6 ®efeg/ nac^ weU^em Mh Snter^ 
«aO ber ®ren}en bejtdnbig abnimmt, fuc^en. 2>er XuSbrutf btefe§ 
®efe^e$ i^ eind ber .Ig^auptekmente unferer 2(ufgabe. 

@fei i bie £)ifferen) ber beiben ©renjen a unb #, n>eUl^e eim 
anber btnreit^nb gendl|)ert ftnb, baß j^ifcben il^n'en jwar eine SBur» 
jel ber ®leidi>ung f{x)=o, aber feine JHJurjel ber ®leid^ung 
/'(x)=0 unb ber ©leW^un^ /■"(x)=0 liegt; fo l^aben wir ges 
feben: 1) baß ffd^ leidet erfennen la^t, ob biefe SSebingungen er? 
fuUt ftnb ; 2) baß , wenn fie pdt ftnben, au$ ben gegebenen ®rens 
ien a unb b anbere, engere ©renken a' unb b' ^ ableiten laffen, 
weldj^e buxdf : 

a-a-J^,b'=b->W 

auSgebr&(ft werben. 

& fei bie ©ifferenj ber neuen ©renjen b'— a'=i', fo fteben 
bie I)ifFerenjen b— a unb b'— a' ober i unb i' in einer ©ejiebung 
m einanber, weldf^e gefudj^t wirb. Diefe Aufgabe wirb unmkettar 
geWf t wenn man in ben 3Cu8brutf wn a% b — i fiir a feftt. SRaii 
pat aifo bie ®ilei(l(^ungen : 

/'(b) 
m» mtm num/(b— i) hi» gum dritten ®litl>e entwMett; fo ifl: 

• Ab)-iy'(b)+*l/'(b-i...b) 

•'=b— i * 



tAt ®TÖfe fb — i , . . b) bejetd^ttet offenbar einen, gwffii^ b— i 
mi h, i.\). jwtfc^ett a unb b tteaenben SSert^ ber SJerdnberlK^en. 
ffienn man twn b' ben fo enttoioelten %u6bru(f wn «' abstellt, fo 



fc> „>-i /(»>). Ab) ..1» />...H) 

ober: 

Xu^ biefem mec(n)urbtgeti 9iefultate erl(}eQet^ baf man, xotm 
bte ^iffer^nj i bet betben erften ©renken befannt i^, bte ^ifferenj 
i' ber oiriben ixmtn ©renjen fiinbet; wenn man bai £litabrat Don i 

mit im goefftenten- ^"^!^;',^^ multt|)llcirt. S5cr iRenncr a/^Cb)!]! 

befannt; ber 3i]^leif/"(a...b) tft ber ^txü), xoüäftn man finbe, 
xomn man tn bte Function /''(^^ ^i^^/ itPtfdl^en a unb b iteaeiibf 
®TÖfe fttblKtttitte. 9Btt moUtn einen gen%rten SSertl^ be$ wtffiß 

cienten- ^ ^\"' ■ ; weWj^e^^ gtöfer aK betfelbe ijl, mit C bejei4M 
2/'(b) 

nen. SDiefe ®rof[e C Idf t pdf> , wie wir in ben folgenben ^axagtOf 

pben feigen werben, Uiä)t finben, unb ber gendlj^erte ®ert^ Ci* bey 

Differenz i' barau§ ableiten. Tina) werben wir zeigen/ welc^^en 

prartifc^en ®ebiraud() man t>on biefem 9ldl^erung§wertbe maö)m muff^ 

um bie burd^ jebe einjelne Operation erl^altenen genauen Siffetn.ju 

bejlimmen. ®enn, wenn bie JJijferen^ b — a ber beib'en erfteii 

©renjen eine fel)r fleirfe ©roße, j. SB. eme 23ecimaleinöett ber jte? 

2Cu$bru(f 

iinmal 

bejKmmten SSJert^ im SSerlaufe ber oanjen 3Cp!prortmation bei , unb 
bie SSifferenjen i, i', i"/... werben ©ecunalein^^eiten loon felS^r' l^o^^en 
£)rbnungen. £)ie ^weiten ©renken a' unb b f6nnen nod) jiemlic^ 
weit loon einanber entfernt fein, wenn bie erfkn a unb b eine be« 
trdc^tlic^e 2>ifferen j baben ; aUein bie 6on\)eraenj ber 2C})j>rorimation 
wirb immer fc^neller, unb iebe Operation liefert eine ftet6 wad^fenbe 
3aW *)on genauen 2)ecimaljiffern. £)iefe ^olgerunaen werben wir 
\fattx mti)x entwicfeln, wo fielt) jugleid^ jeigen wirb, wie felj^r jic 
bie Xpproirimation erkid^tern. 

§ 10. giad)bem wir bie analptifd^ien .^rinjipien, weldj^e -biefer 
Unterfu^^un^ jum gunbamente bienen, entwitfelt jj^oben, woKenwir 
bie geometnfcpen (Sonjiructionen angeben , woburdj^ bie 9f ejultate bars 
fleftettt werben. 2)iefe ßonjlructionen fmb fel^r einfad(), unb,benen 
analog , weld^e wir im t)or]^erge]^enben %h\äintttz (§ 23) jur Unter5> 
fdtieibung ber imagindren 2Bur jeln angewandt i)aUn. 

S5etrad[>ten wir ben in § 6 angeful)rten %aU wteber, wo bt« 
leisten iti(i)m ber t)erg(id[)enen fRtii)tnt 

/"(x),/'(x), /(x) 
(a)... + + -- 

1 

(b).'.. + + . + 

unb bie brei legten Snbice6 1 finb. 



2>et B)ogm mn <9tg. 4.) jUnt einen Xlftxl btx Qnt^t bat, be> 
ren ®(et4iung: 

y=/W 

tfl. ^e tlCbfctfTen o a , o b be)etdbnen bie gegebenen ©renken a ttnt 
b; bte &ufierflen £)rbtnaten am^ bn ftnb bte SBertbe t>on/(a) unb 
/(b). J)er SBogen man, »eldf^er bem 3ntert)aHe ab ber beiben 
®renjert mt\pn6)t, f)at fernen 8Q8enbei>unft, wetl ber britte Snber 
bom (gnbe ijl, unb folgfid^^ bte ©leidf^ung/" (x)=:0 jwtfcjien 
btefen ©renjen feine SB8urjer bat. ©ie ^uwe 6brt t^re üontwitdt 
nad{^ unten, .weil bie gunctfon/"(^) in bem ganjen 3nter\>aBe ab 
bai Seieben + bebdlt. ^a bie Function /'(x) in bicfem Sntewalle 
ebmfpM bejlanbig ba§ äeidj^en + bebdlt , fo fototv ba£i bet JBogen 
n a D ein oufwdrt^gebenber ijl. £)ie £)vbinate /(-x) mac^fji aljio be$ 
IWttbtg, wenn bie Abfciffe »d^jl. 3m ^nfte a wat fie negati», 
ndberte fid) bi^^auf immer mebr bem 2Bertbe SluU, unb nad^bem jie 
p&^\> geworben tp, entfftnt fte ffdE^ »on ShtlL <5? oiebt nur einen 
ein^iaen £)ur(bfcbnitt^punft a ber Qxmt mit ber 2Cb(ci{Ten(u». 3m 
?)unrte n fei ber 6u«)e eine SEangente gejogen unb bis ium 2)urcf)s 
fdf^neiben mit ber 'Ä):e.t)erldngert; fo ip flar, bag bie 3(bfciffe ob' 



be6, jwifcben a unb b liegenben fünftes b' größer tft, al§ bie IB3ur= 
jet, aber biefer 2Burjel naber liegt, alS bie ©renje b=ob. Sie^t 
man nun burcb ben $unft m eine ^araUele ju ber SSangente nb', 
fo ijt bie Ttbfciffe oa' beS jwifd^en a unb a ßegcnben ©urd^fdj^nittSs 
»unfte6 a' mit ber Zxt Heiner, al8 bie SBurjel, aber fte fommt biefer 
aSur^et ndber atö bie ^bfcijfe oa. 6S i{l bloß noc|^ iibrtg, bie Ttuf- 
br^rfe für bte neuen Ttbfciffen (®renjen) oa' unb ob' ju ftnben. 
9lun tft aber im fünfte n ba^ SBerbdltnlß be§ SncrementeS 

ixf'(x) 

djr ju bem 3ncremente dx, ober — ^ . bem JBerbdttnig ber jDr* 

dx 

binate nb jur @ubtangente bb' gleid^). ^an l^at folglt^^: 

dx/'(b) _nb_/(b)^ 
dx bb' bb'' 

alfo tft bie Knie bb'= Z^ , unb folglich ber 2Bert^ ber TCbfdjfe 
eb'=b~-^=b'. %m fünfte n ijt bai Ser^dltnig ^ ^^^^^^"^ 

/*(h) . dx dx 

bem SJerbattntffe ber ßrbinate am (mit entgegengefefetem Seiche» 

Benommen) ju bem jwifdE^en ber £)rbinate unb ber $araQele liegen? 
en @tu(fe aa' ber Tixt gleid^. 6d i{i folglid^) : 

dx aa' /'(b) 

mi balfiet ^te ®renje o a' = a' = a — ^7^. 

^e beiben Stefultate ber linedren Xppronmation werben alfo 



btttc^ Mefe fioitjhructioti (e^ t>evfimtItAt X>it tmbtn, bm «rflen 
@ren)en ttttfpxtoftttbtn Xbfctffen oa, ob werben burdb.^mei anbete 
08'; oV etfel^t, n>e(4^e babu?(|> beftimmt toerben, bafi man tm fünften 
an bie &m)e etne Xongente, unb bitrdi^ ben $unft m }u ber Xongente 
eine ^c^taUtk stellt. @tnb nun a', b' bie <Snb)>unfte beft @tucfe$ a a' 
unb ber ©ubtongente; ober aUgemeiner, mü 9\xnHt, mo^on bev eine 
)tt)ifdjfen a nnb a' unb ber anbere jwif^en b unb b' liegt, unb bet 
jeic^nen in' unb n' bie ^hmfte / m xotlö^tn bie in a' unb b' errief 
teten £)rb{naten bie ßunoe tref^n ; fo fann man für bie fünfte m' 
unb n' biefelbe Sonftruction atö für m unb n anmenben. & leud^ 

tet ein, baf man bie beiben 9ldberunaStt)ert]j)eb— :£1J, a^±^ 

t9e% xoit in § 6 unb 7 imd) ben 6a(cul gefunben b<^^n> au9 
biefer gonftruction aüein J)dtte l|)erleiten ttnnen. ©er erfle bieto 
SSertl^ tfi ber, xotl6)tn bte nen>tonfdE^e SRetl^obe gibt, n)elcl(^e tm 
Allgemeinen barin beftelS)t, ben erften, aB TCbfaffe betrachteten ^Ü^u 
rungSwertlj) baburd^ ju t)erbeffem, baß man ju biefer JCbfctffc ben 

SBertb ber ©ubtangente abbirt. 2)er jweite gend^^erte SEBertlS) » — *^~ 

)»en>oIl|ldnbtgt bie 2()>)>ronmation be6 erften ©rabeS , welche n)ir be6s 
tp^en fo nennen, »eil {te nur wn ber abgeleiteten Function beS 
erjten ®rabe§ abi^dngt. 

§ 11. Zu^ ber y)orl^erge6enben (Sonftructton erbeQen )ugleic|) bie 
ÜBebingungen, weld^e bie lineare 2C))))rorimation erforbert. ^mn tomn 
ber ^unft b (gia. 4.) bem 25urd[>fd(initt6punfte a fel^r naf^ liegt, fo 
fcfineibet bie burc| ben. ^nbpunft n ber £)rbtnate b n gezogene Zm» 
gente bie %%t in einem, jmifd^en b unb a liegenben fünfte b', unb ber 
neue, burdf) bie Ttbfciffe o b' au^gebrfidte 9ldberttna*wertb br fommt ber 
äSurjel weit ndi^r, aK ber üorbergebenbe b, »eldper bux6^ bie Jtbfciffe 
ob audgebrudt würbe. 9Benn aber ber^rfte SSertb oB, auf welkem 
ber Saicul angewanbt wirb, bem ^nnttt B ent^ridi^t, fo ijl flar, bag 
bie bur<i^ ben $unft N gezogene Tangente bte Tire in einem fel^r 
meit oom £)ut(l(^fdbnittSpunfte a entfernten ^nfte fc^neiben fann, 
3n biefem S<^lle atbt bie newtonfd^ 9Ketbobe bie gefu^^te S^u^iel 
m(l()t mit ®ewißb^tt ; fie fann ^itlmtfyc )u Stefitltaten fuJ^ren, wel^i« 
t)on benen , bte ba^ JDbiect ber UnterfttdS)una MVi^mai)m , :^ffx t>ers 
fdl^ieben ftnb. ®oa biefe Ungewißl^ettnidi^t {l^^t.ftnben, fo liiuf ber 
&ibt)unft n ber iDrbinate bn weniger bom 2tnfang6^n(te o ent^ 
femt fein , atö ber ndd^fte 98enbe))ttn(t r: 

Und) {tel^t man, bafi bie newtonfct^ SXetl^obe niö)t aleidS^üItig 
auf bie ®ren je a unb auf bie ©renje b otigewanbt weroen rann ; 
benn bte bur^ ben (Snb))unft m ber iDrbinate a m gezogene Hax^ 

Sente f^nnte bte Ttbfciffenore inttnem^nft^ fdbneiben^ wel^lirioon 
em S>ut^f(i(mitt$puntte a md weiter entfernt wdre, atö ber ^tiu^ftb« 
Die ©ren^en^aa, ob (gtg. 5.), iw.^)d(^en weld[)en ein £)tir(i^^.t|tS« 
punft a Itegt,^ tonnten fo weit t>on einanbqr entf^nt«'firin> ba^ .e9 
m bem SntcnoalU ab mehrere fünfte frvwfe^.m.lok 94n^. 
gente mit ber Xbfdffen«re 4>araM ift^ uttb. m<^re {S)enbe))«nft^ 
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r, r, r ; wetd^e emen cont^eitn JB^gen wn einem; conäitoett trennen. 
Stt biefem S^Ue mufl man t)on ber linearen tK)>^o^mattoti nodl) 
feinen (Sebvaudt) ma^en, fot^em ba$ 3nten»dl fo lange toerf (einem, 
bt9 ber IBogen; n>elci)er bem nenen Sntem^aUe ^entf^rid^^^ Yoebet 
fünfte wie p; nodt> ^enbepunfte r l^at 

£ a g r a n g e l^at in feinem SBerf e über bie 2Cttfl6^na ber nttmeri» 
fc^en ®(ei(l()unaen bereite anc|ejeigt; ba|i bie. newtonfd^e Slol^erung^me« 
t](^ebe uniooUjlanbis iji/ weit fte fein ^erfmalbarbietet, woran man 
bie Stidt^tigfeit ber 2(nn&i)erung mit ®ewif^eit ertennen fönnte. 
S)iefer grofie ©eometer bemerft (Anleitung ®. 18), baß mm ben 
®rab ber ©enauigfeit jeber Sorrection niö)t beurti)ei(en fönne, weil 
man bei ieber £);peration ©lieber wegld^ / beren SßertlS) mdn nxäjft 
fennt; unb f))dter fugt er l^in^U/ bag e^ ^\)t fd^^wer, unb \>\tU 
Ui(i)t felbfi unmöglidS; fei/ a priori ein SRerfmal ^u finben, wonadS) 
^xd) beurt^eilen lie§e, ob bie SSebinäüng ber ßonüeraenj ber ßpe* 
ration erfüllt fei, ober nid^t. . Siiefe.wi^figc grage ijt buird^ bie in 
bem üor^ergebenben 2C6fd()ttitte iur SSejlimmung ber ©reruen ber 
SBurjeln gegebene SJletl^obe t)olljtanbig ^elof t. ^enn biefe 9Retl)obe 
jeigt, ob bte ®leid^ung / (x) = 0. jwtfd^n ben beiben ®remen a 
urtb b efne reelle SBBurjel \)at, unb ob jebe ber ® leidS^ungen /'(x^^O, 
^''(x) = in biefem SnteröaHe feine SBurjelb<^t gemer teffen fid^ 
m allen Mafien für jebe SSursel 5wei ©rertjen angebm, tt)eld(je biefen 
®ebingungen ©enüge leiflen. 25ie lineare Äpprorimatio« , wot)on 
bie newtonfdl^e 9?egel einen Z}jt\i audmad(^t, fornt folglid(^ immer 
angewanbt werben. 

SJie^ Folgerungen werben für ben eben b.etrdd|)teten Sali i\xxi) 
gonftruction in baS l)ell#e Sid[>t gefefet: benn ber JBogen m n (gig. 4.) 
fann Weber einen SBenbepunft/ nod^ eine jur %xt ber x parallele 
Sangi^nte b<tben, weit bie ®leid&ungen/'(x>=0 unb/"(x)=tt 
jwifdpen a unb b feine reelle SBurjel })cibm. Der erfle yld^ierung^ 
wertl^ b fiit)ti ju bem Snbpunfte b' ber @ubtangente;. ober wenn 
man mt @rlei(|terung ber 9led^nung bei einem , . nä^t bei V , i^wt? 
fi|en v unb b liegenben ^nnfte ^' pelzen Weibt^fo s^langt man 
butdl^ boffelbe SSetfal^^ten i^om §>nnfte ß' ju miniem onbem ^nftejS", 
ioüäftt bem £)ur4)fd;)nitt$punfte <x ndl^er Cegt; £)iefe S^peratton 
fmn man beliebig weit fortfel^en. . 

'■ ' § 12. S)ie €ttr))e l^at nid^ immer .bie JS:c^, wie in gig. 4. 
Wlan mn^ im TlKgemeinen loier g&lle ünterfd^etben/ weld(^e\ burcf) 
gig^. 6; 7, 8 unb 9 bargtfteOt werben, unb wot)0n wir ben erften 
bereite betrad^tet l)abm. am erfen goUe (gig. 6.) gefdl^iel^^t bte 2C)h 
ytorimotion ; wie gefagt^ mittetfl ber fiacef^ven Sangenten,. wot>on 
bie erfle ^vif ben ^nft n^'gel^t. 3m {weiten galle (gig. 7.) g^t 
bie erfte Sanaente bund^ ben ^ft^ra. 3m britten gatte (gtg. B>) 
gel^it fle ebenfaüß btsrd^ bciri: Snb)»tnft m ber JDrbtitate nn. 3m 
vierten gaOe (gig. 9:) ^el^ bie erißei Sangente btirct) .^en Stibpuirft 
n ber Cbinote bn. .S>m'fsi^i6ttcaä)t;iiSitQ betgiauren ^etgt f4^on 
bie ^miY^etgen} ber %pfttorimatxmms unb ^ugleidi^. fär loHe ^d&e bie 
fBebingimg tiefer 6oitt>ergeng,. bof namlldj^ber flSogien nn ferne Sbitt 
fflitiffm ob^SBenbevunftei l^^abin botf. Bxdfti fihbet aber immet 0«tt, 



wenn bte (Slex^m^tn /'(x):;=;0 uitb/''(x)s* iioMdbcfi «:m^»b 
feine reelle SBurjet ^ai>en. £ieti9on wetitmt man fiep , n>enn man, 
ipte beteitö bemerft x^, bte $mi)eniiunb bin bje SReil^e bergum 
ctionen : 

fubfKtutrt, mläfa jwei Sf eilten bon Sfefultaten gibt/ ndmßd^: ; ^ 
(a).../C-)(a),/C«-i)(a)..../-(a), ^'(a), /(a), /(«),. • 

ÜRan Deraleid^ bie äeid^en ber beiben Steigen (a) ttnb(b), imb 
wenn biefe betoen fRtif)tn fid£) nur burc^ ba$ le^te 3eid()en unteF» 
(d^ibett/ weld^e^ ffo'bte eine f^ofttito unb für bte anbere negatit) tjl; 
fo J^abejT bte ®leidf)imgett /' (x) = unb /'(x)=o in bem Sntei» 
tjalle gewiß feine SBurjet. Der S3ogen m n \)at folgfiö^ feine jur 
}(bfciffenare pataUzU STangente unb feinen 3n{Ierion§punft. S)ie 
©renjen {tnb alfo l^inreidE^enb iufammettgejogen ^ baß man^ioon ber 
Ä^jprorimationSregel mit 3ut)erldffigfeit mbxaud) maöfzn tann. 

%nd) i{l einleudj^tehb ; baß ti nic^t noti^ig i{l/ baß f[d^ biebei« 
ben äeid^enreilb^n (a) unb (b) nur burdb ba$ le^te Beid^en unter? 
((Reiben; eS i^ binreid^enb, bie Zn^a^l ber 3eidi)enn)ed^fel biefer bei^ 
bcn 9?eiben ju t)erglei4?en. fiSei biefer SScrgleidbung gelbt tnan loon 
ber JJinfen naä) ber SicdE^ten, unb bleibt perjl bei ber gunctton 
f"(x) incl. jlel)en. ginbct man, baß bie betben fRtü)tn bis ju bie« 
fem ©liebe biefelbe ^Cnjal^ t>on 3ei4)enn)e(l()fel ()aben / fo fdbließt man 
barauS; baß bie ®leid^ung/"(x)=0 pif^en bcn ©renjen a «nb 
b feine SBurjel l^dt. ßbertfo t>er3letc|>t man bie betben Si^m (a) 
unb (h), tnbem man bei ber gunction /'(x) incl. ^el^en bleibt/ unb 
wenn bte beiben ^Reiben nod^ biefelbe %niai)l t>on 3eicl[)enn>ecl(^feln 
l^abcn; fo folgt , baß bie ®leiclbung/'(x)=0 jtwfd^en ben ®renjen 
a unb b ebenfalls reine SBurjel Ibat. 3Ran f ann ' alSbann unmittek 
bar }ur tSnwenbung' ber tRäl()ltaingdmetl^obe fortf^retten ^ unb wirb 
iut)erldntg jwet engere ©renken a' unb b' a\& bie Dorbergel^enbtn a 
unb b finben. 

2>iefe SSergleid^una ber beiben fRti^m (a) ut^b (b) rebucirt ftdb^ 
wie man fielet/ barauf: bie bem SntenoaQ ber ®ren}en a unb b 
entf)»redS^enbe S?eilb( ber 3nbiceS )u Wbttt, tmb:}u unterfud^en , ob 
bie brei legten SnbfceS 1 ffnb, ml^K SSebtngung erfoxberlidSv 
ober aud^ ^utti^nb ifi. SSenn f{e niid^t erf&Ot ro&kr p v^i$ 
bie V)$))rortmation faViil^, (A4t i^ wemg|iend ungiMf-^^in;. unb 
man b^vf mir bann jfu^ ilbt {tberfSd(^retten , mnnbiedreiijeit l^m 
tetd^nb jttfammengesogtn fuib. lEBcnn aber bie brei Insten snbtctft 
01 geworben finb, fo ift btefi^i ein QA^m, baß bie beiben^Qmip 
htn a unb b einanber i^inreidj^enb tMdbe tiegeti^ uvi^fofbit »im ber 
Knedren ICM^tortmation ®ebtttttd()i madigen fßx Umnm,^ ^Sbn gibt 
olSbonn wn ben SreiQen a unb b ju )wet onbem ®rfn^ia: ut^ 
i' iAn, ml4ft biefelbe eigettfdt)aft l^bcn ol« fte.* rj)te?eiiie btefst 
neuen (Srenjen wirb burd^ bie newtonfcf^e ^egel gegdbe», unb^iin 



^iten ffoHe (%ii. •.) au6debt&ft \m^i 

f'O) 

§ 18. %nt ben Gonfhuctionen (rollet fe^r btvMi^ , ba^ bic 
tietotonfd^e ^et^ob^ mdf)t o\)nt Unterfcf^ieb auf bie eine ober bte am 
bete (Srenje angetpanbt »erben batf. gm erjlen galle (gtg. 6.) ijl 
ber fBoAen cpncat) ; b. ^. er feiert feine conbere @ette naöf unten 
unb auni^artögeld^enb. Sm jweiten galle (gia. 7.) ip er concai) unb 
ge^t nteberw&tS. 3m britten galle (gtg. 8.) tfl bet Sogen auf^ 
n>drtöael^enb unb cotvotv, b. |). er le^rt fetne Qortotxit&t na^ oben. 
9m werten ^aUt (Sig. 1^.) gel^t ber fl3ogen nieberxodrtS unb i|i 
conbejr. 

%bt ben erfien %aU finb bie brei kiiUn Qüdftn ber Steil^e (a), 
tkU^t gebtlbet wirb, xotnn vxan a f&r x in bie Functionen: 

/"•W, /'(x), /(x) 
fubftituirt ; 

unb bte bet 9iei^e (b): 

+ + +. 

S&r ben ^wetten %aU finb bie -brei legten iti^m ber beiben 

Stetig: 

(a)... + - + 

(b)... + — — . 

S&t ben britten %aVL finb bie brei leisten ®fiebet bet beiben 

8ei4^entei](ien: 

(a)... — + ^ 

(b)... ^ + +. 

dttVlidf fCtt ben Dietten: Sali fuib bie btei (e^en ®lieber ber 
beiben Stetigen : 

(a)... ^ ~ + 

(b)... — — — . 

,3m; erjleti unb t^terten g4Öe muf ba« 9idbcrung8t)erf(^rcn auf 
bie ^fete ®cenie b angemtnbt )»erben, xotil bie burc^ ben f>un(t 
u gezogene SCangente lut^erlAfTi^ einen itoeiten, me(^r atö b genis 
Ittttm äBert^ b' gibt. ,3^ .fetten unb britten %aUt ifi e§ bie ttet« 
nete ®renie a^ auf toeldbeibaf SS^rfal^ren angetponbt toerben muf ; 
benn bie ^ur«l^ ben 9>ttnrt in ge^ooene Stongente gibt )U)»eiidfjlg einen 
)!Mtten , mtf)t at» a goid^rten jBiertli^ a'. 

Um bte bet beiben Xbfciffen ju untetfc^eibenr^ wetd!^ bie {U 
toA^Unbe ©reu» barfteUt^ braufl^t man nur^u bemetfen, bofl bem 
(Snbpunfte* biefet 3(bfciffe bie 6omK]ritdt unb ntd^t bie Gonamitit 
brt 'JB^n« mn iVLstUt)Tt i% S^iefe ©renje fann bte dufere 
Orenge t^itamt voerben, noiil^Ü^r (gnbpunlt ou^aib be« t>on 
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ter Qnr^ etn^efd^loffenen Stauntet liegt. jDie anbere ®ren)e foQ 
tie innere I)et^en. 

''ii'?^iä)t n)emser leicht tfi eS, bte ©renken an ben Seicf^en ber 
bt^'^^l^en (a) unb (b) ju erfennen. 2)te innere ®renje iß im< 
mcr bii5, n)cl4)e für/(x) unb/"(x) baffeKre Seiden gibt. 

§ 14. SStr b^ben gefeben^ ba^ jur regelmdfiigen 2(nn>enbung 
ber 9^dberung6metbo$e erforberlicb tji / j n> e i ©renjen a unb b ju 
tennen, {wifS^en n>el(ben bie ju berecbnenbe SBurjel aQein Iteat, 
unb fi^ burd^ ©ubflttutien ber jwei äablen a unb b in bie Sfetbe 
ber Functionen /C")(x), /<«-') (x).../'^(x)., /'(x),/(x) ju m. 
f[(^>em, baß bie ©leicbung /(x)=0 jn>ifd^en a unb b eine reelle 
aßurjel bat; bie ©leid^ungen /'(x)=0, /"'(x)=0 aber feine. 
2)iefe ®renj^n werben nao) ber in bem öorbergebenben Qfbfcbnitte 
erfldrten SRetbobe bellimmt, unb wenn pe anfangs niö^t genug ju« 
•fammengejogen waren, baß bie bem Sntert)aUe entfrrecbenbe Sfei^e 
ber SnbiceÄ ftcb nicbt mit 1 fd^l6ffe} fo müßte man baS Snten 
mU fo lange üerminbem, bis biefe SBebtngung erfüllt würbe. 66 
ijl immer Uid^t , biefeS S?efultat )u erbalten , wie auS ber Sons 
jbuction febr beutlicb erbellet. J>er ßurtjenbo^en m n , beffen T)ntd)s 
f(bnitt mit ber 3fj:e bie gefudj^te SSJurjel bejlimmt, ttnnte eine fö 
große 2(uSbebnung b<^ben, baß er mebrere {Biegungen unb SSJens 
bungen barböte, obgleidj^ er nur einen einjigen 25urcbfcbnittSpuntt 
bdttc. 2)iefeS fiinbet bei gig. 5 ftatt. 2)ie ©renjen a unb b Wnm 
ten fo weit \>on einanber entfernt fein , baß ber ®ogen m n jwei 
fünfte p, p beS SWarimumS ober SRinimumS , brei SnperionSpunfte 
ff P; p wnb \>^d) nur einen 35ur(bfcbnittSpunft « b«tte. (gS ift 
aber tlar, baß man burcb Sufammenjiebung ber @renun in eins 
anber fo nabe liegenben SBertben a' unb* b' gelangen UnnU, baß 
ber %ogen m n weber {Biegungen , nocb SSenbungen bdtte. JBloß 
bie befonbern gdUe , wo man bte SBenbepunfte , 2>urcbfcbnittSpunfte 
unb bie fünfte , für weldje bie ©rbinate ein ÜRarimum ober SKini« 
mum ift, auf biefe SBeife nicbt trennen f6nnte, finb ju Tbemerfen. 
DiefeS gefdj)fiebt : 1) wenn jwei 2Bur jeln gleicb pnb ; 2) wenn ber 
aSenbepunft r mit bem ©urcbfcbnittSpunfte a jufommenfdUt. , 25en 
erjien gall betrad^ten wir bier nicbt , wdl bie beiben SBurjelii nicbt 
aefonbert finb; alfo bie bem 3ntert)alle entfprecbenbe Sleibe ber Sn* 
oiceS nid^t mit 1 f^ließt, wie bier t)orauSgefel^t wirb , fonbern mit 2. 
3BaS ben jweiten gaE anlangt, fo ift er bem ber gleicben SBurjeln 
«nalog , unb beibc finb leicbt ju unterfcbeiben. 3n bem erjien galle 
l)aben bie beiben Sunctionen/'(x); /(x) unb in bem jwetten galle 
bie beiben Functionen/" (x) unb/(x) einen gemeinfcbaftlicben gactor. 
3Ran ixau(i)t alfo l>iefe Functionen nur ju t>crgleicben , um }u feben, 
ob fie einen gemeinfcba^li^ben Factor b^ben, unb wir ^aben im 
Sorbergebenben gefeben, baß biefe SSergleicbung in ber jur äBejlim« 
mung ber ©renjen ber SBurjeln bienenben Sfegel begriffe;^ ift. 

§ 15. Föffen wir nun alle biSb«^^ bewiefenen ®dfte in eine all^ 
gemeine Ueberficbt jufammen., 

Sßemt man bie jur SSeftimmung ber ©renken bienenbe SRetbobe 
ouf eine gegebene ©teidf^ung /(x)=0 anwenbet, unb man \)at 
iwei ©renken a unb b gefunben, }wifcben welcben eine einzige SSürjel 

21 
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Hegt ; fo gefc^efrt. t>it xotltm ßmä^nm^ tiefer Sßavftel auf fc^^enbe 

Sßetfe : £)a$ le^te ®lteb bet bem 3ntert>aae entfpted^enben 9i<i^( ^er 
Snbtced tfi nad^ bei: SSorau^fel^ung 1. 9Ratt unterfudt^t/ ob J^ifC^burdSi 
bie @ub{ntutton bet ©tenjeit a unb b geael^nen beibeniiStiliVns 
reiben nur , wie e$ getpol^nlidt^ gefci)tel^t , in oem (elften äeid^en ver< 
fd^teben finb. SBenn biefe SJebtngung jlattftnbet; fü> fann man bie 
'jCpproximationömetl^obe unmittelbar antoenbetf. 3u biefer ^nn>em 
bung fann man anö) fogleicl^ fortfid^reiten ; xomn bie beiben 3etd^en> 
teilten ^tvor toerfdf^ieben , aber bie brei legten ©lieber ber 9iei^e ber 
3nbice^ 1 finb. SBenn biefe le^te SSebinaun^ nidj^t erfuQt i% 
fo ifl biefeS ein äei^^en, ba^ bte ©renken nod^ mcbt aenug iufam» 
mengejoaen {tnb , um \>on ber 9läl^erung^metl^obe mit But>erldnts{eit 
©ebraucp mad^n )u tinnen, unb man muf ba^ äntert^all ber 
®ren)en bnxö) @ub{litution einer imfd^enliesenben ^l toerfleinem. 
3u^or mniß man aber unterfud^en / ob bie beiben Functionen / (x> 
unb /(x) einen gemeinfd^aftlid^en 2)it)ifor <p (x) ]()aben. SBenn fidSf 
biefer befonbere Sali barb6te; unb wenn au^erbem bie ^leici^una 
9^(x)=:0 pijid^en a tmb b eine reelle SSurjel a f^attt, n>a§ fi^ 
m<b ben bereits aufgeftellten ^rinjipien leidS>t erfennen la^t; fo 
bliebe blofi biefe SBurjel a nod^ ju beflimmen. SJlan würbe alfo 
bie geoenwdrtiae Siegel auf bie ©leic^ung <p(\)=:0 anwenben. 

Sßenn biefer aemeinfd(^aftlidS)e Sactor nidl^t i^orl^anben ifi , fo ge« 
langt man burd^ Sl^ilung be6 3ntert)alleS ju ^wei ©renjen a unb 
b , füx weld^e bie brei legten SnbiceS 1 finb. ^m unterfc^ei^ 
bet alSbann bie ber beiben ©renjen, »eldS^e,^ tn/"(x) unb/(x) 
fubftimirty baffelbe 3eid^eh gibt. ®e^eid()net man biefe duflere ©renje 
mit c, fubjlituirt c+y jtatt c in bie ®leidf)una/(x) = o^ unb laßt 
im Stefultate bie l^6l^rn ^otenjen t>on r ^tö ote erfte l^tnwea; fo 
beftimmt man burq^ eine bloße 3ablenbioif{on einen gendl()erten ^ert^ 
Don r , inbem man^ obne 9iü^fid^t auf baS äeic^en/ ben £luotienten 
va Blein nimmt. %uf biefe äBetfe fiinbet mm einen ^weiten gendberten 
äBertl^ c'; unb man f6nnte ba(ielbe äSerfabren belieibig weit fortfe|en, 
inbem man mit ber neuen ©renje c' wie mit ber ©renje c opertrte. 

J16. %\xi bem äSor^^ergel^enben erl)ellet/ baß biefe ^nwenbung 
eget immer mel^r xxnb me^r gendl()erte SSSertlS^e geben würbe, 
weld^^e aber, wie in§ 2 bereits bemerft, entweberalle größer, ober 
alle kleiner fein w&rben , atö bie gefud^te äBurjel. SRan würbe alfo 
bei ber jur IBejlimmun^ eines neuen %\^tx\& ber SBurjel ju >otxx\q* 
tenben Sal^lenbi^otiton ntd^t wiflen, wie weit man btefe £)))eration 
treiben mix^it. äßenn man ftc^ auf eine Ziffer beS £luotienteit be« 
fd()rdnfte, fo würbe einer ber £>au))tt>or}uge ber SRetl^be i>erloren 
gelten; bixm eine ]D)>eration rann mel^rere genaue 3iffem geben, 
unb iwar gibt fte beren \xm fo mel£ir, iemel^r bereits begannt jtnb. 
SEBenn man bagegen ben £Xuotienten über bte ber SBurul angeböri« 
gen genauen ätjfern l^inauS entwirfelte, fo würben bie ft>dtem t>^u 
tationen compliart unb toerworren werben. 6S ifl einleudE^tenb , baß 
jur regetmdßigen 3tnwenbung eineS fold^^en SSerfal^renS erforberli^ 
tft^ nod^ einer fejlen 9fegel beflimmen )u f innen, wie otele, ber 
SCSur^el x^xAixi^ angel^irige 3iffemjebe &t>eration gibt. £ie ^rin^ 
ii))icn, woburct^ biefe ^Cufgabe üoUftdnbig gel6ft wirb, finb im SSor< 
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l^ro^enbeit ongegiSen. Senn man jtoet Onmen a unb b ge« 

fmioen ^at, xotläft, In We Sfeil&e bet f^ncttonen r"^>(x)/.../-"(x); 
/'(x),/(x) fubttituirt, pei !Reil{)en t)Ott 9fefultaten geben, beten 
itx6)zn bt6 auf bte ber betben legten btefelben flnb , ober allgemeiner, 
toenn bte bret legten ©lieber ber Steige ber 3nbt€e$ 1 {tnb; fo 
laf t ftcb barauft für bie fiSered^nung ber genäherten SBertl^e ber SSur« 
jefn f olgenbe Stegel ableiten : SWan muß , tnbem ß bieienige ber 
betben ©renjen bejeidj^net, weld^e, in bie Functionen jr"(x) uno/(x) 
fubjlituirt; jwei 9iefuttate t)on einerlei 3eic^en gibt, ben TCuSbrud: 

(Sbeii/ tmb tMtm a bte anbere ©wt^e ieiti<lfntt, welche f&v/'(x) 
unby(x) 9tt^6)itt>tnt ^i6)m gibt, audi) ben Vudbtudf: 

oe — a — — r ^ 

fo futb a' unb ^' itoei neue SSert^^e, ixoi^dftn wtid^en bte SBur^el 
X liegt/ unb u>el(|^e mt^t {ufammengesogen flnb atö*a unb ß, 

§ 17. 2)tefe au^ ben erften ®ren(en a unb ß abgeleiteten neuen 
©renken : 

ß^m,a-^j^, 

^ f(ßy riß) 

fmb xn6)t bie einzigen , xotld)t mm jur gendl^erten SBeredJ^nuna ber 
SBurjeln anwenben Famt. "ÄuS ber Dto|en S5etrad()tung ber gtg. 10 
etbeUen nnmfttelbat ftnf ®renjen unb tl^re ©genfd^aften. t>m^ 
ben 6nb}mnft ber SDrbinate, weld^e einer ber ©renjcn entf^ric^t 
mu^ man an ben ©ogen eine Tangente jiel^en , unb biefetbe fo wüt 
t)crlangem, btS fie bte ^Kbfciffenare ft^netbet. X)mä) ben Snbpunft 
ber jDrbtnate , Welche ber anbem ®renje entfprid^t, jiebt man eben^ 
fan§ eine SEangente, unb burd^^ ben gnbpunft jeber biefer betben 
Örbinaten eine parallele ju ber burc^ ben enbpunft ber anbem 
£)rbtnate gel^enben Stongente. gnbltc^ jtel&t man imö) bie gnb» 
pnnttt biejer betten iDrbinaten eine ®ecattte , tnbem man ben 35ürc^s 
fc^nittöjntnft mit ber 2lbfcijfenare bemerft. W§bann fteUt ba8 ©p* 
ftem biefer f&nf geraben Stnien alle 93ebingungen ber linearen Tüp^ 
prortmation bar ; b. f^. man tmnt auf bkfe SSeife neue 9ldl^erung$5 
toertl^e , weld)e ^ä) au§ ben beiben urf^)runglid^en ©renjen a unb ß 
intd) bie blo^e 7(uf[6^ng einer ©leic^urm be^ erfiem ®rabe^ ^tu 
leiten laffen. ^an fann nad^ ber JBefc^afpenbeit ber befonbem gdHe 
biejenige ber f finf ®ren jen »dielen , »eldj^e ft4> am leidS^teflen bered|>s 
nen Idfit ; aber nid^t immer ffnb bie beiben neuen ®renun mel^r ge^ 
ndbert , al8 bie beiben loorl&ergel^enben. 2!)iefe ©genfd^apt f ommt nur 
ben im t>orl()erge^enben § inxä): 

ß-ßHunba-m 
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aufiaebr&Aen ©renken su, unb berjienigeti tet fftnf ©renken/ wel^c 
butq^. bie ©ecante bejlimmt wirb. 2>er 2Cu«bru(f fiir biefe le^te ifl : 

J5er gactot, womit — /(iJ) multiplicirt tjl, tjt ber Quotient 
au§ ber ©ifferenj ^ — « bcr beiben 2(bfctffen burdj) bic J)tfferenj 
/(?)—-/(«) ber beiben SDrbinaten, unb in bem loorlfjerge^enben Znh 

brurfe ß — Z}B tjl ber gactor, tt)el(i()er — /(?) multiplicirt, ber 

Öuotient auS bem S^ifferenjial d^ ber TCbfciffe \>mä) baS ©iffercn» 
«al d ßf (ß) ober d ./ (ß) ber Drbinate. SSeibe 2tuSbrüc!e jinb ölfo 
oarin unterfdS^ieben ^ baß bie enblici)e Differenj an bie @teUe bed 
Differenjialö getreten ijl. 

5Benn bie ©ifferenj ber ®ren jen nod? iiemlid|| groß ifi , fo pnb 
bie barauS l[)ergeleiteten fünf neuen ©renjen febr mtxmö) t)on eim 
anber t)erfd()ieben , unb man muß biejenigen wallen , welche bte am 
meiften genäherten SBertl^e geben. Semel{)r aber ba6 Sntert>aU ber 
crften ©renjen abnimmt , befto mtf)X n&i)tm ^ä) bie neuen , barauS 
beraeleiteten ®renjen, unb ber ®rab ber 6ont)ergeni wirb für alle 
ber(etbe. S>a6 ^aa^ biefer 6ont[>ergen} wirb in ber golge ongege» 
ben werben. 

§ 18. Der einfad^fte %aU ber linearen ^Cpprojrimatiön ift ber, 
xoü6)m bie jweigliebrigen ®leid()ungen tDon ber^orm: 

barbteten. £)er Sirponent m tft befannt; unb A ift eine pofitiüe 
3al()l; bie Sitä)nma rebucirt fid) alfo auf bie XuSjiel^ung bcr mtcn 
SBurjel auö ber 3abl A. 2)ie aritbmetifd^e Operation , iuxö) welche 
biefe SaSurjel gefunben wirb , laßt ftd[^ unmittelbar au^ ben t>on un^ 
au$ einanber gefegten ^rin^ipien ableiten, ^tnn wenn man bie in 
bem t>orl()erge]S)enben ^bfd^nitte gegebenen Siegeln auf bie Function 
f(x) = X «> — A anwenbet , fo ergibt fiä) foglei^) bie Tfnja^l ber 
äiffem, worauf bie SBurjel begebt/ unb bie erfte biefer äiffern. 
9Äan fennt alfo pei erpe ©renjen a unb ß, jwifd^en weU^en bie 
SBurjel liegt , uno xotl6)t nur um eine @ml^tt einer gewijfen £>e* 
ctmalorbnung bifferiren. Die brei legten Functionen ffnb: 

•/"(x) , fix) , fix) 

m(m— l)x"*-*, mx»-', x«" — A. 

Die ber ©renje a entfprec^enbe 3el(if>ettreit)e ift : 

(a) . . . -f- • • . . + + — / 

unb bie ber ©renje b entfpred^enbe : ;, 

(b;... + .... 4- + 4-; 

alfo bie Sfteif^t ber 3nbtce«: 

1. 
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S)eY )uae^6rige Qtmtnhofitn toirb but(^ ^m. 10 bargejient. 
SSSemt man ourd^ ben bet ftemetn ®renie a entjiprec^enben |;untt 
m bte dtattQtnU ma jte](^t; fo ftnbet man eine @ubtangente aa^ 
weld^e , fiU ber TCbfciffe oa abbitte dnt neue tXbfciffe oa gibt, bte 
no^enbtg gröfiet i% old bte Xbfctffe o x M 2)uv(^fd^nttt5)>unfte$ x. 
£Kit man burd^ ben @nbpun(t n ber ber grif em @ren)e b ent« 
{predS^enben jDrbinate bte 3:angente n^ gesogen; unb »el^^t burd^^ ben 
f>unft m eine ^axaUtk Aa' }u biefer ä^angente^ fo ftnbet man 
burd^ i|)tn)uf&gung bed @tu(red aa' ju ber Xbfctffe oa eine neue 
Xbfctffe o a' , xotldi)t notl^wenbig Keiner tftv atö bie TCbfcifTe o x M 
2)itrd^fd|initte))unfte$ x. {Die Sßunel liegt alfo j/mi^d^tn oa' unb oa^ 
^an mup alfo ju bem fd^on befannten S^etle a ber SSur^el ben 

SBertl^ t)on a a = ^^!2. = _: abbiren , unb bie Summe wirb 

/'(a) ma™-* 

hotl^n^enbig gröfer fein/ atö bie gefud^ite SSurjel x. SBenn man 
aber m bem bereitd befannten Sbeile a ben SSktt^ von aa'=4^ 

^ Ab) 

a"— A 

= — - — r- abbirt, fo ijl bie Summe jut)erldf|tg Reiner aB bie 

JBurjel. 25a ber 3abler a»— A ben JRefl R auSbrWt, welAer 
burd^ bie arit^metifdf^e ©j^eration tx^aüm wirb, bie einen erjten 
Zi)txl ber SBur jel finben Uf)xt ; fo ergibt fid() l^ieraöS fblgenber ©afe : 
SBenn man ben 9?e{i R burd^ bad*mfad[)e ber m— iten f)oten)be$ 
bereits befannten S^eileS a ber SSurjel bit>ibirt^ fo iß ber £luotient 
gr&f er , cB bie 3am , xoü^t man ju bem Xl^etle a l^tniu%en muf; 
um bie äBurgel ooufldnbig ^u mad^en. 98enn man aber bie le^te 
ätjfer t)on a um eine (gin^eit ^ttmt^rt, welches nad^ ber SSorauS* 
fefeung einen SBertl^ b gibt, ber gr6ßer ift, al§ bie gefudj^te SBurgel^ 
unb bioibirt bann benfelben 8f e jl R burcf) ba« m fadj^e ber m — 1 ten 
^otenj t)on b ; fo ijl ber iQuottent fteiner, al6 bie ^a% tpeldj^e man 
m a abbiren mu^/ um bie SSurjel ooUftdnbig ju madben. ^te 

RR 

beiben flLuottenten , —■ finb im anfange ber £))>eration 

fo \d)x von emanber oerfd(|ieben , bafi bie S3erglei4)ung biefer Cluos 
tienten ntd^t }ur ßrleid^terung ber S3ered^nung ber äSuriel bienen 
fann. SBenn man aber erjl eine gr6fere ^njal^l genauer ^i^ttn 

ber aSurjel fennt, fo finb bie beiben Quotienten / 

ma«»-» mb"»-» 

fe^r wenig t>on einanber t>erfdt)ieben ; unb ba bie ben beiben 
®ren}en gem^inf^aftltc^en Sifern notl^toenbig ber gefudS^ten SSurjtf 
anael^6ren; fo folgt , ba^ iebe £)peratton eine gen)if[e TCnja^t genauer 
Sifem gibt; unb bag feine Ungewißb^i^ ui>ng bleibt t)tnfid(^tli(^ ber 
äiffer, bei weld[)er%ian in ieber 3al()lenbit>iflon jlelden bleiben mug. 
S)aS @efel|; nad^ xoüä)tm bie Uniaf^i ber bur^ iebe ^affkn* 
bttoifton ert)altenen genauen 3iffem wäd^fl ; ld§t ^x6) Uxöft bejiimmen, 
iinb man ^at biefe %xt von jßemerfungen bei ben 5ur 7Cu$itebung 
bet jdttobrats unb ^tbifmurjel bienenben £)perattonen Idngjl ge» 
madft XUein biefe Folgerungen befd(^rdnfen jtd() nidf^t btofi auf fo 



einfacl^ S^Ue^ unb xoit n>erbcst iMb ^tgeti, baß fte ef^nfaH^ für 
bie SSuvjeln aUer algebraifd^ett ®letd()unaen üon je&et beltebiaen in« 
)a|^ i^on (Sliebem gelten. 2>tefe Siaent|iumlt(l()t(tten ftnb felbjl nod^ 
weit aUgemetnev; fte finb t)pit ber matnx bet befHmmten @tei(j^ttns 
gen;, beren 99$ttr)eln man fud^t , gonj unabl|)dngtg ; fie entf^viiigen 
mi bem 6l^atafter ber linearen ^p^i^ronmation. 

§ 19. Uni bem i^or]^rgel()enben |)aragrapl(^e ttf^tUzt, baf bie 
(Stementartegeln; xotl6)t jur ^u^tiel^unf oer äBuQeln au& Saluten 
btenen, nid[^$ n>eite¥ ftnb, atö I()ö4^fl f))ecieUe %nn>enbungen einer 
attgemeinen 9Retl^obe/ xotld)t bte ^leid^ungen aUer ®rabe umfafit. 
%uh biefem ®eftd^t$))ttn(te l^abenSSieta/«^arriot; £)ugt^reb, 
9let9ti>n nnb SSSaUt^ bte TCufgabe ioon ber allgemeinen %ufiii 
fung ber ®leicl()ungen juerft betrautet. @i^n)aren ber Meinung; 
e^ muffe eint allgemeine ejregetifcl(^e Operation geben, bvLx6) welche 
man fttccentt)e alle SJ^^eile irgenb, einer SBurjel einer aix^ bemjrften 
©liebe x«, bem lefeten beförtnten ©liebe A, unb anbern jwifi^en 
beiben liegenben ©Itcbern. ai x™-», a^x»-^^ a^x^"-^.,.. bes 
ftt^tnim ©leid^ungen ftnben tonnte, viewton entbecfte ben ä^^eil 
biefer allgemeinen SRet^obe, weld^^er ^^ auf äSud^ftabengleid^ungen 
mit einer Unbefannten anwenben la^t, unb n>ot)on er in ber SSI^corie 
ber SJeil^en eine fel()r au^gebel^nte TCnwenbung gema^^t l^at. gange 
toorl^et })attt SSieta biefeloe %n^ä)t ijorgefd^tagen ; allein bie matlf^es 
matif4)en SK^eorien waren bamal^ nod^ ^^^Li^ unt)oll!ommen , ald 
baf ftd[^ iü biefer 3eit eine fo audgebebnte ÜKetl^obe ^ttt entwicfeln 
I6nnen. £)er fel^r einfad[)e gall ber {weigliebrigeji ®leicl()ungen fonnte 
leid^t^elöft werben, »eil bie 9latur ber SBSurjflin befannt ijl, unb 
i^^ ^^^^^^^d il^rer ©renjen !eine befonbere Steael erforberlic^ 
war. SQSenn man aber eine beliebige 2Cnjal^l loon ©Itebern mit be^ 
liebi^en ßoeffuienten bztvai)Ut, fo ift jur ^iftinction ber reellen 
unb tmoaindren SBurjeln unb jur S3eftimmuna zweier ©renjen ieber 
reellen SS^urjel eine grunblid^e Unterfucl[)un3 erforberli4). 

3)ie ißered^nung bed gal^lenwert^e^ jeber SBurjel arunbet fi^, 
wie wir in § 16 unb 17 gefeiten ))ahtn , auf bie äSergleicpung iweter, 
fid^ immer mel^r unb me^r ndl^ernben ©renjen , {wifdt^en weld^en 
biefe SBurjel notl^wenbig liegt. SDie bewiefenen ©dfee waren , jlreng 
genommen, jur ridt^tigen fSered^^nung ber SBurjeln l^inreic^enb ; aOein 
eS ifl t)on l()ol^er SBidptigfeit, biefer SRetlj^obe einen neuen ©rab ber 
SBert?ollFommnung ju geben , um fte einer leidj^ten Xnwenbung fä^^ig 
}u madigen. Ueberbaupt muf man biefe Unterfudi^^ng nidS^t cS& ge$ 
fd^loffen htttaä)Un, fo lange man nid^t bal^in gelangt ifl, bie £)^es 
ration auf bieieniaen SRed^nungen ju rebuciren , wel^e unumgangltd(» 
»otl^^wenbig t)erri$tet werben muffen. 6$ fcmmt nid^t blof barauf 
m, bie gefud[^te SBurjel mit Suio^rldfftgfeit ju ftnben, fonbem man 
mu& ber SRetl^obe alle Sinfadt^l^eit geben, weldbe fie, ol^ne ibret 
7Ctt^emeinl()eit ^bbrud^ ju tl^un, nur gejlattet. ftm biefen Swecf ju 
m^t^tn , baben wir folgenbe brei t)erfdj)tebene ^ufjgaben ju I6fen : 

:£)ie. erfle ifl rein aritl()metifdS^, unb befleißt barm. : bie £))i>eration 
ber £)it>ifion einer 3al^l burdt) ^^^ anbere fo }u orbnen, baf man 
iebe 3iffer be« £)ibtfor$ nur bann jur jeeftimmung bee iQuotietiten 



(ottcurtten (Aft^ töetm btefed burclyaitS nol^^eitbig {fl, bamltm^ü 
ber 0}td^ttsfett bet Stfftr M Cluotknten feine ttngewtßl^ett entjhl^^t. 

S)et ©egenfianb bet jiDetten tKufgabe t{l : bte utt Sßete^mifig 
ber S9$ur)el n6tbtgen @ubttttuttonen in einer foU^ £)rbnung Dorju« 
nehmen ^ ba^ (ein Xt)ei( ber SD)>erat{on ftc^ mieber^olt; nnb bie %otU 
fe^ung ber 9ted(^nung blof barin Befielet ^ bofi man ba^ bem neuen 
Xbetl ber fSurjel entf)>redfKnbe Sfefultat )u bem ber loorl^ergel^enben 
£)^eration t^iniuf&gt. 

3>ie britte Aufgabe befleißt in ber fBefKmmuug beS genauen 
^aa^t^ ber 6ont>ergen} ber TCp^rorimotion, um mit \D6lliaer 3«t>ers 
lafpigfeit ju »tjjen; wie tjiele 3tffem jebe 3a!)tettbit)ijti)n gibt , ml6)t 
aie Xf)tÜt ber mirjel beibehalten n>erben mAffen. 

§ 20. aSenn man bie erfte Ttufgabe unterfud^t; fo errettet fo» 
äleic^, baß bie gen)6f)nlic^c 9tegel für bie SDitJijton ber 3al^len ju 
uberpüfligen {Rechnungen SSeranlaffung geben würbe, ©enn nm bie 
©renjen a unb b ju beftimmen, muß man bie ®ert]()e t>on jQuos 

tienten/ ^^^ jrr\ ^^^^^^^i «nb ba ber 9lenner /'(a) oud ber 

@ubfiitution be6 bereite bekannten Z^tÜt^ a ber SBurjel in bie 
gunction f (x) entf^rtngt ; fo tann er mel(^rere ^ecimaliiffem ents 
polten ^ unb er^^attn ber SSl^atmele ^olä)n Siffent; xotnn bittipt» 
ratton bereite fel^r ,))orgef4)ritten ift. 9lun l^aben aber bie ki^Un 

Stffem beS ©iüifor« auf bie erjlen 3tffern be^ i&uotienten £^, 

wet^e eigentlicl^ gefud^t iperben^ (einen Smflnf ; man ixciu6)t alfo 
nur bie ^iffem bea 3)it)tfori anjuwenbeU; wtld)t burdl^au^ miif% 
tt>enbtg finb. 

jDugtl[ireb; iBerfaffer be$ 9Ber(e&: Art» analfticae praxi«, 
f^at eine 9?egel für bie abgefür^te ÜRulti)>licatiDn ber Ba]()len gegeben ^ 
unb ein il^nüöfti Serfal^en ijt atiä) für bie SMt^ifton befannt ; n>entt 
man nur eine gemiffe Ttnjol^l ber äiffem bed jEluotienten fn^t 
Hbvc wir muffen l^ier einer anbem jßebingung genügen / weld^e borin 
be^ell^; bie giffetn be6 S>it)if(^r& nur fuccejftve in l&etradtrtmtg ya 
i\tf)tn, um bie Operation beliebig weit fortfeigen ju (ömten; «nb 
t)or)üglic^ muf man mit ®ewi^l^tt wiffen , ba^ bie ge^nbene Biffet 
be^ £lttOtienten genau ifl. £)ie 9?egel für biefe georbnete SDie 
Diff on ifl folgenbe: 

Wtan bejetc^ne einige ber erfkn Biffem beS Ditoiford ; ). fl$. bie 
jwei , brei ober wer crflen äif^em mit einem barüber gefe^teri Huer« 
|hri<^, fb foU ber aud biefen äifern befie^be SEl^efl be6 2)i«ifor« 
ber bejeicli^nete 2>it)ifor beißen, hierauf biüiWre man ben ^u 
gebenen S>hoibenb burd^ ben bejeidj^neten S)ivif^r auf bie ge« 
wobnli^K '^rt; iebod^ mit bem tmteYfd(^iebe / bafi ttMU jeben ^artioU 
bit>ibenb , v^li)tt and bem burd^ bie loorl^ergebenbe jbperation ei& 
bottenen 9{efte unb ber baju bemnterge^genen 3if er bed 3;otalbit)i« 
benb^'befiei^t, um eine jewiffe ®r6ße i^erbeffert, woburdj^ mm 
einen t)erbefferten ^^artialbii^ibenb er|idlt. üd^bonn unten«: 
fttij^t mm, wie rMmal ber be^idt^ete 2>ii(Hfor in biefem (e|ten 
S>itribenb ent^ten tfl; fe^t bie gefimbene Siffer in ben JDLU^timtm, 



imb fubtro^rt bai 9H:obuct mi biefet 3a^I unb bem bejetc^netcif 
£)iiotfot loon bem loerbrfferten ^arttalbbibenb. 3u bem SVefle fe^t 
man bie folaenbe äiffer beö £)tt>tbenb6 l^eruntet; unb fe^t bie fOpts 
tatton nadi) oerfelben 9{ege( fort. 

Um bie tmi^ntt 6omctton beS |>arttalbtt)ibenb^ ju 
ftnben/ fe^t man bie bereite ^efunbenen m äiffem bed jCLuottenten, 
m umgerel^rter £)rbnung gefd^^neben/ unter bie auf ben be^eidt^ne^ 
ten ^iiotfor folgenben m 3ifern M £)it>iford, multipltcirt jebe 
giffer mit ber unter xf)x {iel(^enben unb abbirt bie m ^robucte. Se- 
be^mal/ xotm man in bem Stefle eine 3ijfer bed £)it>ibenbd b^rs 
unte^efe^t ^at, mufi man unterfuhren , ob ber SHtft gr6fier ift, a(8 
bie ^umme ber bereits gefunbeneU/ atö giner betrad^^teten ätffem 
be6 £luotienten , ober il^r wenigften§ ^Uid). 9Benn biefe 93ebingung 
erfüllt wirb , fo ijl bie juioor gefunbene 3iffer beS jQuotienten ju* 
loerldffiig i^idt>tig. 

9 21. äBenn man (um beietd()neten 2)it)ifor nur eine, 
ober i n) e i / ober im TCIlaemeinen eine ) u C I e i n e ^nja^t \>on Baf- 
fem genommen jj^at ; fo rann e6 gefd(reben / ba^ bie Dor^^in ouSge« 
fprodjene SBebingung md)t erfüllt, wirb ; b. 1^. ber SJejl einer »or^iers 
gel&enben Operation ift Heiner atö bie ©umme ber bereite gefum 
benen Siffem beS Cluotienten , unb atöbann ifi bie le^te biefer 3if:» 
fem mfxa)tx. 3n biefem %aUt fdbrt man mit ber 2Cnn>enbung ber 
gegebenen Stegel fort, inbem man eine äifer M Sit)ibenb8 IS^eruns 
terfe^t unb bie t)orgef(|)riebene Gorrection anbringt SBenn biefe 
JBerbefferung ni^t i^orgenommen »erben Mnnte, fo »dre bie le^te 
3ijfer beS Quotienten ju grop ; man mü^te fte folgli^i nm eine @ms 
bett t)erminbem. 9Benn aber bie SSeroefferung t^olljogen »erben 
rann , fo fe^t man gu bem 9{efte ber legten @ubtraction lue fol^enbe 
Ziffer beS 2>it)ibenbd b^f unter ; »eldf^eS einen neuen $artialbit)tbenb 

fibt. 3)1 glei^er Seit nimmt man m bem be)eid(rneten X>i^u 
ot eine 3if.fer mel^r unb t)ertabrt bei ber SSerbefferung bei 
neuen $artialbit>ibenb$ m<t) ber t)ori0en Siegel , b. b- ntan fe^t bie 
fc^on gefunbenen m Siffern M ICluottenten in umae(el()rter iDrbnuna 
unter bie auf ben neuen bejeidi^neten 2)it)iTor folgenben 3i^ 
fem beS £)itoifor§/ etc. S^at man ben neuen t>erbefferten ^ar« 
tiotbitoibenb gebilbet , fo t)erfdbrt man mit bem neuen begeid^ne^ 
ttn ^tt>ifor/ »ie mit bem t)or^ergebenben bejei 4rn^ten Di' 
i}tfor. 9Ran finnte and) ben erflen begeid^neten £>imfor »ieber 
nü)mtn, unb im tKHgemeinen bie Znifi^l ber Siffem bei begeidt^ne? 
ten £)it)iford im Saufe ber £))>eration beliebig t>ergr6fiern ober t^er^ 
fleinem/ mnn man }u gleid^^er 3eit bie 3<tb( ber (Soneettonen oer» 
gr6f erte ober t^erlleinerte. 

£)ie 2(n»enbung ber eben befd()riebenen £)))eration »irb j^iatn, 
xoit leicht fte ift, »enn {te mit JDrbnung geful(rrt »irb. %M bem 
bloßen ttCnblidFe ber Sal^len lann man baS sRefultat leber Gorrection 
bilben. £)enn »enn man bie gefunbenen m 3iff<nt M £luotienten 
in umgelebtter Orbnung auf etn befonbered @tu(f 9ap\tt fdl^reibt, 
linb fie unter bie/rec^t« auf ben beieidf^neten Dit)ifotjolgem 
ben m 3iffern bed 2)iioifore leat; fo (ann man leidet bie @umnte 
ber fhobttcte ber corref)>onbirenQen ^ifftm bilben, ol^ bie f>artia(fi 



(nybucte mebetsufc^reiben. SRati bxmi^t, wn bct Siedeten noäf bev 
^infen gd)tnb, nur bie Siner btefcr |>robncte ju abbttcn, unb im 
bem man nad) bcr Siedelten jurftdFge^t, blo^ bte äe^ncr berfclbtn ^a 

abbtren. 

SSermöge btefer S3emerfuna fann man ktc^t bad |)tDbuct ywtin, 
au^ bdiebta Dielen 3tf em be^^e^enben Sactoren nac^ bem blofien 
Xnblitfe berfelben bilben. . @inb j. S3. bie ^actoten 2 S 4 ö « 7 unb 
8 9 9 8 7 6 .qegeben unb man fcbtetbt fte auf sn>ei befonbete 
©tücfen 9>a)>ier;*ro tann man nacb ber blofien Xnftcbt biefer beiben 
^af)ten bie 3if[em it)re§ $robucte$ 208996888369S 
bictiren , ebne traenb ein$ ber 9artiaI)>robucte nieber^ufc^reiben, toie 
e5 bie gewöbnlicbe SRulttplication forbert. 

^a^ in § 20 befc^nebene SSerfabren ber georbneten X>x^u 
f i n (ebrt bie vicbtigen 3iffern be$ gefud()ten £luotienten mit 3u> 
t)erläfftgfett finbeU/ unb ed n^erben nur bann neue Ziffern bed £)i* 
r)ifor6 ansen>anbt / n>enn biefeS jur JBeftimmung neuer Zt/tilt beS 
£luotienten erforberlid^ ijl. 2)iefe$ SSerfabren \)at ben SSorjug , baf 
alle irber^ufitgen 9te4)nungen Dermieben werben , unb befonberd ben 
Sorjug, baß e$ beliebig weit fortgefe^t werben tann unb bennocb 
immer genaue Siffem bed £luottenten gibt, ^an mufi e6 iebeSmal 
anwenden , wenn ber S)iiDtfor üiele 3iffem f)at, unb nur bie er|len 
äiffem be$ £luotienten gefucbt werben. 

SBir tonnten mebrere febr nu^lidS^e ^(nwenbun^en t>ii SSerfab« 
ren^ ber ge^rbneten Sii^ifion anfubren; allem unfer ^aupt* 
obiect beftebt bi^i^ btofi in ber S3ert)oIltommnung ber SSerec^nung ber 
äBurjeln ber äablengleicbungen. .SSStr übergeben ben S3ewei6 biefer 
SttQü, weil er {icb leidet f&bten Idßt^ wenn man bemertt; bafi tm 
becabifc^en S^blenfpfleme jebe 3abl burd() bie g^^^ntel: 

10«ao+10«-Ui + 10«-2a^+...-f-10»an-2 + 10a„-i4-a» 

auSgebructt werben tann, unb baf baS ^robuct beS JJit)ifor§ unb 
Quotienten bem 2)it)ibenb gleicb ijl. 25er 3wecf ieber Sorrection 
ijl: t)om ©imbenb bie ©umme ber ?)robucte abjujieben, beren 
Drbnung biefelbe i|l, aK bie ber julcfet ^eruntergefefeten äiffer be« 
£)it)ibenDS. 



ajer erfte ^artialbbibenb tjl =1234; ber bejeidbncte T>u 
Otfot =284. 

2S45'6'r8'9'8'r6.5 
12S45'ö'r8'ö'8'rSe47 

1170 



52631Ö89.... 
7 

645r (64>5, bte Stffer 5 tjl alfo iuwldffig xmd) 
26 =5.5 (gomctton) 



620... 2ter toerbefferter ?)artialbit)ibenb 

468 



1526' (152>5+2; alfo btc äiffer 2 ftc^er) 
40 =5.6+2.5 (ßortection) 

1486... Ster loerbefferter ^arttalbimbenb 
1404 

82r (82>5+2 + 6; bie ätffcr 6 ifl folalic^^ fic^^cr) 
77 = 5.7 + 2.6+6.5 (ßorrcction) 



750... 4ter t^erbefferter ^artialbiüibenb 

r62 



48» (48>5+2+6+3; alfo 3 richtig) 
105 = 5.8+2.7+6.6+8.5 (ßorrection) 



383.. . 5ter oerb. ^artialbfeibenb 

234 



149ir (149>5+2+6+3+l; alfo äiffer 1 gut) 
126 = 5.9+2.8 + 6.7+3.6 + 1.5 (Somctton) 



1373... 6ter t)erbeffertet ?)artialbimbettb 

1170 



2038^ (208>5+2+6+3 + l+5; alfo 5 ri^tia) 
158=5.8+2.9+6.8+3.7+1.6+5 5(eorrccnott) 



1880... 7tet t>crbeffertet ^artialbimbenb 

1872 



ST (8<5+2'+6+3 + l + 5+8; 8 ifl alfo 
unfidS)cr) 
206 = ßorrectton/ tüeld^e niä)t t)orgcnommett werben 
tann ; alfo tft bie Ziffer 8 m groß ; 
1638 (man fel^t alfo 7 jtatt 8 im Quotienten) 



2 427 (242>5+2+6+3+l+5+7; 7ip affogut) 
201 = 5.7+2.8+6.9+3.8+1.7+5.6+7.5 



2226... 8ter corrigirter ^artialbimbenb 

2106 



120 (l20>5+2+6+3+l+ö+7+9, alfo 
9 xiö)tig). 



♦• 



Ml 



3 weites {Betf^teU 
Srflev |)(«:ttalbtt)t^ent) =24/ htutidjtitttx Sioifor =9. 

18 I 253064: 

^ef (6>2; alfo bic 3tffer 2 fic^er) 
14=2.7 (Sptrection) 

52 . . . 2ter comg. ^arttalbitoibenb 

45 



7^ (7=2+5; alfo 5 ridS^tig) 



45= 2.5 



5.7 



33... 3ter tjerbefTevter ^artialbtoibenb 

27 



68' (6<2+5-f 8; alfo Stffer 8 unjtc^er) 

52 = 2.3+5.5-^8.7 (ßomction tjl mialid), alfb We 
Siffer 5 x\(S)m*p aber man fe^t foolei9 bte folgenbc 
ätffer 5 be6 ^it)tbenb6 l^erunter uno nimmt W jum 
neuen bejetd()netert 2)it)ifor) 



115' 
46=2.8 + 8.5 + 8.5 

69... neuer corrig. ^artialbimbenb 




6dr 

61 = 2.6+5.8 + 3.3 + 0.5 

636... 2ter.neuer \)erbeff. 9)artialbtt)ibenb 

582 



540' (54>2+5+3+0+6; alfo 6 gut) 
92 = 2.4+5.6+3.8+0.3 + 6.5 

457... 3ter neuer \)erbef['. ^artialbbibenb 
888 



69 (69>2+5+3+0+6+4; alfo 4 fidj^er). 

§ 22. SSermittelft ber fo eben für bte Swifton iweter Sal&len 
gegebenen 9fegel laffen fid^ and) bie @kid)nnam be§ jmetten ©rabed 
auflofen, unb fie rann im 'Allgemeinen auf bie ßntwirfelung ber 
SBurÄel jeber beliebigen ®leicl|)ung an0en>anbt ifoerben. SBir wollen 
ba6 SSerfabren nur an einigen jSßeifptelen geigen. 

SBenn bie ®k\ä)\xn$ bt^ {weiten ®rabe§ : 

X* +765432 x = 123456 

gegeben tfi, fo fann fie auf bie gorm gebradjK toerben: 

_ 123456 
765432+ x' 



— 888 — 

Statt bbibtrt fblglicf) 12S456 burc^ 765432 nai) bet Stege! 
tn § 20 unb lann 76S ^txm bejetd^neten ^tt)tfDr nel^men. 
^ie etfie Stffer 1 be3 Quotienten brücft offenbar Sehntet auS unb 
f&r bte folgenbe finbet man 6; fo baß ber'SSBertl) be8 iCluotlenten 
x = 0,16... ifi. ^an l^dngt alfo bie 3if[em 16 bem Dimfor 
7654 S 2 an unb fe^t bte Simfton fort; tveti ber 9lenner gebKbet 
wirb; wenn man ju ber 3al&{ 7654S2 ben jduotienten x==0;16 
abbirt. 3ebe gefunbene neue Stffer bcS Cluotienten wirb an t^rc 
gel^rige ©teile oefelfet unb im Saufe ber S^jeration angewanbt , wie 
e§ bie Siegel foroert. 25ie SSSurjet ber ®Ieicl)ung beS jweiten ®ra= 
beS tft ; wie man ftel&t , ber Öuotient einer J)it>ifton , beren 2)it>ifor 
t)erdnberlt d) tft. X>a man nun nad) ber Siegel in § 20 bte Sif^ 
fem be§ ©imforS nur fucceffitoe anwenbet, fo braud^t man fte ju 
3(nfan^ ber Operation nii}t alle ju fennen; e§ iji l)inxt\d}tnb , jte 
fuccefftt)e ju fud^^eU; unb bie ^efunbene iebe^mal bem £)tmfor anju^ 
^dngen. 2)ie gew6l^nlid()e 3)tt)ijton6regel würbe ftc^ l^ier nic^t am 
wenben laffen, weil fie t>orau§fefet; baß alle Siffem beS 2)tüiforS 
9letd() j^u Ttnfana ber Operation befannt ftnb. 2>te S7e4)nung; weldS^e 
ein bntteö jßetfpielfur bie georbnete 2)it>i{ton barbietet; tfl folgenbe: 
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§ 2S. 3n btm t^or^erae^enben fßti^pitk beftanb ber t>erdnbe» 
lid|)e S>ttDtfor au^ einer conjtanten 3al^(/ m xotlä)^t her £luottent 
abbtrt tft. £)tefer t)erdnberUcl(^e S^l^etl be6 2)it)iror$ fonnte ba§ £luas 
brat be$ Quotienten fein/ ober btefe^ £luabrat b'mbixt bmäf eine 
SetoijTe 3a^l; ober im TtQgemeinen eine (leine ®r6fe/ toel^e einer 
getoiffen Function bed Quotienten Qkxd) ifi. ^an braudj^t anfangt 
nur bte erften genauen 3ifern be$ £luotienten ju Fennen ; unb man 
bilbet ben t>eranber(ic^en X^f)tiV, xotld)tx bem Dtioifor angel^dngt 
werben muß, fucceffioe. 2)ie neuen äiffem beS J)it)iforS pnb 
bemnadb berannt; wenn fte bei ben bur4) bie 9?egel t)orQefd^riebe» 
nen ßorrectionen gebraucl()t werben muffen. tXuf biefe SBeife ge« 
(anjSt man ju bem !2(u6bru(fe ber SBurjeln ber @(eid(^ungen eine^ 
beliebigen ®rabe$; unb ber fogenannten trandcenbenten ©leidf^uns 
gen. SBir wollen unS bei biefer ejregetifdS^en SRetbobe nicbt langer 
aufbauten, wie allgemein fie aucb fei/ weil bie 9?egeln/ welche wir 
jur 85ere4)nung ber SBurjeln geben, weit fcbnellcr^unb leidster jum 
äiele fülb^en. 25iefe Ttnpenbung ber georbneten 2)it)ifion fefet t)ors 
au$/ baß bie ©leid^^ung geb6rig eingericbtet fei; aber biefe SEranS« 
formatioU/ unb bie, wel^e im Saufe ber Operation n6tbig werben 
Unntn, rebuciren ficb immer barauf/ ben 2Bertb ber SBurjel um 
eine ibr febr nabe fommenbe ®r6ße ju t)erminbern, unb biefed 
laßt fidb *>ermittelft ber früber aegebenen Siegeln immer leicbt bewerfs 
jleüigen. Äennt man jwei erp«/ febr en^e ®renjen, fo laffen fidb 
bie ertlen ßperationen leidster fortfefeeU/ tnbem man jur fucceffmn 
a3eftimmung aQer Xb^il^ ber 9Bur}f l eine gleicbförmtge ÜRetbobe ans 
wenbet. (S§ war in ben t)orbergebenben $aragraf>ben bloß unsere 
Tib^d)t, einige merfen^wertlf^e ICnwenbungen toon unferer neuen Di» 
t)iftonSreael ju geben. 3n berfelben %bpa)t fül^xtn wir nod[) folgen« 
be^ SBeif^iel an. Die gegebene ®leid(^ung fei: 

x'+345x=12/ 

fo fann fie auf bie gorm gebracbt werben : 

12 



x = 



345 +x^ * 

^an bit)ibirt alfo 12 burd^ 345 na^ ber Siegel ber georbneten 
25tt>ipon/ unb b^ngt bem 25it)ifor fuccef|it>e bie äiffern an, welcbe 
benfelben t>ert>oll{}änbig^n muffen. & ifi ju btmttttn, baß biefe 
3iffem ju Ttnfang ber Operation nidS^tbefanntfinb; aber fie werben 
fucceflitje gefiinben/ wenn man ben IBertb beS Quotienten jum 
jtluabrat erbebt/ unb auf folgenbe SB3eife t>erfdbrt : ^mn man einige 
ber erften Siffem beS Guotienten fennt, fo beflimmt man bie erften 
3iffem be6 äuabrateS beS Quotienten, tnbem man toon biefem 
SBertbe beö £luabrate§ nur bie 3iffem beibebdlt, weldf^e jutoerldffig 
aenau pnb, unb biefe 3iffem muffen bem Diüifor fuccejfit>e beige* 
fefet »erben. 2Cuf biefe SBeife finbet man bie SBurjel ber ©leidf^ung 
x»4.34Sx=12, ndmficb x = 0,031782480 .. . Die SJecbnungen 
erbellen a\x^ folgenber Ueberftd(^t: 



\ 

I 
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"lOS* I 0,0847824S6.... • 



icßa 



1650 
1380 

270O 


2415 

285©' 
3 

28*7 
2760 

STty 
10 



8«0 
690 

UOO^ 
16 

1685 
1380 

3050^ 
49 

3001 
2760 
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2410^ 

78 

S»32 
2070 

I« t 

262 
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r 

1S6~ 
102 

0,001156 = (0,084)^ 

68 
1^ 

0,0012^= (0,035)^ 

1156 
238 
238 

0,00 120409 =(0,0347)' 
694 
1 

4),00121104 ==(0,0348)' 

120400 
2776 
27W 
_ 64 

0,00 iaid6484 = (0;0S478)^ 
6956 
1^ 

0,0012103441= (0,03479/ 

12096484 
6956 
6956 

4 



0,0 01209787524 =±: (0,084782)'' 
69564 
1 



0,001209857089 = (0,034783)* 

1209787524 
139128 
139128 

16 

0,00120981534976= (0;0S47824V 
695648 
1 



0,00120982230625 = (0,0347825)^ 

rxc. 5 ^w- SBtr J&aben itt § 19 Wc ^ifeoben «naefft^tt, weTAe at, 
Wrt werben muften, um We SSmä^nuns bn SBurjefa auf b«»dm 
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fa<^jle SSetrfa^ren )ttru(!)ufu^ten ; fo baß man auf feinem fär)em 
SBege )ur n>irnid)en ^enntntg ber 9Bertl^e ber SBuaeln gelangen 
finnte. £)te erfle biefer ^ufaaben ijl rein aritl^metifd^^ unb burc^ 
bie Siegel ber aeorbneten Dimfion gelof t. Die iwtitt , beren Xufs 
Wfun0 fef)r leidet ijl, bejlef)t barin: ben ßalcul ber fucceffiwn ®ub» 
fßtuttfmen fo ju orbnen ; ba§ feine unnü|en Stedi^nungen toorf ommen. 
2)a§ Sbject ber brüten 'Aufgabe bejlel)t tn ber aSejlimmuna ber jus 
t>erldfftg. genauen äiffem , weldf^e jebe neue Operation gibt. Säir 
loerben fogleic^ jeigeu; weldl^en @ang ber Qalcul nehmen mufl^ ba* 
mit btefe le^tern Sebingungen erfuUt werben. 

SBSir fefeen juerjl toorauS, man ^abe in ben erjlen SKl^eit /(x) ber 
gegebenen ®leid)ung unb in/'(x)/ /"(>') •••/^'^''K*) einen Sld^eningS* 
wertl^ b ber SBurjel x fubflituirt, unb burd^ biefe ©übjlitutionca bit 
3ablenwert^e ber Functionen /(li), /'(b), /"(b), /'"(b)...(/c«-V(b) 
beftimmt ; fo ftnbet man einen neuen Zi)iH ß ber äBurtel, vvenn man 
/(b) imi) f\h) bitoibirt; unb jur gortfefeung ber 2t))pro)cimation iff 
erforberlic^j, b + /3 in bie gunctiontn/(x), /'(x), f'{x).. ./^"-*W 
ju fubftituiren. 66 ift Hat, baß ber 6al€ulJ4^lec^t georbnet todre^ 
wenn man Die ganje ®r6ße b + jj fubjlituirte ; benn man würbe um 
n6tl^igerweife> einen betrad^tlid^en S^l^eil ber frü()ern jDperationen wieber? 
bolen., ^an muß alfo blofi bie Sled^nungen \>oxnt\)mzn , welche jur 
93eftimmung beS t>on ß Ij^errü^renben Xbeiled ber äBurjel burcf^auu 
crforberlid() finb. SBenn man nur einen wenig gendl^erten 2Bert]^ ber 
SBurjel l^aben will , fo f ann man biefe 9{ebuctionen we^Iaffen ; aber 
wenn man eine fel^r große ^tnja^l ber Siffern ber SSSunel beftimmen 
will, fo tft leicl()t einjufel^en, baß e6 fel^r t)ortl^eil()aft i% bem galcut 
eine anbere Sorm ^u aeben. 

' 7(u6 bem Xa^lorfc^en Sel^rfa^ eratbt [xd) aber leidet, baß man 
für bie ©ubftitution beS S35ertbe6 b+^ in bie gunctionen f{x), 
/W//"(x)//'"(x),.. folgenbe 9?egel beobadbten muß. 

giad^bem man bie fd^yon befannten SBert^e /(b), f(h), fXh),... 
/(»-') (b), /^»>(b) in eme 3?ei^e gefdS^rieben \ai, multiplicirt man 
aUe auf bie erfte gunction f(b) folgenbe guncttonen mit ß , woburc(^ 
bie ©lieber einer ^weiten 9tet^e erhalten werben. 

5lUe auf ba§ erfte ®lteb jur fiinfen folgenben ©lieber biefer 
zweiten Sfeii^e multiplicirt maYt mit ß, unb bwibirt jebeö f)robuct 
bvxi) 2; fo er|)dlt man bie ©lieber einer britten SReil^e. 

Sebeö auf baS erjle ®lieb jur fiinfen folgenbe ©lieb biefer brits 
Un 9Iei^e multiplicirt mm wieber mit ß, unb bivibirt iebeS ^^ 
buct mit 3. 

%\x\ biefe SBeife fd^rt man fort, aQe ©lieber ieber Slei^e, mit 
%vAna\^mt be6 erften jur Sinfen, mit ß )u mültipliciren unblebe^ 
^robuct burd^ ben Snbeir be6 9{ange6 ber ^vi^t ya bitoibtren. 

fiierauf abbirt man bie erjlen ©lieber ber toerfi^iebenen 9Iei= 
l^en, fo finbet man/(b+^). ibbirt man alle jweiten ©lieber 
ber t)erfdf)iebenen JReil&en, fo finbet man f\h + ß). ebenfo abbirt man 
alle britten unb alle "oxtxitn ©lieber ber ijerfc^iebcnen JReilS^en, 
welche« f\h+ß) unb/'"(b+^) gibt, u. f. f., biJ bie äa^lem 
wertl^ t>on allen Functionen /(b + /3) , /' (b + ^) , /'' (b + /3) , . . . . 
befannt finb. 



Settn mcai bicfe ^Umottt^ gttöbet 1^, fo ftnbet mm vxün 
neuen ffi^l r ^^^ SBurjel, wenn man /(b-f-^) buwl^/'(b-f^) 
bwtbtrt. & bleibt alfo nod|^ )u bejlimmen übxiQ, wie i^iele genaue 
Siffem biefe Sitoifion geben mag. 

§ 25. 9la(^bem man eine bet ®ren)en/ j. 93. bie^ xotVfyt bte 
newtonfdS^e 7(p^rDrimation§met]()obe gibt, beremnet f^at, I6nnte man 
bte {Weite ©renje beted^nen , xotUi)t xoit jur SSerbtnbung mit biefer 
erflen ©renje t)orgefci[)lagen l^aben , unb welche in ber 3^at jur SSe« 

Simmung ber 7())))ro]rtmatiDn notbwenbig ift. SBenn bie jweite ©renje 
erecbnet würbe; fo behielte man mtr bie ben beiben ©renjen ges 
metnf(i(^aftlid^en ätffem at§ genau bei, unb fdnbe fo ben tßxnö) y, 
weld^er ^ angel^dngt werben muß. SEBenn man auf biefe SSßeife t)ers 
fal^ren wollte, fo würbe moxi einen großen SEbeil be? frühem Sab« 
(encalcutö wieberbolen. SSSir werben biefe iD^eration auf i^re ein^ 
fad^fle ^orm jurücffübren / inbem wir b(oß bie S>ifferen} jwifcben 
ber jwetten unb erften (Srenje betrachten. S)enn t% tfi in § & bes 
nriefen, baß man bie jweite ©ren^e unmittelbar beflimmen fann, 
wenn bie erfte befannt tjt. @3 feien a unb b jwei erfte 9ldberung$s 
wertbe, wot)on ber erfte a Keiner, unb ber jweite b größer i{l, M 
bie gefud(^te SBur^el.. SMefe 9Bertbe finb naq^ ber SorauSfe^ung fo 
befdbaffien, baß bte ®fet(bung /(x)=0 jwifcben ben ®renjen a unb 
b eine, jebe ber fuborbinirten ®lei(bungeny''(x)=o,/"(x) = o, 
/'"^x) = aber feine SBurjel bot. Daß bie beiben äablen a unb 
b biefe jBebingung erfüllen, ergibt fid^ au6 ber SSergleicbung ber 
beiben 3eicbenreib<n (a) unb (b) . inbem man finbet , ba^ bie ben 
Functionen /'(x), /"(x) unb jr'"(x) entft)recl)enben Snbiceö glcicb 
9lua finb, b. b* toenn fic^ bie 9ieibe ber 3nbtee$ mit 0601 fcbließt. 
SBenn bie ben Functionen /'(x),/''{x) unb/"(x) entf^^recbenben 
Snbiced nicbt glei(ib ^ull wiren, fo muffte mm, bie beiben @4ren)en 
burdf^ @ubftitution jwifcbenliegenber Labien {ufammen^ieben unb 
moxi würbe balb babtn gelangen, jwei (ärenjen a unb b ju ftnben, 
burcb welche bie in SRebe ft^enbe 93ebingung erfüllt würbe. 9Btr 
betrauten \[\tx jufolge § 14 bie befonbern ^^t, wo eine ber gun^ 
ctionen/'(x)/ /"(*) unb/"'(x) mit ber gegebenen Function /(x) 
einen gemeinfcbaftlicben Factor \ihXXt, nicbt. 

Xtöbann wabi« man loon ben beiben ©renken a unb b biejenige, 
weld&e, in bie Functionen /'(x) unb /"(x) fubjtituirt, jwei 9fefultate 
r^on bemfelben Seid^en gibt. SSSir wollen biefe %xvcm, welcbe wir bie 
äußere @ren)e genannt baben, unb weld^e bem fünfte ber 6ur4e 
entfptid^t, bur$ weld[)en bie SSan^ente gebogen werben m\x%. wie 
im § 16', mit ^ begeicbnen. £)ie mnere ©renje foU mit a ht^jtxfy* 
net werben. %\x% biefen erften SBertben j3 unb « leitet man nun, 
wie in bem angefübrten ^aragrapb^ gezeigt worben, neue mebr ge« 
ndberte SSertbe $ unb a' ab , iwifil[^en welcl[^en bie SEBurjel ebenfalls 
liegt unb weU^e burcl(^: 



jBe)et4>net man ferner bte £)tffereni ^— a ber beiben erften 

22 



®t)enjm mit i uhb bk Ct(ff«mi| JS'«*-«' Ut neuen, me^ gend^ert 
ten ^renjen mit i'/ fo tottb bte xAffmttk i toett fieiner fein oi» i, 
unb man xoiA )wifd|^en biefen beibcn ®ro^ett bte Steloti^n : 

:» 51 /"(«... ^) 

toben (§ »), n» /"(«... iS) ben SGBert^ au«br{trft, welchen /"(x) 
ybtnmt, wenn man ber S3erdnberltd()en x einen jn)ifcl(^en ben be^ 
fannten 3al}len « unb /3 fiegenben SD5ert^ gibt. 

SBenn bte Stffetenj i unenbßd{) Hein würbe, fo würbe b\t JDijfe» 
rens4' eine «nenWtc^ Heine ®r6fe ber jweiten Orbnung werben, 
unb baS ©erl^ltmß biefer ®röpe i' ju bem Cuabrate t)on i tft eine 
enblid^e ®r6^. htm ba alSbann bie beiben (Srenjen a unb ß 
betbe ber 2Cbfciffe be^ Durc^f4mttS))unfted mit ber 2tre, b. 1^. ber 
SBurjel x gletd^ werben, fo i{t ber !KuSbruc( biefeS SSer^dltm^e^: 

2/'(x)' 

3e mel^ *ie ®renjen « unb ^ etnanber gendl^ fmb, befto 
tnebr n*f)ert ftd^ baS SSerlS^altnifi ber ©iffercm i' ber beiben mvm 
(Srenjen a' unb ^ ju bem £luabrate ber ©ifferenj i ber betbcn er» 

fken ©renjen a unb ß ber ®r6§e ^^^ , fo baß biefeö »er^ltniß 
beliebig toeatg t>on tiefet ®r6| e i»etf(^teben fein Um. 

25er »ertft ber ©rifie :C^/ *•• i^- *•«* 'f^*«" Sen^äftnifleä 

2r(x) 
ter SSfferenj btr betben ©renjen j« bem Guabrate ber SDifferenj 
tut öongw tSrenieit l&ft ^6) xnd^t genau *e|«mmett, w«t et wn 

tev ttnlwlannten SBursel x abWngt; aber ber %üibinx(t -L^iiL 

bietet ein leixl)teS SRttteT bor, ju bejiimnien , jwifc^en ml^n ®ren. 
un biefeS tefete »er^ttntf enthalten i% Öenn i)a bte eWeiAung 
f"'M noA ber »orauSfefeung jwifc^n ben ®renjen « unb J Ittne 
"SBurjel W/ fr »«'* *« gunction /"(«) jwifilNn bwfen ©renwn 



' f"(ß), Dbne JRötfpd^ auf b«8 ö«c9en, «no rau j 
ber Men/'(«) wb/'(ß); fo ijt ber Siuoöent: 

not^wenbig g^öfi« «I* ^7S^^ «"** ^"'*' ^'>*»"»* »»'* *"* ^8** 
meinen immer grifer fein a» '^. • 



%ui btm fSotlfttgtf^btn fo%t/ ba^, mm man Derniittd^tit» 
gcndl^erten ffiertl^ a tmb^^, beten SMI^tenj =^i ijl, einen mifyx 
gendl^erten WttÜ) ß" ^ebilbet Jfct^ roM)tt lwc^\ 

ß ^-^(^^ 
ott^S^iftcrt «wb , uab ^ tKefem (e(^m fiNrt^ bte ®idfi( : 

*2/'(«) 

«bbtrt, eine gtdftre ®r6fe aU bte S)tffeten} bet neuen Orenjen a' 
ttnb f abbirt {ft. $o^ltd^ liegt bte gefuc^te fBurjel iUOeiUfßa swt« 
fc^en J)en ®r6f en : 

4inb 

§ 26. Um au8 bem erften genäherten ^ttti^t ß' , xotld)tx ber 
3Cbfci^e ^ß (Sig. 11) tnt^ptiö^t, tmn imittn genäherten ISer^ 
j^rsttletteH/ ber fb befd(^affi^n i^, bag bie SBur^el notl^toenbtg (wb 
loi^n bkfim beiben ^ei^ti^n liegte f^ninte man. jiatt ber jtt^etten mtn^ 
€L , xdt\Ajt ber Xbfctffe oä' entftmdjt, bie burdj^ ben 3!>urcl^fd{)nitt^s 
^Hmft ber €eoante m n mit ber Ttre gegebene ©renje o s betratl^ten, 
2>ie ^tbfcifTe ox be§ a>ur<^fclS^nitta<)unfte§ ber 6un>e m% ber 2t»e 
Uegt -jinjerldfitg jwlfd^en ben jtbfdffen oä unb o^'; unb ba biefe 
mue}i ©retuen loenmer wn einanber ent^mt |tnb| iks ine @ren)eii 
Ott' tnb 0^ f fo tDurbe bte 2(nn)enbung berfelben ben S^ort^ett ge^ 
wÜftrx , ia,^ moKi fU^ bem SSertl^e \m ®u(ie( fc|9tetlet ni^i^rte. 

: SAt 2)ife¥eiii ^'^ {»i^iNt i^con er^en genierten itkrtl^e uM 
ber Ttbfctffe beS 2)urc^fdi>nitt§j)unfteS ber ßeconte mit ber %xt flniet 
mdftt, wenn manbaS oben mit i' bejeidlmete Sntett^all d'ß in jwet 
ben t)rbtnaten b^ unb ma proportionale ä^ij^eile tbeilt jDiefe füf% 
biilatett t&erben refp. auSaebrüuft burd^ /(ä) unb —fU) «mb ber ttfU 
SSfeeÖ^ftijlfolgli*: 

Xa ber abjfolute SEBertld biefer. S^if^renj flieiner tft 4(6 ; 

V'(a) m)-J{a) 

fi fD<0t, bftf bte SBuqel itiotxüfl^ %»i^im bm fetben fMffit: 



I 



ttOb- 

riß) 2/'« ■/(?)-/(«) 

üegt 

jDbgIetd(^ al&er tiefe neuen ©renjen ben Sottl^eil einer jd^mUttn I 
^})ronmation barbteten> fo ijl bte 2Cnn>enbung bet t>oirbergebenben 
boä) Uidfttt, unb mm wttb finben/ bag fie bei ber flSered^nung ber I 
SBBuYieln ben SSot^ug t>erbienen. di bleibt nun nod[) übrig , ju jei:: 

gen / wie man t>ermtttel{i ber beVannten gtpeiten ©renje ß — y^ 

— i' ^ ! • bte 9tedj^nung fo orbnen (ann^ baff immer blof genaue 

äiffem bejlimmt tperben / b. 1^. fold^e , xoüd)t bem n>abren SBert^e 
ber SSurjel angeboren. 

§ 27. SBenn bie £)ifFeren) i ber beiben erßen gendberten Sßertbe 
a unb B eine ^ecimaleinbeit einer jtemltd^ f)ot^tn jDrbnung tjl^ fd 
tfi bie ^ifferen} i' ber neuen gen&b^i^ten SBertbe a' unb ^ im TlVis 
gemeinen eine £)edmaleinbeit .einer xotit \)ii)ttn £)rbnung. SBBemt 

j. JB. ber SBertb beS Soeffidenten :^^ bie ©nl&eit ni4>t übertrifft, 

fo iflbie S)iffereni i' Heiner atöbad £luabrat ber Dorbergebenben S)ifes 
teni i. 3f fotglicb bie le^te SDecimaljtffer be$ gendberten Sßertbe^ 
ß wn ber £)rbnung n unb mm bilbet emen mebr gendberten SBertb 

ß^, tnbem man ju ß ben Quotienten — ^~ abbirt; fo ftnb aBe 

f\ß) 
^ecimaliiffem be§ 9tefultate§, toeldj^e loor ber Secimaliiffer ber 2Bteii 

toMftt gr6f|er tfl afö bte SBurjel; tt>&rbe {(einer mrben, toemt man 
i* ober eine 2)edmaleinbett ber lOrbnung 2ii baDon fubtrobtrte. 

TCIfo fann ifian bei ber SBeredf^nung be$ iduotienten — 1^ aSU 

Secimalstffem bis gu ber t)on ber 2nten iDrbnung beibebatten, ober 
man barf bte folgenben Siffem ni^t cM ber HBurjel angebirig U» 
trad^ten. di ifi baber uber^ftfjtg / fte ju be jtimmen , unb man mu^ 
bte DtiDifion ntdbt n>etter treiben, att m in ber 3iffer, xotU^t eine 
gewiffe tKnjabl &ni)tiUn ber 2nten £)rbnung auSbrucft. ^ierouft 
erbellet , baf atöbann jebe £):peration boppelt fo t^iele genaue jOed« 
mabiffem gtbt/ a(§ bereits Mannt waren. 

SBenn ber Sittt^Ui goefftdenten ^ ; ^ gtifer, ober Keiner 

ijl als bie Sin^ett, fo ifi bie ^n^abl ber neuen genauen 2>edmal* 

tiffem, «oeI4^ man erbdtt, wenn man fiß) bnxdf f(ß) bh^äitr^ 
letner ober gr60er> olS bie bo))pelte SCnjabl ber fd^on befamtten jDed^ 
maljtffem. Um mit 3ut>erldffig&tt ^u befUmmen, bis iu welcher 
JDectmaljieUe ber £Utotient biefer ^totfbn entwidett werben mu^, 
Derfdl^rt man nad|^ folgenber Siegel. 



^ 
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Sem naUxfadtt, nm i9däftm Konge bie erfif ätfffr M £lixot 
tUnteit / , V . iß imb bcmofe bie tmmtttelfKu: b6bere Sectmoleitu 

bett als ber Sertb btefe« tlttotienten. fBkm (. 93. 0,00S bte erften 
ätffem be5 Auetienten -^ ^^ ^ toäresi, fo «o&tbe man 0^1 fuv biefe 

2>edmaletnbett nebmen , unb xovm bte erfte 3tf er btefeS JEXuotienten 
S Sonfenber todreti; fo tputbe man loeoo für biefe nid^ft f)i\)ttt 
S>ectmaletttb^it nebmen. Siunfei (A)^ biefe X)e€tmalembeit, welche 
gr6ger tft alS ber in Siebe flebenbe £luotient, wo ber Srponent k 
pe^tio ober neaottio fein fann, unb (^y fe! bie ^Dedmaletnbeit, 
Yoeldi^e bei; SDifferen) i ber beiben erften, mit a unb ^ bezeichneten 

Gtettien gleich ifL. 2)a ber eoefftdent :0^ Keiner i{ta» {^)^, 

2f\a) 

fo Wirb ber XuSbrucf i*.^iI15^ «einer fein aö (tV)'"+^ »nb 

V(«) 
wenn man/(^) buwb/'(^) biwbirt; fo mui man bei ber 3)eds 
maliiffer loon ber iDrbnung 2n-{-k ßeben bleiben, ^nn wenn 

man ben £luotienten — /-^ \\x bem fcbon bekannten SEbeile ß ber 

SBuruI obbirt^ fo erbdtt man titt Sfefultat, welches t>on bem wab- 
Yen &ettbe ber SSurjel um eine Reinere ®r6fie oerfc^ieben ift, ali 

bie ©tfferenj ber beiben ®t6f[en ß — :^ unb a — :^ . 9lun 

, riß) fiß) 

Ifl aber biefe SMfferettj, welche burc^ -^i» .OfLii::^^ . auSgebriicf t 

wirb, ol^ne Wuc!jic^t auf ba« Btxäfcn, felbft «einer alV {-^^^ . (^)^, 

8Benn man alfo bie burd^ — ^^ angejeigte 35it>ipon bi« )u bet 

/ iß) 
DedmalAiffer ber jDrbnuna 2n+k »enid^tet, fo fann man fidf^er 
fein, bap ber ^tWt be6 iRefuItatö, wilcbeS man erbdlt, «einer ift 
atö eine 2)ecimal6inbeit biefer iOrbnung. SRan braud^t alfo nur noq^ 
auf ben Si^eil be8 Quotienten 9tu(fftq)t ju nel()men/ welcher wegge« 
tofien ift. 

§ 28. 9tun muf man bemerfen, baf bie burd^ ß be^eid^nete 
©tenje, auS weld^er ein mel^r gendberter Sßertl^ ^ abgeleitet wirb, 

inbem man au ß ben £Iuotienten — tii^ abbirt- immer bie foge* 

riß) 

nannte duflere ®reme tft, b. l^. bteienige/ xotl^e, in bie Functionen 
fix) uttb/"(x) fubftituirt, jwej SIefültate t>on bemfelben aeidj^n 

8ibt. 3n ben burdd bie Sfgur 6 unb bargefiellten ^dllen ettt:: 
»riebt biefe ®ren}e ß bem |)unfte b uttb in ben burdf gigur 7 unb 
8 bargefleOten ffdSen entfbric^t biefe (Slrenje bem fünfte a. 9$ 
Hieltet aber f(^on auS ber oli^en Betradj^tung ber SigureU; ba$ man 
ftd^ in aQen ^dOen t>on bem Ser^e ber aSurjel entfernt ^ wemv 
mm ben obfoluten Sert^ ber ^nbtongente «twäS )u Hetn nimmt 
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iti^ ba^ müti fdt im Segentl^eil Jbt mpben n^ct ^ »csm mm tnt^ 
fett 9Bert](^ ttxoai }u orof nimmt tanberd tofirbe ful^ bti @a^e 
Der^atten/ xottm bte dEongente m ben Slguten 6 unb § bur(l(^ berr 
^unft ni/ ober in ben Sigitren 7 unb 8 burd^ ben ^unlt n gepg^n 
wäre ^ unb man mü^tt aiSbann ben tocifynn &txtf) ber @ubtangente 
Üeber etn^aö ju Nettt al9 ju. gvof^ nehmen. SBem man aber Me 
dugere ©retue j3/ weldj^e \id) immer (etdS)t nad^ ber t)orbin au^ge? 
^rod^enen fBebtngung unterfc^tben Uft| ann^enbet; fo tfl einleuc^ 
tenb^ baß man^ um ben neuen gendl^trten SBert^ ß* ju ütbrn, ji» 
^ lieber eine @r6{le abbtren muß/ n)e(4^ ett9a§ größer 4^ oU bes 

fituotient — ^i^ , woburdS) bie^^uhtaagentc auägebrurft wrb< al& 

eine ®r6ße , n>eldj)e Keiner ift atS ber wal^re ,Sert^ biefeS auotienten. 
Xul biefer jBemerFung folgt/ bat. man ^ nd#em. bir.btt«^ 



'''^1 



^^ngejeigte £)tr)ifton bis ju ber £)e€imal){ffer ber Orbnuitg 



2 n 4-k incl. entwidPelt ijl/ flatt aUer folgettben »egiulajfenben äiffetii/ 
bie 3iffer ber iOrbnung 2ii^k/ bei wiVi)tt man ftel^n gebltei^fii 
ifl/ ttm tiat divl^rit t^rmebnn muß. DaS auf biefis S&eife et^^Ü^nt 
Sfefultat obbirt man fj)lalid^ mit ffivid^^t auf fem 3eic^en |u ber 
©ren« jJ unb erbÄft fo bie gefuc^te neue / mebr gend^erte ©renje ß". 
f&ix woUen äbrioenS bemerfen, baß man bei biefer ^ilbttti^ 
ber neuen / mehr aeuoberten ©reme S^ b. b. inbem moni in ber burm 

^Tjk ^fl*J^^8*^" ©iütftott bei ber SDedmoljilfFer ber Zn+kten 

/ (p) 
Crbnung fte]()en bleibt unb biefe 3iffer um eine Sinl^eitDerme^rt/ ju 

bem »a^en SBer% ber ®röße /5— £^ eine ®r6ße abbirt/ »eW^e 

(TV)2»+k unb folglich bie ©iffereas -i^' ^,^^^'"7 ■ ber beibeu 

neuen ©renjen ni(l[)t itberfteigen fann. ^ol^lid^ iji bie neue ®ren^ 
ß" um fo mebr t>on ber SBurjel um eine nemere ®rjße al« mt Se* 
eimaleinl^eit ber Orbnung tnH-k t)«rfc^ieben. ^ber biefe nems 
©renje ^ fonn größer ober Heiner fein a» bie SBSurjel/ xoüöft^ man 
finbet/ wenn man.fie in bie Sunctio»/(x> fubfKtuirt. SSenn bte 
@renje ^ größer iji al$ bie SSur^el/ fo erbalt man bie (weite ©renje 
«'/ inbent imn cfne ©nl&ett ber k%ttn S)ecimaljiffer abjtel^t. Sft 
bagegen bie ©renje ß mintx al9 bie Surjel/ fo wirb bie jwette 
©renje ttffoUttt, wenu man ju ber legten S)e€imal^i%r eine SiOf^ 
iüt abbirt. 5tuf biefe IBeife er|)dlt man alfo jwei iia\)Un , jwu 
f^e» web|en bi« S2ii«)ä notbwei^g liegf tiiib weUt^ nuc uo4lt ran 
«itf S^ecimiobiiuiNt ber Orbnung i m-]- k t)on einanber be«f4)tebm 

SMU ma^r bie ^^Mtonmation fortfe^tU/ fo i^ear^i^ mm mit 
ben beiben M^nbenett neuen ©ringen )»k mit ben belben i^ri^i^ 
Mbenbeti. 92aa unterfü^eibet b«& biefer beiben ©renken»/ vteldi)« ,. m 
bin Sunetionen /Ot) iinb/''(x>fiib^itttsrt/ iwei IRefiltate tn>nbeni 
m^n äii^nkji^ .@ft fiii},.lM(e ©ren»^ unb m. bte S^nok 



-^ 
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oittiiMig bft klstnt 3tffier berfelben , ^ betedi^et mm ten dttottcnt 
tm —^—^/^ welcher ^u ft atbirt »erben mug^ um eine neue, 

mel^r gendl&erte ©renje %Vi-t^oÜzn, l\i jut ©echnaljfffer ber JDrbai 
^ung2^^^^k incl. unb iöerme()tt biefe Srffer um eme ©n^eit 
2(lfb wrrb bte 2(njal^( ber genauen S)edmalittfern ^ mld^e man bet 
ieber neuen Operation erhalt , immer gtjfer. SStmt n bte Xnjaljil 
ber ttrft)r«ngfi(9 befannten 2)ectmalitffern bejeidj^net, b. I(r. tovxa bie 
gegebenen ©renjen « unb § nur um (-^V)" t)etfclj)leben ffnb; fo tft 
bie ^Cnjai^ ber genauen ^ectmaUiffem , xotl^t burc^ eine erfte SD^pes 
ration erholten werben, 2ii+t, nai) einer jweiten jD^erationi 
4n-J--Sk; nad^ einer britten, 8n-}-7k^ u. f. n>. 

2)te Xpvrorimatian finbet bei biefer ndljerunQ^weifen ©ered^ung 
ber ©urjet nur bann regelmäßig unb fdfjneö ^ott, wenn bie 3al(^l 
2n4-k größer ijl atö n ober wenn n> — k ift, welches nic^t würbe 
gcfd^el^en fonnen, wenn k ober n negatit) wäre. W:<m mvi^ alfb, 
nad^bem man bie 3abf k, weldj^ ber (Sx'p^ntnt ber J)ecimaletn^it ber 
unmittelbar l^j&l^ern jDrbnung iii bie ber erfhn 3rffer beS Quotienten 

■■■■; ■■ ife beftimmt l^t, {td[) iberjenges, obbiefl9ebingim$ ii>-«**k 

erf&Ut ifl. SBenn fle ed iticl(^t wäre / ^ m\x%\t xmn bie ^gebend» 
(Densen a unb b burc^^ bie @ubj^itution {wifdi^enltegenber B^vlc« fi» 
km^ jufammen^elien / bi^ bie S)if^mi2f biefer beibe» (Slvetiin 
gleicfr (T»r)*^»itbi w^ ii==:l--k ijl 

§ 2iit £)ie Kyorl^etgd^ben {Betrauungen fir^ren ja fblgoiber 
JRegel. 

Qm^ wemt {wet ®refi}iti a unb b geaetat fM^. jw^f^^en 

„ ibr 

einanber fo t)iel al§ moglidj) genalf^erte ®renjen ju finben, jwifd(>ett 
»eldl^en bie SBurjel ber gegebenen ©leid^ng ebenfalls entbalten \% 
nel()me man t)on ben beibm ®r6ten/"(a) unb /""(b) biejenige, 
wel^e ben größten 3ai)lenwert^ l^at unb bit)ibire fte burd() bte t>on 
ben beiben ®r6|ien 2/'(a) unb 2/'(b>, m^t ben tteinflen Gablern 
wertb bot ; fo ijt e§ binreid(>enb , bloß ben Slang ber erften äiffer 
biefeS £luotienten ju lennen unb bie @tnbeit ber unmittelbar b^b^m 
Secimaldcbnuujf aX9 biefer. Zluotient jpL bemerfin. Oft fet (tV>^ 
biefe (Sinbeit , fo ifl bie 3abl k ,^ mtV^ i^tf^ivch oter negall>> j^iti: 
!ann, befonnt. 

@§ fei (ttt)" bfc ©ecimaleittbeiT: , weldf^e wenigften« ber ©iffe^ 
renj ber beiben gegebenen ©renken a uob b ^leidl^ ijl, unb man 
unterfud(^e , ob bie 3abl iv wcnigftcnS = l — k t jl. SSSenn biefe SBes 
bingung nid[)t erfüllt wäre ,. fo mftßte num bie ©reuj^en a unb b 
burdb ©ubjlitution jwifd^enliegenber 3ablen jujommenjteben. 

S^di man geftmben, baß bie SBebingung n=l— k obir n>l— k 
erfüllt ifl ; fo wdblt man t>on bem beiben (grenzen « U9ib b biejlentge/^ 
weld^e; in bie Functionen y(x) unb/"(x) fuojlituirt^ |wei SIefut 
täte Don bemfelben 3eid^ gibt; @ei ^ biefe ®rente, unb man 
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bbtbtre /(^) hm^/'iß) m^ itt Kegel ber aeotbneten S^i^ifien, 
tnbem man bie Sbifton fo toeit fortfelt, bt$ bte jub^t aefitnbene 
äiffer bc§ Quotienten t)on ber 25eamaIoirbnuttg 2 n + k t jt. ©lefe 
le^te äiffet Dermel^re man um eine Sinbeit unb abbire ben fo et:: 
l^altenen £Iuottenten gut ®renu ß, ober man fubtrabtre benfeCben 
t)on biefer ©renje, \tna^btm oie ®r6ßen /(^) unb /'(^) »erfcl(^ies 
bene ober aletd^e 3et4)en laben. Die auf biefe 9Beife gebilbete neue 
©renge ß' lann grö^i: ober fteiner fein M ber n>al^re SBert^ ber 
SBSurgel, weld(^e8 ftc^ leidet erFennen la^t, n)enn man biefen SSertfy 
ß' in /(x) fubflituirt ; aber ffe wirb t>on ber SBurjel immer nm eine 
Reinere ®r6ge al§ (tV)^"+^ bifferiren. SSerminbert ober t)erme^rt 
man alfo bie le^te Bi^er t>on ß um eine Sin^^eit, fo bilbet man 
eine gtoeite ®renu^ xoüd)t {(einer ifl atö bie SBur^el^ xomn bie ge? 
funbene ®renje pjxti^tt ift, unbv9eldS)e grifler i{t ald bie 9Bur^, 
wenn bie ®renje ff^ Reiner wdre. 

hierauf t>erfal^rt man mit biefen neuen ®ren}en wie mit ben 
er{ten gegebenen a unb b, u. f. f. 3ebe neue jD))eration gibt al§s 
bann eme immer aroflere Ttnga^l loon 3iffem, n>eld()e bem SBett^e 
ber SSurgel angel()oren. £)ie 2Cn}a|){ ber aenauen S^ecimalgiffern; 
weU^e nadf ber erften, gweiten/britten u. f. n>. £)^eration auf ba§ 
.Komma folgen, wirb refp. audaebrucft burc|^ 2n4-k/ 4n-|-3k^ 
Sn-fTk, tt. f. w, SBir f)aUn ubrlgen§ ben ßrponenten k M eine 
conftante QaijH httta^Ut ; fd tann aber guweilen gef4)el^en / baß man 
f&r biefe ^fjH k einen gr6£lern S3ertl^ ftnbet, atö ber erjte, wenn 
man biefen 9Bert^ t>ermitteljt ntel()r gendl^erter ®ren)en berechnet, 
welcl^e im Saufe ber £):peration erhalten werben. .I^ierburc^ wirb bie 
fd^^nelle X)>)}ro)rimation nur bef6rbert. 

§ 80. SSir woQen bie borl^ergel^enben Sfegebi auf bie ©leid^ung : 

X*— 2x— 5=0 



• i 



anwenden/ fo tft bie Sitil^t Ux Functionen folgenbe: 

/(x)=x»-2x-5 

/'(x)=3x»— 2 

r'(x)=6x 

/"(x)=65 

unb wenn man juerjl We SBertl^e (—1), «0), (0), (>0), (1) 
unb (10) fubfHtuitt, fo finbet man: 

/'"(x), fix), fix), /{x) 
(-1).... + - + - 

1 4 

«0).... + - _ ~ 

t s 

(0) .... + - — 

OO)..., 4- 4- -> - 



^ (1).... > + + - 

(10).... + + + • + 

& Yoetben im SBitneUt ber @Ket(|^ung ongeietst; }n>et ixox^d^ 
— 1 unb unb eine irov(6)m 1 unb 10, unb ed ergibt ^d^ mmiu 
ttfbati ba| bie beiben erjlen Siumln imaaindt {tnb, n>ett bie @umme 
ber älttotienten t+t größer ijl al8 oie 25if|erenj 1 ber beiben 
®renjen. %clgfx6) hat btefe ©leid^ung eine einzige, itPtfc^en 1 unb 
10 liegenbe reeUe SBurgel. 

Um }n>ei ©renjen ju erbalten / weld^^e nur um eine Sinl^eit ber 
£)rbnung ber legten 3tffer t>erf(bieben {tnb , fubftituire man itox^öfttu 
liegenbe äal^len unb man wirb ftnben: 

(2) + + + _ * 

la 10 1 
b 1 

(3) + + + +. 

18 25 16 

Xlfo liegt bie SSurjel ixoxiä^m 2 unb 3 , unb ba bie Steil^c ber 
SnbiceS aoo'l ift, fo ttnnte man jur X})))roj:imation fortfd^^reiten. 
TCber wenn man ben oroßten ber SBertl^e t>on /"(x), welcher glei* 
18 ijl, burdSi ben Hemjlen ber SBert^e t)on 2f'(x), melier ' gtei(9 

18 

S.IO ifi, bit>ibirt; fo erl^dlt man }um £liiotienten — =0,9unbba 

20 

bie S)ecimaleinl^ett ber unmittelbar l[^6beren SDrbnung M bie erjte 
Siffer biefeö auotienten =1 ijl, fo ijl folalidj) k=0. X>a bie 
Dtfferenj ber beiben ®renjen, jtt)if4)cn welchen bie SBurjel liegt, 
aucb gletd^^ 1 ijl; fo ijl ebenfalls n=0. SBeil alfo bie 93ebinguna 
n= ober >1 — k nicbt erfüllt ift, fo pnb bie ©renjen 2 unb i 
einanber no6) nxd)t binretcbenb. genabert , um bie a))pro]rimati\)e SSu 
red^nung ber äBurjel anfangen ju fonnen. 

@ubjlituirt man alfo imifdt^enliegenbe Sai^len ))on ber unmitteb 
bar niebrigem £)rbnung, fo txf)Üt mcmi 

(2,0);.... + + + ~ 

12 10 1 

(8/1) + + + +. 

12,6 11;23 0/061 

* 

Vtfo liegt bie S&urul in)ifd^en ben ©renjen 2,0 unb 2,1. 2)ie 
©iffererjj biefer ®renje ijl A; alfo n = l. 25en größten ber SBertbe 
t)on /" (x) iuxd) ben Betnften ber SBertbe üon 2j' (x) bit>ibirt, gibt ' 

^ = 0,1 . . . t>a bie ©ecimaletn^eit ber unmittelbar ]&6l^em Orb* 

*nung al9 Ke erjle Siffer be8 auotienten wieber =1 ift, fo ifl, tote 
oben, k=i0. 2)ie »ebingung n=l— k ijl alfo erfüllt unb man 
farni folglifa , ol^ne bie ©renjen burd^ @ubftitution {wifc^enliegenber 
Ba]f)lett me|r iufammeniUiieben , jur !lC)>)>ro]rimation fortfc^reiten. 
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;C>te grifite ®)tn}e %1 tfi ^ bte tofiete ©m^e, xod^ t>m^ 
8 bejetd^net wutbe, joeU bkfet SBert^ ^t bte bctben Functionen 
/(x) unb/^Cx) bafTelbc ^i^tn + gibt. SRan er^dlt olfb ben er« 
fbi gt«4erten Swtt^ ber ffiMriei, wtiitt mM t>Mt ßs^t^ ben 

jCluotieRteB v^ ~ — — fUbtrobirt 2>k 2)totfton mug (iS ut 

bet Sectntal»fjtr von ber SDrbmtng 2ii-f-K, b. 1^. I^iet otd jrt ^um 
betteln oemt^tct wetben , nnb e^e man bie @ubtractton oormmmt, 
muß bte (e^te äiffer ixm eine @in^ett vetmel^tt werben. £>a man 

!^s=Q,00. .. gttbet, ^ tjl bie »on 2,1 )» futoo^renbe 3a^ 

11,23 

=0,01; unbber erjte genHerte a5ert]^tft=2,00. tiefer SSer^ 

i{i toenigjlenS bt$ auf — genau, aber man weif nod^ tdü)t, ob er 

Sr6fer ober Ileinee atö bie SSurjcl i{i. Um biefeS ju finben unb bie 
Id^erung weiter fortjufe^en, fub^ttuire man ncdf ber Steael in 
§ 21 ben Sßert^ 2,09 in bie Steige ber Functionen. 2>iefe SipttOi 
tion er^eOet aud fblgenber Ueberf!c(>t: 

/(l). /'(2). /"(Z), /"'(a) 

— 1 10 12 6 

dfiS 0^ 0,09 

0,90 1^08 0^ 
* 9_ 9 

0,018» o^Mia 

9 



2187 
0,000729;. 



folglich t|t: 

/(2,09>=«,9a^/'(V»>=s^»<>- / "(2,09)«=: 12, f'\%99)=6 

486 1,08 (^M 

729 243 



0,949329 11,1043 

— 1 



UM 



—0,050671 



£)a boS 9{tfultat ber ^übfittutton t»oti 2^ m/(x) mgatit) 
ift, f0^ t^ biefe @r6ße ttetner al$ ber SBertl^ ber SSttr^l^ YQelc(^ 
fplgltd^ ^\[d)vx bm ©renken 2,09 unb 2^1« Kegf. £)a bte 2>cSe? 

rmj biefer ©renjieu = — ober (—\ tjl, fc ift bie ä^l n ie|t 

=2 sab folglich fann bie folg^nbe SUl^rung bid ftu be: 2)eamo£: 
jiffer ber tiurten ßrbnung fletriebett tperben^ 3Ran toolljelfit al^ Ut 

t^fim ^!^ bi» siv urteil j&«ciin«t^{fer ikIl , toel^«« «,( 



Mt 



gilt, «nb trani mm Me fe^e ätfet um dne ($iii|^etj6 ttm^» 
9,«mL m^ bitf^ stelltet ^w %lQi ftAtx0Xfxtt, ^ et^att «im 
^um iYoetten 9l&J(^etung$n)ertl^e 2^0M5/ n>elc|^er wemgfiend 

H8 auf -^ — ^enm ift; (*cr man weif m<|^t, tib btc S^W 2,(»tt 

Keiner ^tt ojröf en iflt afö bte SBur^el. S)te ©ubftttution Hefer 0al^t 
in bte SunctTon /(x) nrib in feie abgehefteten fjunctionen Vüirb auf 
folgmtie 9ßfifs tserrt^Mct* 



/(2,09) , 

"•*~ v/VOvv/X 



,/'(2,09) ; 

11,1043 

0,0045 

555215 
444172 



'I» W Ul i 



0,04996935 



/"(2/09) 

12,54 

0,0045 

6270 
5016 

0,056430 
45 

282150 
225720 



i< ' «I ■ > 



253935Q 
0,MM126967d; 



/'"(2,09) 

6 

0,0045 

30 

24 

0,0270 
45 

135» 
1080 

12160 
0,00066«» 

45 

30375 
24300 



^mmmm 



folgltdS^ iP t 
/(a,0945): 



0;04996935 , /' (2,0945) 

0,0001269675 

0,000000091125 



0,056096408625 

— 0,050671 

— 0,000574591375 



273375 
0,000000091125 

11,1043 
0,056430 
0,00006075 

11,16079075 



/"(2<Qa45>= 12,54 , 

0,0270 



/"' (2,0945) = 6 



12,5670 



35a ba& SJefuttat btefer ©ubflttutton für /(x) einen negatwen 
SBert^ gibt, ^' folgt, baf bte 3a^l 2,0945 «einer tjl ats bie SBur. 
)el , mld)9^ olfo mi^m ben ©renjen 2,0045 unb 2^09M enthalten 
ift, 2)te lefete biefer beiben aalten ift bie fogenonnte dufere ©renje, 
unb iin ffortfe^ung ber £))>eratton mu^ man biefe 3abl in bie ge^ 
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gebettelt ffttnctiotten fub^ttttiren ; dbet ti ift tdd^t vAiHjii^ , bte be< 
rettf oemd^teten fHtajKm%tn ^u •av^väi^lm, inbem man bte Sotiitel: 

atttpenbet. 

@d ergibt ft^ alfo unmtttelbac auSbetttJOt^ietge^enbettatefultaten: 

/(2,0946) = 0,001116079075 , /' (2,0946) = 11/16079075 

62835 125670 
!__ 3^ 

0,001116141911 = 11,16204748 

— 0,000574591375 



= 0,000541550536 

r(2,0946) = 12,5670, /"' (2,0946) = 6 

6 



12,5676 

2)a ttutt B=4t|l, fomuß betgUtottentM^"-^*^^ 

■^ fXß) 11,16204748 

bii jur aä)ttn £)ectntalfteae incl. entii»t(fe(t werbett. Xxi ber 95ei# 

biefe$ £luottenten =0,00004851 t{i, fo fubtra^trt tnan bte 3a^l 

0,00004852 »Ott ber (Krenje 2,00M, tvel^^e« f&r ben brtttett ge^ 

ttd^ertett SSertb ber SOßurjel 2,094551^ gibt 

£)te «Subjlttutton btefeö Siertbed in bie gegebenen Functionen 

erließet mi folgenber Ueberft(l(>t : 

/(2,0945) = — 0,000574591375 , /' (2,0945) = 11,16079075 

0,00005148 

8928632600 
4464316300 
1116079075 
5580395375 



0,0005745575078100 

/ " (2,0945) = 12,5670 
0,00005148 

1005360 
502680 
125670 
628350 



0,000646949160 
5148 

5175593280 
2587796640 
646949160 
3234745800 



3330494275680 
0,00000001666247137840 



0,00005148 



48 
24 
6 
30 



0,00030888 
S148 

247104 
123552 
30888 
154440 



• 159011424 

0,0000000079505712 
5148 

636045696 
318022848 
79505712 
397528560 

f 

409295405376 
0,000000000000136431801792 

unb hieraus fo(gt: 

/(2,094S5I48) = 0>0005745575078100 

1665247137840 

136431801792 



0,0005745741 60417810201792 
— 0,000574591375 

=— 0,000000017214582189798208 



/* (2,09455148) = 11,16079075 

646949160 

79505712 



= 11,1614377071105712 



y*' (2,09455148) = 12,5670 

30888 



12,56730888 
y*" (2,09455148) =0 

;0a txi« Sttfultat ber ^ubfittutton f&r/(x) «nm neaatittett 
f&extl) gibt, fo folgt, bdf -bte fubjlttutrte 3a^l tUinit ift <M bie 
SBur)eI, xotWft fbto(t4> jwtfci^en ben ©renken 8,00iS514B nnb 
%MtöUM (i^t. ^te St^ltaU btt @nbfKtutton btefiet legten 3aH 
wcI4>ejut t9citem Sortfe|una ber ^)})>to]nmatton (tforberlt(|) finb. 
loffen 1«^ fa{t o^ne alle 9te($nnng au$ ben beteit« etboltencn bttt^ 



bai angewanbte SSetfa^ren aHdtect tt) fhtbet fti) : 

/(2;094S5149) = 0,000000111614377071105712 

628365444 
1 



0,000000111614377699471157 
— 0/000000017214582189798208 



= 0,000000094399795509672949 

/' (2,094BBI«9I) = 1 1,1614377071 105712 

1256730888 
3 



= 11,1614378327836603 



^6_ 

12;56730894 

/"' (2,09455149) = 6. 

X>a bie ^l n jei^t =8 ijl^ fo mu^ bie burdj^ ^^ angejetgte 

£tt)tfton bis jur fed^^djel^itte» ^ctaudpeUe nd. enttoicfelt Yoerben, 
unb ba bcr jD-uotient bicfer 25it)ijion t)ermitteljl ber Sieqü bcr gc^rbs 
netcn 2)it)ijiott = 0,0000000064570731 gefunbcn wirb ; fo fubtra:: 
^ire man btcfe ä^W r na4)bcin man tbre tcfete Siffer um eine ginl^cit 
t>ermel^rt 1)at, \>on bem t)or]^erget)enben 9läl^erung$n>ertbe ber SBurjel, 
ml^eS furbent)terten 91 ab er ung§n)ettb 2,0945514815423265 
gibt, eine iüXfi, tteU^ t^on ber omriel nicbt um eine £)ecimal:: 
einbeit ber fe^iSsebnten iDrtmung t)«tfc|neben ifl. 

3n bem ^twÜßtn iBeif)>ie(e gibt iebe^iD))eration immer bop}fitlt 
fo mele genaue 25ecimatjlcHen , aK f^on befannt waren; folglicb 
Yoirb bie folgenbe ]D|)eration ben Sßertb ber SBuml bi^ auf bie ^roti 
unb breifiigfte X>ttxm9SJ^tUt ^enau geben. 2)ie @ub{iitution be6 t>ors 
bergebenben SBertbe^ g^ IetdE)t folgenbe SRefuItate: 

/(x)= -O,O0O00e0000008(HO21O7496O443O796454324d5185865375 

f{x) = 11,16143772549340472644363309780675 

/^^ (x) = 12,5673068802580500. 

aSeil ber für /(x) gefunbene SBert^ negatit) ift, fo xft bie fub^ 
ptttrte 3abl Heiner al6 bie äBurjel. 

l^iefe 3ab( bilbet folglich bie untere fSrenje, imb ^te obere 
«mne ift «iHbin r=: 2,0045514815423266. S>ie Stefkltote ber @ub'. 
fKtühion (riefer leiten 3abl ergeben f[(l(^ .usmittelbar om^ bm ^9^^ 
Oebcnbeo-ittb fiitb fbl^nbe: 

/'(ji) s:r U^16143»26493465963196&22l)232ea68 
/"(x) = 12,6S}SO68S0258Q6OO. 



i 



statt tixMn i#>/^) bvtäff'(x)p intern tmn btn Sim^ 
tkaktt HA im ssoemnbbrettitstien StednulfeBe incl. mWidkit, totUfya 
%fimmoMimtmmflS&17mMIX^^aom ^iU. HbÜxt man ^nt (elften 
Stffer tifefet 3q^I eine @ii|^it unb TuMMütt bte{^ 34( t)Mi bem 
O0r|^et3gcl^eiAen SSetti^e, fo ttt^Üt man {Str b^n fftviften 9tif^ts 
tuns^toeTtl^ bet SStttjet 2,WM61i»1542Sfilia014823665M67»0. 

S)ie Id^ 3iffet bte^ SSkrt^e^ ift ^uo» , b. 1^. man w&tbe 
fpd^ tM)n bem wäßm SSertl^e ttt ^ttrgel entfimien; I9enir mim tAtfß 
difer u« eine Sinl^it* oeiiml()rte 9ber t)ermmberte. äBeltte nwtt 
aber bte £)t))tfton totittt tnttoidtln, fo würben bte auf bie ^ei lUtb 
btDetftgfte iDectmoIfielle folsenben ^ctmalitfent >ber SBurjd ntd^t 
me|)r angel^6re». t 

§ Sl. 993ir iM^en in § 6 f. bk @igenf(l(Ktfieii ber X9f)rorimiatien 
be$ erften ®rabeS; b. f^ btx, n>eUS)e au^ ber S}emad()Idf[tgimg ber 
®fieber mit bcn ]f)6l()ern ^otenjen ber Unbefanntcn afö bie erfte tnt^ 
f^prtngt; angegeben. SRe^rere 3(nalt)ften l()aben aucl(^ bte 2C))|)ronmas 
tbn be9 jn)eicen ^rabe^ betrod^tet; «veld^e xozit ((^ndSer conDer^ti^, 
unb fie }ur S3erecl[)nung ber ä&urjeln in SSorfdblag Qtbxad)t £tefe$ 
SJerfal^ren (ann in ber Z\)at in fel^r loielen f^allen mit ^tti}^l ans 
aen>anbt werben ; aber e§ bleiben biefelben @cl^t9ierig!eiten ju bes 
jeiti^en / weU^e bie newtonfc^e 3C|):pro)rimation barbot. (SU bt^^n 
ixt emer ^imeridtfiden Unterfd^eibung ber imogindten fBux^dn, einer 
regelmd^igen ^norbnuna be§ (§alcu(6 bnxd) ^efümmung einer ixotu 
Un ®renje, xmb in ber äBejtimmunj be6 ÜRaape^ ber €ont>trgen j ber 
Ttpprojcimation. SSBir wollen in ben foloenben |§ bie- ^rinjipten avL% 
cinanbtrfefeen , burd(^ weldj^c biefe Änfjgo&en aeloft werben. 

Um iebeXtngewi^i^ett; welche au5 ber 5SemadS)ldffigung berfubs 
orbimrten -©ßeber entfprtngen f onnte , ju loermefben , i^aitn wir ben 
3(ttdbrud( j^xoeUx (Sreniin in bk ^acl()nitng eingefübrt^ iwifd^n wel(i^en 
bie SBurjel immer ßegt. S3on biefem namüä)tn ^rinjipe werben 
n>ir wieber ©ebraudS) maä)m, oJ()ne bi£ bei ber linearen Ibßpxoximat 
tton gegebenen Sfed^nungen ju wieberbolen; benn nad[)bem wir bie 
fkxtnsit 9Jid^tig!eit biefer ©^lüffe nac^gewiefen l^aben, ijl e6 fel^r 
wichtig, bie ^öd^fte ginfad^l^eit ber 2)ifferenjialanal9fi8 ju confer* 
toiren. SBir wollen iuerjl in t)iefer Sejiel^una folgenbe Aufgabe, 
weldbe jid^ auf bie Tlpprojrimotion beS erjlen ©robe^ be^iei^t, be- 
trod^tcn. 

Der IBogen mxn (gig. W) gc]&6rt ju einer Einie, beren t^ 
binate/(x) tft; ber $unft o ift ber TCnfangSpunft ber Tfbfdffen; 
bie Äbfcifife ox beS £)urd^{id^nittspunfte§ ifl ber SEert^ einer IBuriel 
ber ®lei(5una f{x)=0. SSon bem 25urd^f4)mtte})ttnRe x auS »i 
jut Jtnfen auf ber ^tre ber ttbfcijTen eine fer)r Keine ®r6ßje xa ge» 
fummteit, wddbe wir nrit cp be$et<j^nen woSeo. 3m fünfte a fei 
bie £)rbinate am errid|^tetj bur^ ben $unft m jiel^e man jwei ge» 
i^obe Linien m^ unb mv, x&o\>fm bie erf^ m^bm SSogen im Limite 
in berul^rt unb bie jweite mv ju ber aeroben txC, wetd(^ ben tdo? 
pn im. IHrnfte x ber&l^rt, ^»araHel i{L .3Cnf biefe SBeife w\xb auf 
bef %i^ ber 3(bfcif[en ein änter^S ^v gebilbet; wjeld^eS mit tlcfaier 
ieifi «riiiKbe^ loenn bat erPie SntettyaS xa einen bid fUnent SScei^ 
iebmmc« liÄtle. €ft femmt bamitf an, bte ixm^n bem «flen 



SnteiDalle xa^ toeU^t M toiQf&I^Ht^ betroi^tet nmben fantt; unb 
bem 3ntett)atte iiv, mU^ na4) ber t>i>rl()ftaebenbett Gonftruction 
büwn ab^dndg tfl; fiattfinbenbe Slelatton ju beflimmen. 9tan be- 
trad^tet l^iet ba« le^te Setl^dltnifi , n>eU|K^ itmfd^en ben 2lnten>aaen 
xa unb fftv ftatt finbet; b. f). man nimmt an, baS mit o» bejetd^^ 
nete 3ntcn)aU ax werbe immer Reiner unb Ij^obe 92ua ^ur ©renje, 
fo ba^ e« 5. 83. fucce{Tit>e =(»; io; ies/ u. f. n>. toerbe, unb man 
fott bie correfponbirenben SSertl^e bon (iv belUmmen, unb barauS 
ba§ Ser^dltni^ jwifc^en fiv unb ax ableiten^ toenn ^v feine ©ren^e 
SRuU eneid^t. 

S)ie Aufgabe l&fit fii) , nai^btm fte fo oenau beflimmt ifi ; fel^r 
Uiift I6fen. SBenn x ben Sßertl^ ber Xbfctffe ox unb o baS sn^: 
ten)aa xa be^eic^net; fb ift bie IDrbinate am offenbar gleid^ /(x— o). 

Sie ©ubtangente a ^ wirb alfo burd{> — ; ^^""^ auftacbr&dtt unb 

ber ®ert^ ber «nie av i|l ^Itidf - J^''~'^^ . golgli* ifl bie 
gange frv gleicp: 

^/(^"-^)+fe=g-\ oberglei*/(x-«>) /" ^ -J-V 

6$ ift nun blof ncti) itbrig ; bie ®rif e o unenblid^ Kein anju^ 
ml^men. 2Ctöbann ift/(x — G>)=zf{x) — dxf'(x), weil aber x 
bie Ttbfciffe eineS Durc^fdbnittöpunReö ber %xt mit ber Outot ijl, 
fo ifi /(x)=0, unb folgUci(> iji ber erfte gactor /(x —.©) beS 7Cu6'. 
brurfeS t)on ^v gleidj^ — dx/'(x). ©er jweite gactor ift ba§ Dif= 

ferenjial t)on — — , wenn d x negatib gefegt wirb ; er ift atfo 

©affelbe JRefultat finbet man offenbar ^ wenn man ben bor^er^ 
gel^enben 2Cu6brucf md) ben ^otenjen »on o entwirfelt unb bie fub- 
orbinirten ©lieber »emadS^ldfligt. 

2tu8 biefem SBSertl^e ber unenblid^ Reinen Ätnie fi v erl^eDet/ baß ) 
ba5 Sntertjall ft r unt>ergleicl^bar Keiner ijl afö ba6 3ntett)aU o. es j 
ifi gleid^ bem 0uabrate t)on , muttiplicirt mit ber enbßc^en ®röße j 



x\t giet(9 



weU^e bad SBerl^dltnifl ber beiben abgeleiteten Functionen 



/"(x) unb — /'(x) ftr ben 2)urd()fc|initt6|)uuft x auöbr&rft unb 
9on ber %oxm ber Surbe in biefem fünfte obl^dngt. 

§ 82. 9Bir wollen o atö einen erften ff eitler betra<|^ten; weil 
biefe ®rifie bie ©ifferen) gwifd(^en bem gen%rten SSSertl^ oa unb 
bem genauen SBertl^e o x au^brftcft. 3it9t man bie Xon^ente m ft, 
fb wtrb etn^ bem fünfte xnd^rliegenber f)un!t fA.kfbmmt, unb i 

I 

i 



f 



!;t 



in- 



n 



— SS8 — 

i xotnn man, Um einen neuen SBertl^ oo ber ^fdffe m hifJotn, ju 

1 bei: TCbfctffe oa bie ©nbtangente a^ obbirt; fo ijl ftar, baß ber 

k noöf ftatt ^nbenbe ^e{)(er ^x voett f tetner geworben tfl, atö ber t>or; 

Ir bei^gebenbe ax. I)tefer neue Sel()ler fet =zta>, fo folgt au6 bem^CuS- 

* brucfe - 'l^^^z:^ ber ©ubtangente: 

Q =0-+- . 

^/'(x-o) 

bte fttbotbtmttm ©(tebtt, fo i^at man: 

, _ ^ ^ /(x) - 6. ./' (x) + i 6>' .r (X) + eto- . 

^ /'(x)— «.y"(x)+eto. 

ober weil /(x) nadi) bec S3orau$fegung 9luU tfl : , 

. , -6>./'W + i6>'./"(x)+etc. 

(jt> = Ct> -f- ...i — ■ ' ■ - . 

/'(x)-o.y"(x)4-etc. 
unb toetl a> eine unenblid^^ Reine ©rdfie ift : ; 

2 VW 

Xlfo nimmt ber jut)örberfl fe^r f lein angenommene gel^ler © 
fd()nea ab^ n>eil er bem ^robucte au$ bem &uabrate be$ loorber^ 

gebenben gel^lerS unb ber enblid(>en ®röße -—^^f weW^e ftd^ 

auf ben $unft x beS S3ogen$ mxn beiiel^t, gletdb wirb: 

2)ie ©leid^ung ©'== — -— .-i-i^ brödt, »ie fdS^on gefagt, bie 

2 j (x) 

(Snbrelation eineS %tf)Ux% }u bem (olgenben au^. £)iefe Sfelation 
finbet für ben Dur^f4>nitt8punft x in aUer ©trenne ftatt, b. 1^. fte 
brucft bie ßnbconüer^enj ber , linearen 2C})prorimat\on an^. 25iefe 
9fefultate waren bereite gefunben unb wir wollen nun biefelben ^e^ 
tra(l()tungen auf bie SSerul^rungen t^arabolifd^er fiSogen anwenben. 

§ 38. (g§ fei o a (gig. 13) ein erfter gendberter Ißert^ ber 
tKbfctjfe ox eine^ ©urd(>fc^nitt8|>unfte§ x ber Surt>e mit ber %n. 
25er Sogen mxn gebart einer Sunoe an, beren Srbinate burdS^/(x) 
au§gebrftdt wirb. ©urdS^ a wotten wir ben genäherten. SBertj^ oa 
unb burcl()xben genauen SBSertb ox bejei^nen. 66 fei x = a+e, 
fo ba| c ber gel^ler ber erjlen 3lpprorimation unb,/(ai + e)=oift, 
(gntwicfelt man /(a+«) nacb ben 9)otenjen t>ön e unb laßt bie 
©lieber, worin ^b^txt ^otenjen toon e atö bie jwcite üorlommen^ 
binwe^ ; fo erb&lt man jur S3eftimmung t)on e bte ©leid^^ung : 

/(a) + £/'(a) + 4€V(a) = Ö, 

wo /(a), /'(a), /"(a) befonnte ßoefficienten flnb. SDBenn man 

23 



11; 



^ • 



/';(a)^/'(a) 
auflift, fo finbet man: 

<Sd fei & ber Sel()Ier bed erflen aendl^erten SSertl^^eS a ber SSur^ 
)el unb «>' ber 9e^r beft me}^t genal^erten SBett|)e$ r xoüi^tn man 
ttf)Ht, toenn man ju ber ®r6^e a bte \d)on betHmmte SSurjet e 
obbirt; fo ijlx=a+ounb x=a4-c+©'. Xlfo o'=0— e. 

^ie %\xfdaht befielet nun barin ^ bte Snbrelatton ixoi\(S)m o 
unb o' ju befttmmen^ n>el(l(^e$ auf fQlgenbe SBetfe ^t^6)t\)tn (ann. 
9Ran befttmme e t>emtittelji ber t>orl(}ergel()enben @iletc|)ung, tnbem 
man für a feinen 585ert]() x — © fegt unb bann o unenbßd^ Kein 
annimmt, ^olgfiä) ift: 

^^__^ c/-(x^o) +/Yx-«)m(/-(x-o)y ■^2/(x-^iD)./-(x-~a>)]T 

:0a o eine unenblid^ Reine ®r6§e ifi^ fo bebdit man nur ba^ 
etjte t>orl^anbene 'välieb beS entwitfelten Ste^ltateS bei. 3lnn iß aber 
Ux(i)t ein jufel(>en , baß, wenn man ber SBurjelgröge ba§ äeidSien — 

Jibt^ im Soleier aUe ©lieber mit ben niebrigem ^o teuren \>on & atö 
ie britte t)erf4)n>ittben. 2Ba§ ben SRenner/"(x — o) anlangt, fo 
rebudrt er jüb . wenn © unenblicl(> Rein ift, auf f" (x). gs ijt folg? 
it4^ nur ber 3al(^ler ju bilben, weld^^eS auf fblgenbe äBetfe gefd^iel^t. 

SBenn man ben "erften Sll^eil ©/" (x — ©) +/'(x— q) nad^ ben 
. 9)otenjen t)on ö entwicfett, bei ber brttten f)otenj pelzen bleibt unb 
bif SSerdnberti()^e x. nidj^t unter ba$ ^uncttonöiei^en fegt ; fo ftnbet 
man : 

3n bcm untec btm äßuml^ei^Kn oorfonratniben f>rot>ttct( 
/(x— «)./''(x— o) tebttdtt fW^ *« fJocto«/(x— o) «tf — o/' 

S 9 

+ — /"— — /"'> »ea/(x)tta<i^ ber »oraudfKittng SlttS ifr 

2 2.3 

SBill man alfo in ber (Sntwidelun^ biefeft ^robucteS hti o^ #eben 
bleiben, fo fegt man für ben {wetten Factor /''(x*-g) bie @roße 

/''-.lo/^^-f^/iv. 2)08 gefitc^te ^buct tjl folgßdi^: 

2 

/(x-«D)./"(i-e))= 



— w» — 

3Ca« auoträt t>on jT (x — o) ober t)on y*— ®/" + -r-J^— r-r/'^ 

2 2. 3 

tfl: 

/'• -2«/'/'+ ««(/"' +/'yn-«' (/"/"+ i-r/^y 

So^Itd^ ift bte ®rifc vmttx tem (SKponcntctt - : 

Sri^ebt man juy ^oten) -- , fo ftnbet man, n>enn man btx Sun 
jelör6ße bai Zti6)tn — gibt: 

•' L 2/'^ \2.3/"^3/'/J 



ober: 



__/'4.e» . 1/"—«» (JL.€£L 4- L/»tY 



unb wenn man l^tet|u ben etjlen SS^ett be& tXudbnuM oon o' <ib> 
biet; fo erhalt man fär baS SKaaß bet @nbcon)i>ergen) bei Tiifitmxf 
m(Uton beS ^wetten ©tabeS ba§ fe^c etnfad^K S^efuUat: 

O = I — * —.1—21— K OÖCt CD = — •! . 

r\ 2.3, z' y 2.3/' 

3)er gebier c»' nimmt febt fdl^neU ab, unb fein SBertb tft boft 
^vobuct au$ bem 6ubud beS t>otbergel()enben SeblerS unb einem com 
ftanten (Soefftcienten. S)ie 3abl bev genauen S^ectmal^ifem {% W« 
gemein iu reben/ für iebe neue Operation breimal fo groß, M f&r 

bie t>orbergebenbe. ®er conjlante Soeffident ift = -- JlaIJl^ 

2. 3 y'(x) 

unb ber Sßer«^ beffelben %&a%t wn ber gorm ber 6urt>e in bem 
S>ttrdbf(it^mtt9)>unfte ab. 

§ M. Diefe Ifolgerungen erfhrecfen p(b auf bie Jpprorimatios 
nen äler®rabe, unbumbae allgemeine Stefultat ju erbalten , (ann 
man fid^ beS netotonfcben Parallelogramme^ bebienen; benn baS jur 
Beßtmmung ber Sonoeraen) ber 7(p)>rD]rimatton bed jweiten @rabe8 
angewanbte SSerfabren tfl bei ©letcbun^^en toon b^^em graben niAt 
mebr anmenbbar, n>et( fic^ folcbe ®let4iungen ntcbt bur^ dl^nlicle 
Sormeln, wie bie fär ben {wetten unb britten ®rab, I6fen lajfen. 
pr ba^ SRaafI ber 6oni»ergens ber TCp^^rorimation bei britten ®ras 
bed finbet man }. iB. : 



r.-^/ 



2.3.4 /' 



^ 



— «66 — 

unb aUgemetn für ba$ !Ol(m^ ber (Sont>ergetti ber %)>)>rerimatton be§ 
nten ®rabe6: 



fO 



1.2.3...(n+l)" /' 



Uebrigen^ laffen bie fut bte ^pptoirimatton be& etfen ®rabe§ 
gegebenen 9{eaeln l^mftc^tlid^ ber Setd^tigleit ber numerischen fiSe? 
te^nung ber äButicbt nid^td ju wünfd^en äbttg, unb bie t>otf)tV'^ 

fiebenben SSemerhtngen Iiter bte TLpptonmatiomn l^6berer ®tabe 
oUten blofi ietgen^ t>on xotläftx !2(uöbelf)nung biefe Xfftorit ber Zp-^ 
pxonmatxon übtx\)a\xpt tjt. 

§. 35. £)te S3efeitigung ber @ci^terigFetten , n>eU^e ^ä) bei 
ber Unterfdl^etbung be§ ^ßed in)eier tmagtndrer äBurjetn toon bem 
Saue }n>etet reeller SBurjeln barbietet; muf atö ber n>i(l^tigfte 9)unft 
ber 2(ufWfung ber ©leid^ungen angefe^en werben, ^terju ifl ein 
eigent](^ftmlt(l()e$ ; auf bie {Berechnung ber ©renjen/ jnxfd^en »elcl()en 
bie SBurjeln liegen, gegrünbeteä Serfabren erforberlicl). 2)ie Unters 
fud(^ungen t>on 9{oUe unb X>t &rxa fonnten nld^t jur 2(ufl6fung 
ber 3al(^lengleid()ungen ful^ren, n>eil e6 tl)nen an einem befonbem 
SRertmale )ur Unterfd()eibung ber tVnagindren SSktrjeln feblte. S^urd^^ 
bie fl3erecl()nuna ber ©leid^ng mit ben £luabraten ber £)ifferenjen 
ber SBurjeln ip biefe ©dj^wierigfeit jum erjlen SKale gef^oben. 35a 
ober ; wie man Idngfl eingefallen l)at / biefe ^ufI6fung bloß eine tl^eo-- 
retifdl^e ift unb ba alle, ju tbrer. $Bert>oUfommnung gemadS)ten IBer^ 
fuc^e fajl Qan j frud^^tlo^ geblieben ftnb ; fo war eS notl()ig ; bie tXufs 
gäbe auf eme anbere Zxt ju bel)anbeln / unb wir l()aben ^ejeigt, bafi 
ft^ eine anbere, nii^t weniger genaue unb einer ungleich leidstem 
'jtnwenbung fähige 'j(ufl6fung getjattet. %itx e6 ift t)Dn SSiid^ti^feit, 
^ bie in Stebe j!e{)enbe Sunbamentdlaufgabe auS t>erfd[)iebenen ©eft^^t^s 
»»nften ju betradj^ten , weil fie fid^ bei UnterfudS^ungen über frumme 
t)berfidd()en unb in ber allgemeinen S£{)eorie ber ©(etc^ungen wieber 
barbietet. Sn ben^folgenben Paragraphen wollen wir baffer bie all? 
gemeinen 9)rinjit>ien angeben , Dermittelft wekt^er fie auf t>erf(^iebene 
5Crten gelöft werben fann. 

6$ feien F(x) unb/(x) jwei atgebraifd^e Functionen, beren 
Soefficiehten gegebene Biafjiim {tnb. ©ef^l^t « man bdtte bur4^ Xn« 
wenbung ber tm SSorl^ergebenben au^einanber ^efe^en SXetboben 
jwei ©renjen a unb l/gefiinben, jwifd&en welojen bie ©leid^ung 
F(x)=o eine reelle SBSurjel o^ i)at; man foll baS äeid^ be8 SRes 
fultateS beftimmen, weld)e6 man erpielte, tbenn man biefe SBSurjel 
« in bie anbere gunction /(x) fubftituirte. 

SSenn ber genaue ^txti) t>on a befannt wdre, fo l^dtte bie 
2(ufgabe weiter feine ©d()Wieriaf eit ; benn wenn. man ber^ in ber 
Function /(x) t)or!ommenben Serdnberlid)en x biefen genauen SBertb 
tt beilegte , fo ergdbe ftd() ba6 3eid()en be§ Siefultateö, I)ie @ad^ 
tj^erbdlt fic$ jebodt^ nicljt fo, wenn bie SBurjel a nur ndl^rungäweife 
befannt ifl ; benn wenn man fiatt a eine ^l^x na^e liegenbe ©renje 
a fubftituirt, fo weiß man niid^t gewiß, ob ba§ äeic^en t)on/(a) 
baffelbe ifl, atö ba§ t>on/(a), unb biefe Ungewißb^t ftnbet immer 
ftatt, wie flein bie £)ifferenj jwifc^en ber SBurjel a unb ber ©renje 
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a aud^ fem mag. $Bei ter UnterfdiKi^uns ^e$ jfaUe^ gwmr raub 
gindrer SSu^eln iMm bem %aUt ivmtt teeUer SBurjefai fonmit t^ 
aber eben barauf an, ba$ 3etd^en {u beflimmen, tveUbeS man er? 
bielte, wenn man in eine gen>iffe gunctton/(x) eine ®r6ße a fub* 

JKtuirte/ bte eine anbere Function F(x) ju iRnll madj^t. 

£)enn betrodt^tet man ). jB. bte in §§ 12 unb M be^ erflen 
ICbfdf^nttte^ h^anbütt (Sltidfynn^i 

x»—3x*—24x^+95x* — 46x— 101=0, 

fo ftnbet man, wenn man in bie fRtifyt ber fjunctionen: 
/^(x), /-(x), r"(x), /"(x), Z^Cx), /(x) 
bie 3all^len 8 unb 3. fubftitnirt , bie beiben fRtifym : 
• (2) 



(3) 



+ ■ 

120 


+ 

188 


48 


82 


+ 
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21 








1 





1 


2 


ISO 


+ 
288 


+ 
180 


m 


43 
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£)ie na4^ ber 9feael in § 31 beS erften 2(bfd^nitte$ gebt(bcte 
{Reibe ber 3nbice^ f4)lie^t fi(^ mit 1 % ^oislid^ W bie mdä^nnq 
/'(x) = jwifd^en ben ®rmen 2 unb Seme einjige reelle SBurjet 
Unb bie ®lei((mng/(x)=0 bat iwifd()en btefen ©rengen jtvet SBur:: 
{ein , aber man weifi nod^ ntd()t , ob biejfe beiben SBurjeln reeU, ober 
ob fte imaginär ftnb. Um bie 9latur biefer 9Bur}e(n ju befiimmen, 
mufite man ben genauen 9Bertl^ ber SBurjel a ber ©leid^ung fXx)=o 
m /(x) fubjlitmren unb ba6 Seid^cn t>on /(«) bemcrfen. SBenn 
biefe^ 3ei4>en po^txr> ijl, fo finb bie beiben 25urjc(n reett; hk eine 
liegt ^wifd(^en -2 unb a unb bie anbere ^wifd^n a unb 3 , wie ou^ 
ben, im erjten tÄbfd^nitte aufaejteBten ^rtnjipien folgt. SBenn bage^ 
gen biefc^ 3eic^en negati\) ijt, fo finb bie beiben 2Burjein jut>er5 
ldf|t0 imagindr, weil bie 3eidbenreil()e iugleid() jwei 3eidf)enwedS)fel 
t)erltert, wenn bie fubjiituirte ^ai)i t>on einem, un^nblid^^ wenig Utu 
nem SSBertl^e aU a ju einem, unenbli^^ wenig gr6flern SBertbe atö 
a itbergell^t. Um aber biefen legten ©dblufi mit 3iiberldfl[tg(eit mad^en 
}tt f innen, ift e& nid|^t binreid[)enb , in/(x) für x emen fel^r ge? 
ndlS^erten SBertl^ \)on a ju fubflituiren : benn e§ ift Uid)t einjufel^en, 
baß ber SBertf^ t)on/(x) jyofitit) fein lonnte, wenn man ber ®rdße 
x einen gewifjen SBert^ beilegt unb baß /(x) negatio werben fonnte, 
wenn man bte fubjiituirte 3a|)l um eine fe]()r deine @r6ße dnberte. 
^ie gan)e @d()wierig!eit beftebt alfo barin , bad 3eid()en t^on /(x) 
}u beflimmen, obglei^ man für x einen gendl^erten, f leinern SSJertl^ 
a atö a, ober einen gendlt)erten großem ^Btctf) b al^ a fubjiitutrt. 
SBir l^aben biefe Aufgabe geloft, inbem «wir nid)t bloß bie ®r6ße 
ber 9{efultate/(o) unb f{b), fonbern oudS^bie 3Bert^)e /'(a) , /'(b) 
ber abgeleiteten Function ber erflen iDibnung betradlS)teten. 3n ber 
Zlfat, wenn ber ^xtt) t>on a bem SBertl^e t>on a fe^r nai^ fommt 



tmt rotm M Refititat y (a) einen fe^r grofen pofittoen Vkttfy f^at, 
fö taxm mm {b »t fagin fU^ fem , baf ba$ ^etd^en iiH)n /(a) f>os 
ftttt) iji; unb be^en ungead^et bleibt hoc^ ju tmtei^in^en, ob bte 
abgeleitete ffuisKtton /' (a) einen fe(^r gvolen neaatiiien S$ett^ bot; 
benn ba in biefem Solle bte gunctton /(a) {e(n^ fd^nett abnimmt/ fo 
miu ii migltdS^; bof fk negativ wiirbe/ ivenn man ben SSertb t>on 
X fel^v wenig dnbert/ unb bafi ffe barauf >ofitio w&vbe/ n^tl bte ab» 
geleitete ^mtction /' (x) felbft einen gtoflen pofttitoen Sßertl^ fyit. 
S>{e ^KutlofUng/ »eld^e wtr in § 24 ff. be^ erjkn Kbfd^nitte^ gege* 
ben liaben, bm¥ börin. bie ®ert^e t)on /(a), /'(a), ^(b) , /'(b) 
unb b — a in ben ßakul einjutul^ren. S)urc^ bie SSergleid^ung otefer 
®r6fen Idft ftd^ ba§ äeid^en \>on/{a) mit t)6lliger But»erlafpigteit 
bejUmmen. ^an (ann biefe Tttifgobe aber and) au§ folgenbem be« 
merfendtoertl^en anbetn ®ef[4^t9|>unfte betrod^ten; 

§ 80. SBenn man im allgemeinen ba§ 2^id)tn beflimmen xoiU, 
totUfyti man ttl^iütt, wenn man xn/(x) bie SBurjel a ber (Slei^^ung : 

F(x)=0 

fuSfHtuirte/ n)oy(x) unb F(x) jwei gegebene algebratfd(^e Snnctios 
tun ftnb / unb wenn ber befonbere Soll aufgenommen wirb , wo 
F (x) =} ' (x) tjl ; fo braiK^t man nur bie im erften 2tbfd(^nitte in 
{Be)tel^ttng auf bie ©renjen ber Sßurgeln bewiefenen ®a^e anjus 
wenben. 

SRon beftimme swei ®rensen a unb b ^ ^wifd^en weld^^en bte 
®letd^ung F(x)=0 eine reelle SBurjel a l^at; fo t6nnm biefe ®xms 
un mtmer ll^nreiddienb }ufammenge)ogen werben« bomit wxi ptn beb 
ben Seidi^nretlien ber Scefultate t 

FC»)(a), Ff»-«(a) F'^(a), F"(a), E'(a); F(ä) 

F(«)(b), F<«-i>(b) F-^Cb), F"(b), F'(b), F(b) 

erteile , bafi bie (^leid^una F U) = AWtd^en ben ®renjen a unb h 
in ber Sl^at eine reelle SSurjet l^at. @efei^t, biefe jBebtngung^ ftnbe 
ftatt, fo fubflituire man biefelben ©renjen a unb b in bie Functionen : 

/(.>(x), /t»-o(x). .: VW/ rOO, /rx), /(x) 

mb unterfudl^e, ob fid^ au8 ber SBergleic^ng ber beiben Setd^m 
tttlfien t>on: 

/(n)(a) , /(»-^(a) ...../- (a) , /"(a) ; /' (a) , /(a) ^ 

/(»)(b), /<-')(b)....^'"(b), /"(b),/'(b),/(b) 

(raibt, baf bte ®letd!^ung /(x) = jwifd^en a unb b feine ®urjel 
llKipen lann, fo bafI baS leite ®lieb ber ben 9fei1^n (2) mt^xt^tn^ 
ben 8tt\^ ber SnbiceS J$, SSenn biefe unb bie t>or](^ergei;>enbe 
JBebinaung ^u gleid^er 3eit flatt fi'nben , fo ifl ba§ äetdj^en t)on/(a) 
iui)erlaf{tg baffelbe ; atö ba^ gemetnfd^aftltcl|)e ^tiäftn wn /(a) unb 
j (b). ^nn aus ber jweiten SSebingung folgt ; ba^ alle / )wtf(^n 
a Itt^ b liegenbe ®ri|en Sfefultate Don bemfilben äeidi^en geben. 
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wtm mütt fie in fix) fiAfÜtttiit, utib 4u$ ber ^|bn iBtHtigung 
folgt/ baf « jwIfdfKtt a «nbk liegt. Um alfo bicfe« $tÜ^ ju befe 
jlimtoen; brdu4)t man mix bie ©renjen a unb h fo pfamntm ja 
{{«bell, t>a^ bie SBurjel aftelS itoifc^en a unb b ik^t, mü^t^ fM^ 
am ben 3ei<|^eii bet ftetben (t) ergibt/ unb bag b» a^eraleid^nft 
bet mOfyen (8) för bae lefete e»ieb ber «eiljr ber gnbiceö O gibt 
lKbf}rat)trt man t>()n bem befonbern f^alle^ xto ^roi^n biefen ^mt^ 
ctiemen bi^ STelation F(x)==/'(x) ftatt f&tbct, (d- taffen ftc^ let^ 
(wei ©renken a ünb b ftnben ^ iottäft hamn ^ebingüngen ®eitlc.qt 
leijten. 25enn ba bie guncjion F(x) burc^ bie {Drbinate einer ge« 
»iffen Surt)e auSgebrucf t wirb ', unb ba bie Function /(x) ebenfalls 
bie Orbittat« einer jtt)eltett ßunoe.auSbrurft; fa entf^)redS>en benbeis 
ben (Srenjen a unb b, xn)ifd)en »cldf^en ein SDurd^fd^nittöpunft ber 
erflen (Swrot mit ber ^Kbfciffenare üt^tr im tKQgemeinen {wei S>^ 
naten ber jn>eiten Sunoe/^wifd^en xoüd^tn ber fiSogen beifelben {eis 
nen S^urd^fc^nitti^unft unb reine S3regu»g l^ot. Solglid^ gibt bie 
aSetgleidS^ung ber fRtif)m (2) jum legten ®Iiebe ber Stellte ber 2n» 
bice6 0. tKlfo finben bie betben att§gef))rod()enen J93ebingungen ju 
gle^er 3eit ftatt, unb ba« 2tx6}tn t>OTi/(a) ijl befannt 

§ S7. abi^fe ®emerfung befd^tdnft ftc^ ttic^t blof auf Sunctto» 
nen mit etner toerclnberlic^n ®t^, man tann Dielmel^r bie lluf» 
gäbe, meldte ftd^ bei ben wid^tigfhn ICntoenbungen ber algebraifcl^en 
^ÄnalpfiS barbietet, unter fötaenbem allgemeinern ©eftd^tSpunfte auf* 
faffew. SBenn tint algebraiW)e gtmttion f{x ,y, z , . .) mit mel()re« 
ren \}etranbet(td^en ®rö|en gegeben ift unb bie Sßertl^e t?ün x,. j, z... 
btof n4l[)erung«n)eife befannt ^nb, ba« deichen ja befKmmen, n>eU^e« 
/(x t Jt ^ • • •) ^^ramt , wenn man m i^fe Ifunction bie genauen 
ffiettl^e y^^n x, y, z . . . fubfiitutrt. gür ieben biefer a8ert^)e' muffen 
^wet ©renken befannt fein, j^wifd^en weld^^en berfelbe liegt, unb man 
mufl nad^ einem gewiffen aReffmdle beurteilen {6mien, ob biefe 
©renken etnanber n^^ gemsg liegen , bamtt bie i9er{(l(^iebenen dteful« 
X(x\!tf weU^e man eri^dlt, wenn man in bie Jfunction /(x, y, z...) 
beliebige, gwifd^n biefen ©renjen liegenbe SSertl^e t>on x, j, z.... 
fubfKtuirt, alle baffelbe 3eid()en l^aben. 

gär ben Sali einer SSeranberlid^en l()dben wir biefe« ^erlmol 
in § 36 an^e^eben. £)iefer ®a^ ift aUgeniein unb e« ift immer 
(eid^t , bie betben ®ren^n , ^wift^en wel<$en ieber ber Sßerä^e t>on 
X, y, *.... liegt, fo jufitmmen ju {leiten/ bof fid^ ba« 3eid^en 
be« ^efultate« ber (Subftitutien nid^t dnbert , wenn ve^n bet Ster« 
dnbertic^en beliebige, }wifd[)en biefen ©renken liegenbe SSSertl^e beilegt. 

§ -38* SMefer ®a| entfprid()t^ allgemein ju reben, ben t>erfd^te< 
benen fünften frummer ginien ober jDberf[dd[^en unb beliebigen SBer« 
tilgen ber aSerdnberßcben x, y, z...; aber e« gibt befonbere falle, 
auf weld(^e er jtd^ nid^ unmittelbar anwenben Idft; 3)iefe ^dOe 
erforbem ein befonbere« SBerfa^ren , wot>on wir bie ©ruttbjfige om 
geben wollen; ^^m foU j. S3. ba« Seid^en be« dfefultate« be|{mmen, 
wclc^^e« xaata eri^elte, wem» man in' bie - algebraifd^e 0ttnction/(xi 
für X ben SBertf^ «, weldj^ bie abgeleitete Function f\x) ju Slutt 
mad^t, fubjlititirte. £)iefer fOkrtb a x% ntd^t genon befannt, fen^ 
bcm maa n>eifi blo|l, baß <r gwifc^n ^et fe^r xm^nir gcigebemn 
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Omiscn a itnb h liegt. jDk Zufaaht tft aenau btefcibc, M Me 
Dorl^tn betiadi^tete/ wo c9 auf Me ttntcrfcl^ttng M %cXM zweier 
veeUtr Sutgctn t>on bem gaUc itoeter imaaindret SSuQcln antant, 
me aus bem m § 3& angefu^Tten IBeifpteie erH^eUet. SBenn bte 
jwette Sitnctien /' (x) titelet bie abgelettele gunction t>on ber erften 
/(x) iD&re, unb mott ftatt f{x) eine bai>on t^erfcf^iebene unb unabs 
pdngige Function F(x) \)ittt, fo untetrfuc^te man, ob bte bdben 
Qhrenjen a unb b, iwtfd^n noeU^' a lie^t, einanber nal^e genug 
liegen ^ bafi bie Setgtetq^ung ber äeicf^enretlien oon: 

. /C-)<a), /C"->Ka)...,./"'(a); /"(a), /'(a), /(a), 

/C-)(b),/(-i)(b)...../-(b), y^'(b), /'(b), /(b), 

gm legten ®(tebe ber Steige bei Snbtced gibt^ unb wenn biefe 
ebingung anfangt niä)t ftatt ftnbet; fo (teilet man bte @ten)en a 
unb b fo lange ^ufammeU/ HB btefe& ber gall i^, wtld^t^ im %JU 
gemeinen fel^r leidet tfl. Xtöbann xo&tt bad gefud^te 3et4)en oon 
/(a) baB gemeinf4iafttid^e äetd^en iDon/(a) unb /(b). Xber in bem 
befonbem %aVit, welchen wir betrachten ^ l&^t ftdl^ bie le^te iSebin- 
{ung ntdbt erhalten, wie ncä^t bie ©renken a unb b einanber auc^ 
teget^ mögen ; unb ba6 le^te ®lieb ber ateil^e ber SnbiceB wärbe 
niemals fein. SEBenn bie in bem Sntert^alle oon a bis b aefud^^-. 
tm beiben * SBurjeln reeU waren , fo w&rben fte \i6) burd^ Bufam:: 
mengiell^nng ber ©renjen trennen laffen ; aber wenn fie imaginär 
wdren , fo würbe immer eine Un^ewif ^eit fiatt ftnben , weit ba6 le^t^ 
@tteb ber Steige ber ^nbiceS. mematö 0, fonbem immer 2 wäre. 
iDiefeS Ummt bal^er, baf ber SSertl^ t>on x, weld^^er bie £)rbtnate 
f'(x) ber ^weiten Guroe ju 9luU mad^t^ in ber erjien Suroe einem 
fhtnfte entf)»rid^t^ wo bie Stangente )ur %u ber %b{€if[en' DaraQet 
tfi. 9lun famt aber baS (e^te @Ulieb ber Steilt^e ber SnbiceS nur in 
bem Salle SRuQ fein^ wo ber^ bem Snten>aUe ber ©renjen ent: 
^ttd^enbt Gurt^enbogen feinen f>unft l^at, für weldj^n bie £)rbinate 
ein SDtarimum ober fSRinimum iß. 4>^eraud erhellet alfo, baß ber 
in § 36 auSgefprocI^ene @a^ fid^ (iter nid^t auf biefelbe SBeife an- 
wenben Idfit, atö wenn bie beiben gegebenen Suncttonen in (einer 
befonbem SSesief^ung ^u einanber fieoen. 

9ta(^bem nun ber Urfprung ber @d()Wterig(eit beS in Siebe fte« 
l^ttben S^ed. genau angegeben ijl, bieten fid^ oerfdt^iebene SRittel 
bar^ biefe @dl)wiertg(eit ju li^eben, &n» ber einfad^flen; weld^ed 
ftd^ fe^r leidet anwenben tdfit / ift folgenbeö, @tatt ber beiben Sum 
ctionen/(x) ^nbf'(x) betrad()teU man bie beiben Functionen /(x) 
+/'(x) unb/'(x). ein Sßert^ « oon x, weU^r./^(x) ju giutt 
mad^t; (iegt )wifdben a. unb b, unb manfoU baS Seiden t>on/(a) 
mit ©idi^er^eit bejlimmen. e§ fei <p (x) =/(x) +/' (x) , fo ifl Rar, . 
baf baS Qtiäftn oon/(a) genau baffelbe ifl, atö bad oon <^(a), 
totil^fia) nac^ ber SorauSfe^ung dluQifi. !Olan braucht alfo nur 
eben fo ju ^tt^cifttn, atö wenn <^(x) unb/'Cx) bie gegebenen ^m 
cttonen wdren, unb|tn biefem SaUe lieat ber |>unrt, f&r weld^en 
bie Sangente jur TCofciffenare |>arallel i|t, n\ö)t me^r notl^wenbig 
iwtfdt^en ben ^ren^en a unb b , ^wifd^n weU|^n bie SBurjel a ber 



<SH(n^g /'(x)=0 äegt atott mttf alfb untarftt^tn^ ob bte b€M 
bcn ®reii)eii a nnb b fo befd|K#tn imb^ baf bm kctbcn Steten: 

*^"Ha) ?i'"(a), ^''(a), 0'(a), fl5(a) 

9>^'>(b) <r^*'(b), ^-'(b), 9>'(fc). 9>(b) 

eine Stetig t>on SnbiceS entfpridi^t, beten le^teö ®tteb 9hiII t#, tmb 
loenn biefe Sebinguna anfangt nid^t ftatt frnbet ; fo (onn man btwSf 
SufammeniielS^una btefer ©renten let^t in>et anbete, nd^et ßeaenbe 
©tenjen af unb V befKmmen , fix xoüö^ ba$ le^te ®(teb bet Stetige 
bet Snbice^ 9luQ tft unb iwifd^n voeUi^en iu^let^l bie SSutjel a bet 
@let(^ung/'(x)=0 liegt, ^enn biefe SSebtngungen ftatt finben, 
fo ifl ba$ gemetnfc^ftlicipe 3ei(9^n oon f (a') unb f (b') ba$ 3ei4^n 
Don 4p (a), unb f»^li4^ ^(t^ t>on /(a). SBenn bad gefitnbene Seiten 
)>Df[tit) i#, fo ^nb bie beiben SSutgeln reeU, unb voenn th negatio 
tft, fo futb fie iniMindt. 

S^ivAti ift befonbetd )u bemetlen, bafi bie @ubftttution bet 
@tenjen a unb b in bie Function (p{x) unb in ü^te abgeleiteten 
gunctionen fe^t Uic^t ift, weil 9* (x) =/(x) +/' (x) tft, unb weit 
feutd^^ bie oori^erge^enben £)petationen , butc^ wüä)t bie etften ^s 
.netten ©teuren gefunben n>utben, bie Siefultate bet @ub{titution 

in /(x), /'(x) , /"(x) , /"'(x) beteitö befcnnt pnb. & laßt 

f[^ alfo bet Sali ber imaginären SBut^eln nad^ bet bloflen S3etta(|s 
trniQ bet f4^on gebilbeten äol^lentefultate untetfd^^etben, unb man et^t 
fo eme genaue ui^ feitet einfache Xufl6fung bet oorgelegten Aufgabe. 

§ 39. 3n bem oben ange^^tten SSeifpiele ftnb bie ben ©tenjen 
2 unb 3 entfptedl^enben SHtii^tn: 

/v (x) , /- (x) , r (X) , r (X) , /' (x) , /(x) 

(2) 
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SSetmittelft bet JReil^e (2) bilbet man eine i^t entfpted^nbe dletlde 
(2y, xoem man }u jebem ©liebe ba6 jut ginfen ootange^enbe (Sttieb 
betfelben 9fei^e abbitt unb bie äeid^en bet Siefultote bemetft. (Sbenfo 
tjetf&l^tt man mit bet fRüi^t (3), um bie i^t entft)te(if>enbe »eil^e 
(Sy ju bilben. 2(uf biefe SBSeife ftnbet man: 



(2y 



(3y 



.^'(x)9i'v(xr 


.^(x) «^«(x) fix) 
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S)a ba$ le^te ©lieb biefet neuen fRt\i)t bet SnbiceS ni(i)t 9lull 
iß, fo folgt, baf bie ©renken 2 imb 3 eihanbet nodb nid)t ncd^t 
genug liegen, um bie Tlufgabe unmittelbat auflifen ^u tonnen. !Dlan 



<?>' 



firiiftitattt olfo eine pnfcl^nltegienbe $a\)l % 2 mbte Stellte ber gitits 
ctionen, unb evl^lt folgenbe^ @cl^ema: 

/^ (X). /-(x) , /-(x), /" (X) , /'(x), /(x) 

(2) + + - - + - 

12p 168 48 82 80 21 

' (2,2),.,...+ + - _ 4-'. - 

laO 102 12 88/09 12.872 16,6!KU8 

1 12 

(3) + + + - - -. 

12D 288 180 26 48 82 

SBSetl bad Je^te @Iteb ber ben fRAl^m (2, 2) uttb (S) entf))€eAem 
bett 9tet^e ber 3nbiced 2 ifi; fo mAffen )»>tfcl^en 2,2 unb S iwei SBttc» 
jeln ber ©letd^ung /(x) = oefu4)t »erben, aber man n>etß no4^ 
md[)t, M) btefe beiben SSurjem reeO; ober ob {te imoginir ftnb. 
8Sd$ bie ®(et4una/'(x)=0 betrifft, fo l^at fte notbwenbta tmt 
reeae SBurjel in)tf^en 2,2 itnb S, unb ba bie brei U^ten Sli^er 
ber Steil^ ber Snbiced 1 2 ftnb ^ fo ergibt fid^, ob bie beiben 
ffiurjern ber ^leid^ung /'(x)=z=0 reeU , ober tmagmdr fmb, XQVxa 
man in /(x) bie SBurjel a ber ©leid^ung /'(x)=0 fubpituirt 
jDenn wenn bad äeid^en oon/(a) 4)o{ttiiD ift, fo ftnb bie beiben 
fEBurjeln getoig reeU unb fte ftnb imaginär , wenn bafi Seiden oon 
f{a) negotio i^. ^etradiitet man nun bie Steigen: 

9iv(x), 9i«v(x), 9i-(x), 9i"(x), q>\x), f{x) 
(2,2y ... + +; + - - ' - 
1 

(»)'...+ + + + - - 

«oeld^ie nidl^t ber Function /(x) unb tlE^ren abgeleiteten Sf^nctionen, 
fonbem ber Function <ji(x) = /(x)+/''(x) unb beren abgeleiteten 
ff unctionen entfpred^en ; fo erl^^eUet avA oer, biefen fRtxljitn entfpre^^em 
ben 9teil^e bet Snbtced, \>a% eS in>tfd[)en 2, 2 unb 3 (eine ^\jl ^eben 
(ans, weU(K ben Xu&brucf /(x)4-/'(x) pJSuQ mad^t, «oetl ber 
le^le Snber =^0 ift. Soigltd;) geben aQe, atoifd^en 2, 2 unb 3 Ite» 
g)enbe;3atlen, wenn fie tn ben Xuöbrucf /'(x)+/^'(x) fubjiituirt 
werben, SJefultote t>on bemfelben Beid^en. t>a nttn bie SBurjel a 
ber ©leic^ung /' (x) = a jwifcl^ctt 2, 2 unb 3 Hegt, fo l^at ba§ SRefub 
tat/(a)+/(a) baS 3cicl)cn — , unb ba/'(a) nad^ ber 8Sorau§s 
fefeung giuu tfl, fo folgt, baß/(oc) eine negati\)e 3a^l ift.. Xlfo 
ftnb bie beiben gefud|)ten SBurjeln imaginär. 

§ 40. Durd^ ba§ eben auS einanber jgefefete SSerfal&ren wirb, bie 
TCufaabe, xotH^z bie Unterfd[)eibung ber tmogtndren SSurjetn 5um ®egens 
ftanoe \^ai, in aVxn ff allen leicht gelöf t, unb man ]E)at folaenbe Siegel : 

SRad^bem man bie ben beiben ©renjen a unb b, jjwtfdf^en xoM^vx 
bie beiben SBurjeln ber ©leid^ung gefuc^t »erben mftnen, entf|)re(|>ens 
ben 3eidj>enrelben gcbtlbet Ijiat , muß man aud^ bie 8?etll^ ber SnW* 
ce^ bllben , weUt^e bie «Jergleid^ung biefer Sleil^etf * gibt. 2)ie btei 



U^Un Sfieber bet SRti^ btt SnMcet f&ib ha<f^ ber !B0toitSfe|ung 
o 1 2, fd baff bte @((etd()ttn0 /'(x)=o in>tf^en a unb b eine veeQe 
Sßurjel b^t, unb man n>et|[ ntd^t, ob bie betben SBitr)eln ber OKeU^una 
/(x)=:0 reeO ober tmagmär {!nb. Um btefeS ju befKmmen/ miqf 
man ^bie S^etbe (a) burd^ änt , Sfetbe (A) erfegen , toeU^^e aud t^ 
abge(ettet tourb^ tbenn matt ^u jebem bliebe berfHben bo^ ^wt Sttt^ 
len oorbergebenbe ®Ueb abbttt, unb ebenfo xm9 ntcäi f&r bte Sfeibr 
(b) eine 9Ieibe (B) fe^en, toelc^e auf biefelbe SBeife au6 (b) abge^ 
fettet n>trb/ n>te (A) an^ (a). SSenn man bie ben Stetigen (A) unb 
(B) entfprecbenbe Steige ber ^nbiced bilbet, unb ftnbet, bafii bad le^te 
©lieb berfelben ^\xU tfi ; fo ift bie Ttufgabe gelift. SBenn ober bte^ 
fer legte Snber nic^t 9luU i\t, fo muß man bte ©renjen a unb b 
^ufammeniiel^en;. unb fdbrt man fott, biefelbe {Regel aniuwenben/ {b 
»erben et;tt9eber bte beiben SBurjeln getrennt, fooburd; i^re fRtoJU 
tat baraetban ift, ob^r baS legte ®lieb ber ben Stetigen (A) unb (B) 
entfi>reo^enben ÜTei^e ber 3nbice^ tjl 0. Sn btefem Salk ijt baS 
regte Seieben ber 9i:eibe (A) ba{felbe, alS bad ber Steige (B), unb 
wenn biefed gemeinf^aftlic^e Beid[^en äucb baS Seidigen t)on/"(a) 
unb /"(b) in ben beiben urfi>rünglidf^n Sletl&en Ja) unb (b) tfl; fo 
flnb bie beiben gefuc^ten SBurjeln tmagindr. Ttber toenn ba$ ge^ 
meinfd^aftlicbe 3ei4)en ber beiben legten ©lieber ber Steigen (A) unb 
(B) bem 3ei4)ett oo» r(a) unb /'(b) entgegengjefegt tjl, fo Pnb 
bie beibetr gefud^^ten SBSurgeln reeU. 9Ran fonnte biefe tXuflöfung ber 
t^orliegenben Wgabe unter fefir t)erf<l(^{ebenen formen borjlellen ; bemt 
e^ iff einleu^tenb / ba| man {u benfelben S^%erungen gelangte, 
wenn man {u ber urf!||>ranglt(l()en ^unction/Cx) anbere Functionen, 
Mf'(x) abbirte, weld^e aud^ bte Sigenfdj^aft f)itttn, t)a^ fie fäv 
ben 93ertl^ a ^n x 9lull to&rben. Xoer burd^ bie 3(moenbung ber 
gtinction/'Cx) wirb bie Sfedjjnung auf eine fel^r einfacbe gorm tu 
bucirt; weit man ju iebem ©liebe etner.9tei^e nur bad t^orl^ergel^enbe 
©lieb berfelben Sieibe ju abbiren brandet. 

§ 41. ^dtte man blof bie Ttb^flt, oon bem Probleme ber 
^{Knction ber imagindren fffiurjeln eine genaue unb einfadi^e tKuf> 
lifung }u geben , fo f 6nnte man ^ä) auf bie in § 22 ff. beS erfien 
Kbf^itteft gegebene Ttuflofung befd[)rdnfen ; aber wegen ber SBidiittgs 
feit biefer Uhterfud^ung unb il^rerlSSejiebunaenjur S^eorie ber ©leicbun^ 
gen mtt mebrereij ttnbefonnten ijt e§ notbig, mebrere 2(ufl6fungen 
biefer Aufgabe ju gebett/iinb in biefer Tlbftd^t wollen wir noti) 'oa& 
Berfall^ren ber tlCpprorimation beö jweiten ©rabeS barauf anwenben. 
®ir bttcaö)Un ben gall, wo bie 3eid^en ber beiben JReiben folgenbe jinb: 

/c»)(x)../..y-(x), /'(x), /'W//(x) 

(a).... + + + - + 

12 

(b).... + + + + + 

unb al6bönn wirb eS leidj^t fein, bie auS ber Unterfud^uug' bicfe^ 
Salled erbaltenen Steigerungen auf alle übrigen %&Ut anjuwenben. 

©a bie brei legten ©lieber ber Sfei^e oer SnbiceS 12 ftnb, 
fo UnöfM ein, baß jwifd^n ben ©renken a unb b jwci SSurjeln 



— net- 
ter ©tei^ung /'(x)=3 gefud^t xottbm mh^n, unb baff ju befUm« 
men tfl/ ob btefe 9Bur^m reell, ober ob jte imagtndr finb. £)er 
öurt^enbogen , beffen ®leid^unfl/(x) = ijl, tt>trb in bem Snters 
tmlle ber ©renken a unb b burcp Stgur 14 bargejleUt. ^an fe^e 
«+x— a flatt X m/{x), wo a ben erjlen gendlf)erten ©ertb ber 
SBurjel, toeld^er bmä) bie Xbfciffe oa au^gebrudt wirb, be^eidi^net, 
unb entwicfle /(a + x — a) , wie folgt : 

/(x) = Aa+ X -a) = /(a) +(x --- a)/'(a) + (x - a)*^ y "(a...x). 

©aö ergdnjttngßglieb ber Sfei^e enthalt bie ®r6fe/"(a...x), 
b. b- ^ine Function etner gewiffen , gwifcben a unb x liegenben ®röf e, 
welche gebilbet wirb , wenn man ^u a eine , jwifcben unb x — a 
liegenbe , unbefannte ®r jße abbirt (fiebe Seite 76). 25a bie ben 
guhctioneit /" (x) unb/"'(x) entfrrecbenben 3ei(ben in ben beiben 
greiben (a) unb (b) pojitit) fmb, fo folgt, baf bie SSJertbe \>onfX^) 
innerbalb be$ ganjen 3n*enoaÜe6 ber ©renjen a unb b pofitit) finb 
unb bejldnbtg wad^fen , wenn man t)on ber erften ©renje a jur jwet? 
ten b übergebt, gotgltcb ijt /'^a) ber Kein jle unb f\b) ber grifite 
Sffiertb; weldS^en ber ÄuSbrudf /" (a . . . x) jwifdj^en ben ©renken a 
unb b annebtnen fann. 2Clfo ift^: 

/(x)>/(a)+(x-.a)r(a) + (x-a)^ i/"(a); 

welcbe S3ebinQung in bem ganzen SnterbaQe ber ©renken a unb b 
ftatt finbet. SBenn man alfo,. nadS^bem /(a) , /"'(a) unb /"(a) be^ 
ftimmt finb/ bie Guroe confhruirt, beren Xbfciffe x unb bereu £>rs 
binate: 

/(a)+(x--a)/'(a) + (x-a)H/"(a) 

tft; fo liegt ber biefer 6urt)e angebörige SSogen^ m^r (Sigur 14) 
unter bem JBogen mpn, beffen ßrbinate /(%) ijl, unb jwar in bcm 
ganjen 3ntert)aUe ab. 3m fünfte m finb bte beiben JDrbinaten 
einanber gleid^ unb ibr gemeinfcbaftlid()er SBertb tft /(a). 2)ie ab= 
geleitete Function ber erjten Drbnung ijl für bie erjle ßurbe /' (x) 
unb für bie anbere /'(a) + (x— .a)/"(a^. 2)iefe gunctionen werben 
alfo für x=a einanber ^Uxd), fo bafi bie 93ogen mpn unb m^v 
im ?)unfte m eine SSerübrung ber erften Örbnung b^ben. SSon bie^ 
fem ?)unfte auS trennen ^ä) bie Surt>en unb bie jweite mnv liegt 
unterbalb ber erftem mp n. SBenn alfo ber parabolifcbe ©ogen m^ry 
bie TCbfctffenare a b nidpt fcbneibet, fo ift biefeS mit bem JBogen mpn 
um fo weniaer ber gall, unb alöbann finb bie beiben gefucbten SJurs 
jeln imaginär. @ud()t man alfo bie äSurjeln ber ®leid[^ung be$ 
jweiten (^rabeS: 

/(a) + 5/'(a)+^r'(a) = © 

unb finbet fid^ , ba^ biefe SBurjeln imaginär finb , b. f). baß bie a5e= 
bingung : 



V/"(a); 



>"(«) ' 



obet : 

^att ^nbet^ fo ftnb bte betben Sßuriebi ber ®letd|^ttng/(x)=:0 
iut>erldfftg tmagtndr. 

@€^t man ferner in ber (Sletd^ung: 

y(x)=/"(a + x-.a)=/(a) + (x-a)/'(a) + (x-a)Hr'(a...x) 

fftr ba§®Iieby''(a...x) feinen ^xb^ttn ^ßtxäf f {h) , fo l&atmÄn: 

/(x)</(a)+(x_a)/'(a)+(x-a)H/"(b). 

JBefd^reibt mm alfo ben Surt^enbogen rourVV ^^fNn Drbinate: 

/(a) + (X - a)/'(a) + (x - a)» 4/"(b) 

tft, fo liegt berfelbe tnn.er^a{b be§ ganzen SntertxtQed ab über bem 
SSogen mpn. 2)er SBertl^ ber abgleiteten Function ber erflen £)rbs 
nung iji für bie 6urt>e mpn^ /'(x) nnb f&r bie 6urt)e mwy, 
Aa) + (x— a)/"(b), unb btefer SBert^ ijl folglicl() f&r beibe 6urt>en im 
fünfte 10 glei(^/'(a); eS finbet alfo im fünfte m jwifdj^en ber 
^arabotifct^en Gurtoe m^rV unb ber )^araboltf(^en 6urt>e mpn eine 
93erul()rung ber erflen IDrbnung jlatt, unb )oon btefem ^nfte avA 
Uegt ber ^ogen m n'i/ in bem aanjen 3nten>aUe a b Aber bem (Sur^ 
üenbogen mpn. ®d[^neibet alfo ber ^arabolifdt^e 93ogen m^rV bie 
2(bfcijfena]re ab^ fo tft biefeS bei ber 6urt>e mpn um fo me^r ber 
Sali, b. l). bie beiben gefu(|)ten SBurjeln ftnb reeU. ©ud^t man 
alfo bie SSurjeln ber ®leicl[^ung be$ {weiten ©rabeS : 

/(a)+8/'(a) + ^/"(b) = 0, 

unb ftnbet man , baf biefelben reeU ffnb , b. 1^. baf bie IBebingung : 

(^)>2^^. ober Cr(a))»>2/(a)./"(b) 

ftatt ftnbet ; fo mu^ man fd^lief en, baß biegeaebene ®leic^ung/(x)==o 
jwif^en ben ©renjen a unb b ixotx reelle Sßurjeln l^at. 

2te]^nlidl)e Siefultate tx\^^X mm, wenn man ben anbem @nb:: 
punft n beö S5ogen6 mpn betracl^tet. ©enn fefetman b — (b— x) 
für x in bie gunction /(x) , fo ^ai man : ' 

/{x)=/(b)-{b-x)/'(b) + (b-x)Hr(x...b), 

tt>o ber 2Cu6brurf (x . . . b) eine , jwifdf^en x unb b liegenbe , unbe^ 
fannte ©roße be^eid^net. 9lun ift aber ber größte 9Bet1l[^; n>el(|^n 
man ed^dlt , »cnn in /" (x) eine , jwifd^en a unb b liegenbe ®r66e 
fubfKtuirt wirb, nadj^ ber Sorau^fetjung =/"(b) unb ber fleinpe 
SBert^ =/' (a). ^an 1^at alfo bie ixotx SSebingungen : . 

/(xX/^Cb)- fb-x)/(b) + (b-.x)M/"(b); 

/(x)>/(b)_(b-x)/Xb)+(b~x)^ . 4r'{a)... 



^ 



tBtttaäfUt man nun x att iminbtAUfyt ^fcijfe unb conftmrt 
bie 6un)en / beten jDrbmaten : 

/(b)-(b^x)/'(b)+(k-x)V+r(l>) 
Ab)-(b-x)/'(b)+(b-x)* .4-r(a) 

ftnb;. fo erlitt man imi ))araboltfd(K Qm^m, wovon bte erfle in 
bem äntenoalle ber ©renjen a unb b jletö über, unb bte 5n>ette be:: 
fldnbta unter ber 6urt>e mpa It^t ISenn alfo bte obere guro« 
bte TCofctjTenare ^d)mibtt , fo \ä)ntmt and) bte 6urt>e m p n .btefe 2Cre 
unb bte betben gefud(^ten SBurjeln jtnb reeQ. SBenn aber bte untere 
6urt>e btefe TCre m4)t fd^^netbet, fo tfl btefed and) bei ber Qwot mp n 
oewt^ nlä)t ber^aU; unb bte betben gefud)ten SBurjeln fEnb tmagtnär. 
@inb alfo bte SSurjeln ber ®ki^mQ be8 jn^tted ©rabeft: 

/(b)-»r(b)^Yr(b)=o 

reell, b. \). finbet bte JBebtngung ftatt: 



^^y>^p^y ^^'^ (rW* >2/(b).r(b), 



\/"(b)/ ' 



fo fnib bte betben ®urjeln ber ®letcl()Utt8/(x)==0 reell. XuS ber 
©lei^^ttng: 

/(b)-8/'(b) + ^/'(a) = 

folgt femer, baß bte betben SBurjeln ber ®leic|>un8/(x)=0 imos 
gtndr finb, wenn bte Jöebingung ftatt finbet: 

(/'(b)y<2/(fc)/"(a). 

§ 42. aSenn man bte t>or]()er9ebenben 97efultate iufam'menfteHt, 
fo barf man fd^liefen: 1) bafi bte betben oefudl^ten SBurieln ^mtrs 
Idfffg reeeU fuib, wenn eine ber betben Seoingungen ftatt ftnbet: 

(/(a)y>2/(a)./"(b) a) 

(/'(b)y>2/(b).f(b), (%} 

unb 2) baß btefe SBurgeln imagindr finb, wenn tint ber betben ßu 

binaungen: 

(/^(a)y<2/(a).y^'(a) (3) 

•(/'(b)y<2/(b)./''(a) (4) 

erffent wirb, 

& forni gefc^el^n, baß ferne bet »ebtnflungen (1), {%), (»), 
(4) jlatt finbet, b, f)., baß bte Dier entgeaengefefeten «ebrngunom 
juglei^i erf&Ot werben. 2te biefem gaOe f nb bte (ärenjen a unb b 
nod^ ni(|)t genug (ufammenaejogen, um burdS^ eine Operation bt* 
fUmmen ^u tonnen, ob bie betben SBurjeln reeQ, ober imaginär finb. 
^an mu^ alfo bie ®ten)en )ufammen}iel^en , tnbem x»m in /(x) 



— an» — 

etne, j^tmfdj^en, a unb b liegenbe 3aK fubfütttitt. SBBimn bmd^ btffe 

@ub{lttutton bte gefud()ten SSu^eln gefonbert werben, fo ftnb fte 
reell unb bte TCufgabe t jt gelöft ; aber n>enn bte betben SBurjeln nid^t 
oetrennt werben , fo mx% man gu einer {weiten / ber oorl^erad^enben 
al^nltcf^en £))>eration ubergeljien , \xm ^u entfcl^eiben / ob bte äSur^eln 
xttU, ober imaginär ftnb. ^an unterfud(^t foIgfidS) , ob, inbem man 
ftatt ber ©renjen a unb b bie neuen ©renjen a' unb b' amoenbet, 
eine ber mtv ^ebingungen (1) , (S) ; (8) , (4) erfaßt wirb, unb tih 
bann ifl bie 5Ratur ber SBurjeln befannt. Srtun ift eS aber offenbar 
unmogKdj^, ba^ man burd^ Bufammen)ielS)ung ber ©renjen nic^t balb 
bal)in gelaiwte, bafi einer ober mel[)reren ber fraglid^en Sebin^unaen 
©enftge gefäiel)t. $>uxii) biefe§ 8Serfal)ren, wel(^e§ fic^ auf bte SJer* 
gleicbung bekannter äal^lenwert^e rebucirt , la^t fidf) alfo bie 5?atur 
ber SBurjeln mit 3ut>erldfrig{eit beftimmen. 

§ 43. 9Bir \)abin t^oraud^efe^t , bafi bie ben beiben ©renjen a 
unb b entfprecl()enben 3eicl(^enret^en : 



* - 



/^°»Hx) rw, /'(x). fix), fix) 

(a)^. + + + - + 

(b) ... + + + + + 

finb, wo alfo ber SBertl^ üon/"(x) mit x t)on x=a bis x = b 
wad^ft, weil in biefem Sntcrt)aüe ba§ äeidf^en t)on /'"(x) P^fitio ift. 
SBir wollen nun ben entgegengefefeten gall betradj^ten, für weld^en 
bie beiben 3eid(^enrei^en : 

(a) ...-. + — + — ' + 

(b).... + - + + + 

itnb. ^ie brei legten ®Iteber ber fRü^t ber SnbiceS flnb wieber 
012, unb ef ijl ju befKmmen, ob bie ©teid^ung /(x)=0 iwifd^en 
a unb b in ber X^at jwei reelle SBurjeln' l^at. . @S ift wieber: 

/•(x)=/(a+x~a)=/(ay+(x^a)/(a)+(x-a)'irXa...*). 

unb ba bad Seid^en t>on /''' (x) in bemgan^en Sntert^aQe ber ©renjea 
a unb b ne^atio ifl; fo nimmt ber SBert^ t>on f"ix) ah, wenn x 
t^on X = a btö X = b junimmt. ©efet man alfo /" (a) f&r /"(a...x), 



fo wirb ber SBertl^ t)Ott/(x) Dergrifiert, unb wenn/"(b)für/''(a...x) 
' >/ fo wirb biefer iBert^ loerlleinert. & ift folgltd^i 



jummmt 
SBertb t)or 
gefe^ wirb 

/(x)>/(a) + (x-a)/'(a) + (x -a)' .^f (b) 

/(x)</"(a)+(x-a)/'(a)+(x_a)- . 4f'(a), 

unb wenn man bie 6urt)e conftruirt, beren Tlbfciffe x unb beren 
£)rbinate/(a) + (x^a)/"'(a)+(x— a)».4/"(b) iji; fo liegt ber 
fBogen btefer Surüe in bem g^^njen 3ntert>aue ab unter ber 6un>e 
mpn. £te beiben gefugten SSürjeln flnb alfo imagin&r, wenn 
biefer untere fl3ogen bie Vbfciffenare nidj^t fdi^netbet, b. ^. wenn bie 



W7/j 



SSebtngung {latt ftnbet: 

(/'(«)y<vfii).7"(b). 

©ie 6ttWc bageaen, beten Xbfctfjcx unb beten jDtbtnate/(a)+(x—a) 
/■'(«)+ (3t— «) . t/'X«) ijl/ K^fit in bem ganjen 2fnten)aHe ab ftbct 
bet eim>e mpn. &ie 6utioe mpn fd^neibet alfo bte ^Cbfctffenare 
}u9etl&{fig / n>enn bet obete Suttoenbogen biefe %it fc^neibet. Ibxt 
beiben aefuc^^ten Sßutjeln finb alfo teeU, jioenn bte fBebtngung et« 

f&Ut wttb: 

(/'(a)y>2/(a)./"(b). 

SBettad^tet man nun bie jweite ©tenje b, fo finbet man folgenbe 
{Refultate : 

/«>/(b)-(b-x)y^(b) + (b>-x)* . ^/"(b) 

/(x)</"(b)- (b - x)/' (b) + (b ~x)^ . iy"(a) ; 

folaüdf^ liegt .bte })atabolifcl^e Surt>e mpn, beten IDtbinate /(x) x% 
übet bet 6utt)e, beten £)tbtnate/(b)-(b— x)/'(b)+(b— x)* .i/"(b) 
tjt/unb untetbetSutt)e, beten IDtbtnate/(b)—(b--x)/'(b)4-(b—x)* . 
4:/"(a) iP- ^ietau6 folgt, baß bie betben gefudf^ten SButjeln teeU 
finb, wenn bie SBebingung: 

(/'(»>))' >2/(b)./"(a). 

fiatt ftnbet , unb baß fie imagtndt ftnb , wenn bie SBebtngung : 

. , (/'(b)y<2/(b)./"(b) 

etfuUt »itb. 

S3etaletd[)t man biefe 9{efultate, welcl^e bem SaQe entf)>te(|^en, 
wo boö Beleihen öon/"'(x) negatit) tjlmit benen, »eldj^ man finbet, 
wenn baß 3eid(>en t)on/'"(x) pofttit) ijl; fo etgibt ftdf> 1) baß bte 
oefud^ten SSut^eln teeH ftnb, wenn ba$ jQuabtat bet Function /"(x) 
tut eine bet ©tenjen atoßet ifl, afö ba^ bo))|)elte ^tobuct au6 bet 
Function /(x) f&t biefelbe ®tenje unb bet gunction /" (x) fftt bie 
bet beiben ®tenjen, xs>t\6)z fut/"(x) ben gtößten SSettlfi gibt; 
2) baß bie gefachten SButjeln imajgindt finb , wenn baS £luabtat 
bet gunction Z' (x) fut eine bet beiben ©tenjen fleinet iji, atö baS 
bo^)^>elte ^tobuct onS bet Function /(x) fut biefelbe ®ten je unb bet 
gunctton /" (x) föt btejemge bet beiben ©tenjen , f&t weldf^e /"(x) 
ben fteinpi^n SBSettlS) befommt. 

§ M. SBit l^dben nun bloß nod[) ben gdH ju bettadt)ten, wo 
bet Sogen mpn (gig. 15) )xx{ivt bet Xbfciffenate liegt unb betfei* 
ben feine 6ont>e]ritdt jufel^tt. £)ie beiben 3ei(i()entei^en finb : 

>'»>(i) >'W. /^(x), /'(x), /(x) 

(a) + + - + - 

(b) ..... + + _ _ -_ 

obet: 

(a).,... + .,... ^ ' - + - 

' (b) + - - - -. 



3m etflen %aUt f)at man f&r bie @ten)e a : 

/(x)>/(a) + (x^a)/'(a>+(x-a)\4/"(a) 
y(x)</(a) + (x-a)/(a) + (x-a)* .4/"(b). 

2CIfo (tegt ber fS^tn mn'v' in bem ganzen Sntertoatle ab über tti^b 
ber fi3ogen m^vv unter bem IBogen m p n. 
Sur bte ©renje b 1)at man: 

/W>/(fc)~(b-x)/'(b) + (b-x)V^/-(a) 

aljo'jiiegt in bem ^dn jen 3ntert)aHe ab ber erjle paxobolifd)e ©ogen 
übefunb ber jwette unter bem SSogen mpn. 

86f t matt bie ©leidS^ungen beö iwetten ®rabe6 auf, tt>oburd() bie 
®urc|>fdS)nttt§})unfte ber beiben iparabolif^en Surioen mit ber 2Cbfcifs 
fenajte bejitmmt »erben , wenn e$ .(oId()e gibt , fo ergibt ^ä) , baß bie 
beiben SSurjeln reeU finb , wenn eine ber SSebingungen : 

'Cf(a)y>2/(a)./''(a) 

erfüllt wirb, unb imagir^r, wenn eine ber äöebingungen : 

(/'(a)y<2/(a).y"(b) 

(/'(W<2/(b).y"(b) 

.ftatt findet. 

, 5 45. Sm jweiten gaUe, W0 bie äei^enrei^en (a) unb (b) hU 
genbe finb: 

.- (a).,.... •+ ~ — 4- _ 

• (b),.... + ...;. - _ _• _ • 

■ f(i^ >/(a) + (X - a)/' (a) + (x - a)* . 4/ « (b) . ■ 

/(x) </<B).+ (X - a)/' (a) + (* - a)» . 4/" (a), 
unb für bte ©renje b: 

.' ■ /«>/(b)-(b.-x)/'(b)+(b -x)' . kf (b) 
,. /(x)</(b)^(b-x)/'(b) + (b-x)'.4./''(a). . 

:J>je SBurjeln finb fotglidS» ttjü, wenn ber JBogen m'itv bie 
3Ö»fa(|8n<«« fdf>nelbet, b. ^. wenn eine ber *eibett SSebmgunaen flott 
ff^betr , 

'. ■ -T. V . C/'(a)y>2/<a)->"^b) 

(/'(b))*>2/(b)./"(b), 

mtb bte ffiurieln jinb imogindr, wentt man eine ber kiben JBebim 
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outtoen l^at: 

(/'(a)y<2Aa)./"(a) 

■(/'(b)y<2/(b)./"(a). 

§ 46. e« laffcn ftd() nun aüe mJfilici^cn gdlle in folgende alt 
gi^tnetne JRegel süfammehfaffeh , werni m(xxi behtcÄ, b<ifi ein ncgo^ 
imx SBcrtI!) t)on /" (x) Depo Heiner iji ; ie 'ttti^ negatit?e ginl^erten 
er ent^)dlt unb \xxti fo größer , ie weniger -fblfil^er €fti^eit«n er %oX, 

es finb ■ bie ben.®renjen entf^recfe^enben äieic^e»riei]()en gebilbet 
unb eS wirb t)DrauSgefefet , baß bie ©renjen l()tnretc^enb jufammem 
gejoaen finb , • bamit bte biet Ufeten SnbWe^ 4> * l. 2 finb , weiter 
SSebmgung immer leid&t ju genuaen ijl, 3Ran l&at, pdf) ferner über« 
jcugt , baß bte beibeit gefuc^wn SBurjeln rtld^t gleifij) firtb , w.a$, fid^ 
ebenfaUö leidet finben m\' 2>a bie SBert^e bet^ ätefuftate: 

bur4) bie !D»)eration, weWE)e bie ©renjen « unb b g[ibt, befannt 
itnb ; fo \j(xi man folgenbe T&eiben ©d^e : 

1) £)te beiben gcfu«l()tan SBitrjeln finb rteH, wenn ba8 iQuabrat 
eine6 ber beiben mittleren ©lieber /'(») ober fW ^^^'^ tjl al8 baS 
boöpelte $robuct au6 bem , in betfelben Stelle jur IRed^ten biefeft 
mtttleren ©lieber liegetÄen ©tiebe tmb bem ber beiben dußem ©lieber 

f (a) unb /" (b) , »eldS^eS bie meijten poptiüen ober neaatitjen ©n^ 
l^eiten entbdlt. 3Ran %oX \i\tx alfo jwei loerfd^^ietjene äöebingungen. 
SBcnn eine berfelben erfüllt wirb , fo finb bie gefud^ten SBur^eln reell 
unb biefe^ ifi um fo mebr ber SfdK, wenn betbe äSSebingungen er^ 
ffiUt fmb. 

2) £)ie gefud()ten JBurjcln finb tmagindr, wenn baö Öuabrat 
eines ber beiben mittleren ©lieber /' (a) ober /' (b) Seiner ift , a» 
ba§ boppelte ?)robuct au8 bem, in berfelben 3{eil)e jur JRed^ten bieje» 
mittleren ©liebet liegenben ©liebe unb bem ber bäbsn divßvrn ©(ie^ 
ber/"(a) unb/"(bX weld()eö bie wenig jlen ^)ofitit)en ober negattDen 
einleiten tnÜCjhSX, ^lerau6 entfl)rinaen auc^ iwei t>eifd^iebene f&u 
bingungen. Sßenn eine berfelben erfüllt wirb / fo ftnb bie gefudf^ten 
S&urjem imaginär , unb biefed ijl um fo me^r ber Sali, wenn beibe 
SBebingungen jlatt finben. 

SSsenn feine ber mer'angefubrten IBiebingungen ftatt fiiibet / b. ^. 
wenn bie toier entgegengefel^ten ©ebingungen jiatt finben ; fo jinb bte 
©renken a unb b nod^ nic^t genug gufammengejogen , um bie 9^0$ 
tur ber ^urjeln burdf) eine Operation bestimmen ju fonnen. SKan 
.^tbeilt olfo ba§ Snten^Kia ab \y^ erften ©renjen, itnb w^nn bie 
fiSurgeln burd^.^ubftitutioh elnef jwifd^enliegenben 3al^{ 'nti#t ge^ 
trennt werben; fo wenbet man bie eben au6aefprod[)ene JRegel Wti 
9leuem (xa, unb burd^ ^rtfel^und 'V^jt\t% SSerfd^renS wirb xmx^ notl^ 
wenbig balb ba^)in gelangen, bie SBJurjelnAU trennen, wenn ftereeU 
finb, ober man» finbet , baß jpfe imagindr jtnK 

^ 47. £)bgleid[) fidS^ terd^ bie bi^bei^ gt^^^^^ Sfegebi bie imo^ 
gindren SBiujeTn t)on ben reellen unterfd^etben laffen , fo e^rforbem 



— sn — 

wüäf%m ifid!^ in dhn ^Qcti bnett faniff^iien Ufit , wie ^xtU tmt 
IBuigcIn eine gN^gebene &lAi^o/ ixot^Atin gegebenen ©renken a iu|b 
b ^at, febt nmnfcben^wertb. Riefen SebHall f)at @turm entbecft, 
itnb benfelben 1829 bem ftcmp^äfm >9lath>nalinftttttte i>orgelegt. 
iSxU^fit m So^genbem; 
e^fei • 

eine (3letcl[)mtg , nreld^ie fehte gfeid|)en teeren S^uryälts ml^t ^ctt, imb 
romn A^, A^, Aj,..: teeltte 3ul()fen bebeöten. iSRim Mtte juedl 
bte abgeleitete gunction X^ wn X^ bimbtre X'*Utd^ X. ttttb 
n>enn man einen 9{efl ))pn einem niebrigem ®»ibe al$ X ^ gefunben 
bat; fo t>emanbele man bie Beic^ien alter ©lieber beffelben in bie 
entgeaengefel^ten ; toeld^er ^Kbann mit X^ bt^iä^rutt mrben tn^ 
®ften|o bitHbire man X^ buttl^ X^/imb wenn «man einen S^eft t>on 
einem ftid^tioem ®rabe att X, i^funben l^t; fo joenMnbeie mm 
loieber bie äetd^en aßet ^lieber biefeft SU^tA in btt entgeaenges 
festen , welket nun mit X 3 bmiebnet Yoerben foU. £iefe StDifb« 
nen fe|e man nun auf biefdbe SBeife fbrt; aU ab .^wif^en ber ^utis 
ttion X unb ibrer- abgeleiteten gunctfon X ^ ber giiftt gemeinfd^afits 
Itcbe 2){^(f0r gefud()t n>&rbe , inbem man i^bfiä) bte m^tn iebeS 
9!e{h$ in bie entgegenaefe^tett verwanbeltt fo n^b man normen: 
big auf einen Sablenrejt Hmmtn , tveU^er rein x mebr enthalt, aber 
avi^ mift 9luU fein fann, n>ei( fonft bie €Heid!^mg X=0 gleidbe 
SBurjeln ^atit, «90^ ^^en bie SSorau^e^un^ ift. £)ie^ le^te fStt% 
vsAt entgegen^efei^ten Beteben genommen , \^n^z X r . 

S)ur^ btefe £)))eration erl^dlt man alfo bie 9?eibe wn Sum 
ctionen: ^ ' 

X, x^ , Xj ^ X3 ^ .... Xx— I / Xr (x) 

toA^t fdmmfli(i^ ^ie I8erdnberlid[^ x ^tbalten / mit TCu^nal^me ter 
legtöi X, . ,. 

3n ^efe .d?ei]^ loon Functionen fubflituire man fbr x bie ge^ 
^ebenen ®ren)en a unb b^ fo b^ -bie ©leid^una X=0 jnnfdS^en^ 
biefen ©renken fo mele reelle SBurjeln , ald bie 'Su^ (a) Beid^em 
wed^fel mebr i^ai, atö bie 9{eil(ie (b). 

©enn e8 feien Yj , Y», Y,, ... Yr-j bie JQuotienten, 
»>el4^ erl^Kitten iverben, wenn man X burd^ X^ , X. burd^^ X, , 
X^ bun|^ X, /:K. biöibirt, fo b^t man^ weil— X^, — X,, 
-^Xi,...* bte Stefie biefer 2)iioi{tonen finb, folgenbe ®Ieidj^ungeit: 

Xj =Xj Y^ — X3 ^ 



Xg ^1 t^Xn Xn — X^fc^i 
Xr-2=Xr-lXr-| — Xr , 



^ 



au6 weM^en fotat: lybAfMü^t auf emonbo: folatnbe Functionen 
ber 97etl^e (^) nu^ifuf benTiUm «Bertis t>on x ;tyetfdSwitd)en {6mten, 
weit; wenn j. 83* Xn^ic:^© unb Xtt.=:0 wdre, iau* ber ®W4rung : 



f « « 



Xn^l-r-Xii xn — Xn4-| • 

aud(^ X„j-i=0, unb inbcm man weitet fe^iHeßt, (kxn^ X^r^O 
folgen würbe, welche* gegen bte SSorauSfefeung ijl; Unb 2) baß, 
wenn eine mittlere guncttcn ber Sfer^e (x) für einen gewiffen SSSerfl^ 
tfou X t)erf(^tt)inbet, bie )>orl(>e;rgelt^nbe unb nac^^folgenbe Function 

gr btefen. aSettlj) »on x Ja^lenwert^e ^üu entgegehgefefetem 3ei(ä()en 
fommen^ weil auft ber obigen ®lei4)ung: 

Xn-i=XnY|| — Xn4-f 
fftt X„=OfW^Xn-l = -Xn+I «^iW. . 

3)enfen wir und mm wieber, wie |i:&^er, x wa^fe ollma^lidi^ 
t>on btr erflen ©renje a VA \)x ber jwetten b. @o lange x {^tnen 
SBert]^ erretd^t, f&r welligen iine , ober mel[)rere ,S\inct(onen ber9{eii^e 
(x) verfd^inben , fo* lange bleiben offenbar bit;ä^-d^ctt bctr »feilte (x) 
btefelben. 3lber aud^ bann wirb bie .^tnjwl^l ber, .3eic|>eawe4^fel ber 
9feil)e (x) nld(>t t)ei4nbert, wenn x einen 2Serti() o, err^ i4)t, f(ir. wel4>en 
eine, ober mel^rere mittlere gimetionen blefcr 8feii[)e oerfd^winbcn, 
bie erfle aber xM:^, 2)enn gefegt , ti i^erfc^winbe. für x = c bie 
mittlere guncticuX», fo fonnenbiii gunctionen .Xn^i, .X„4.i 
nacb bem aScrl^rgel^enben nid[^t Slutt fein,, unb muffen i^ittgegengefel^te 
Beid^en b^ben, fo ba|i bie SSei^e ber btei guiKt»;ifn :. 

Xn_i, Xn , Xn + i 

immer einen 3eidf)enwecij)fel barbietet , wa§ für ein 3eid()en man iibris 
genö'Xn aud^ geben maa. 35a bie Sunctionen Xn-i> X„+, t>on 
X3=;a bi6 x=c il[)r Seidpen niAt geonbert ^aben, fo ^aben fte aud^ 
in biefem' Snten)aUe entgcgengefefetr Seichen %t%<SA, unb fblgliii^ l^at 
bie SJeibe ber obigen brei Functionen audj) einen. 3eidS)enwec^ftT gc^ 
l^abt , el^e x =c vourbe , weld^eS Setdj^en X n aud[> ge](>abt lf)aben mag. 
ferner l(km man tj um eine unenblid() fletne ©rifre de wad[^fen 
toffen, baß bie ©letd^ungen X„_i = o, X„+i=?(V'in bem Snter^ 
toalle t)on x=c bi6 x=c+dc Jeine SBurjct babcri, alfiu Xn_ii unb 
Xa +1 U)r *3eid^en nid()t dnbern, unb fptglidf^ enfgegengefefete Seid^cn ^a^ 
beii» SotglidE> l^at bie SW^c ber brei Functionen tiodj^ einen äetdj^m 
)(pedS)fe,l, weldbeS 3eidf>er} Xn oudf) l^aben mag, unb ba baffrtbe t>on 
leber änbern für x =r c t)erfdf)W{nbenben mittleren Function gilt ; fo ijl 
flar, baß bie tnyAj^ ber 3eid^nwed^fel ber Steil()e (x) nid|^t gednbert 
wirb, wenn x einen SBert^ c burd(}lduft, für weld(^en eine ober 
mel()rere mittlere J^unctionen biefer 9Ieil)e t)erfc^winben. 

Dagegen tjerliert bie 8leil()e (x) iebeßmal einen 3eid^enwe(^fel, 
wenn x eine reelle SBurjel ber ®lei(|ung X=o erreid[)t unb bar- 
lüber ]^inau6ge]()t , weld^ed ganj auf biefelbe SBeife , wie im erflen Xb^ 
f4^nitte § 2 bewiefen wirb, SDie gegebene ©leid^ung X=o ^>at 
bemnadE^ iwifd()en ben ©renken a unb b fo t>iele reelle äBurjeln, atö 
bie Steige (a) 3eid^enwec^fel meV l^at, wie bie Sfei^e (b). 




^ttlr f A^iikf* IM Bntti*^eA>9. 
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